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Введение 

При колебаниях гибких сооружений типа над-

земных газопроводов часто происходят явления 

аэродинамической неустойчивости, обусловленные 

ветровым резонансом. Надземный газопровод со-

вершает колебания в вертикальной плоскости, т. е. в 

направлении, перпендикулярном ветровому потоку. 

Само явление аэродинамической неустойчивости в 

гибких системах при обтекании цилиндрической 

поверхности ветровым потоком достаточно хорошо 

описано в классической литературе [1, 2].  

Для решения практических вопросов гашения 

колебаний используются различные подходы, на-

правленные либо на изменение характера обтека-

ния сооружения или характера колебательного 

процесса [3–10] (активные способы гашения), либо 

на конструктивное ограничение уровня колебаний 

путем изменения частоты собственных колебаний 

[11–13] (пассивные способы). При этом большин-

ство исследований ориентированы, главным обра-

зом, на численное моделирование аэродинамиче-

ской задачи с применением упрощенных моделей 

демпфирования. 

Отдельное место занимает аналитический ме-

тод решения задач аэродинамической неустойчи-

вости надземных газопроводов, проводимый в 

рамках теории временного анализа [14]. В работах 

[15, 16] для гашения колебаний газопровода ис-

пользуется устройство, выполненное в виде одно-

сторонней связи, в результате чего аэродинамиче-

ская задача становится конструктивно нелиней-

ной, так как в процессе колебаний расчетной мо-

дели газопровода происходит изменение ее рас-

четной схемы (рис. 1). 

При нестационарном циклическом процессе 

колебаний происходит поочередный переход от 

базовой модели (БМ), когда ОС выключена из ра-

боты (рис. 1а), к модели с дополнительной связью 

(МДС), когда ОС включена в работу (рис. 1б). 

Включение ОС (троса) в работу эквивалентно по-

явлению дополнительной связи в виде опорного 

стержня. При этом следует отметить, что в состоя-

ниях БМ и МДС расчетная модель будет иметь 

различные матрицы жесткости, так как это обу-

словлено различием расчетных схем. 

В настоящей статье дается критический ана-

лиз математической модели газопровода с косо-

симметричной формой колебаний (рис. 1б), воз-

никающей в новом состоянии расчетной модели 

при ее переходе от БМ к МДС [15, 16]. Эта форма 

собственных колебаний соответствует основному 

тону модели в состоянии МДС. Также рассматри-

вается более совершенная математическая модель 

колебаний, основу которой составляет симмет-

ричная форма колебаний оси газопровода, пред-

ставляющая форму собственных колебаний для 

первого обертона модели в состоянии МДС 

(рис. 1в). 

 

1. Экспериментальные исследования 

модели «балка – трос» 

Одним из соавторов статьи (Н.Т. Тазеевым) был 

проведен эксперимент, в котором гибкая балка под-

вергалась вибрационной нагрузке от легкого элек-

тродвигателя, с помощью которого моделировалось 

аэродинамическое воздействие. Параметры расчет-

ной динамической модели: сечение – 50×4 мм, длина 

2 м, односторонняя связь в виде троса, в рамках 
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эксперимента принимаемого нерастяжимым. Мас-

са двигателя – 0,36 кг, угловая частота двигателя, 

вызывающая резонанс θ = 9 рад/с, амплитуда ак-

тивной составляющей вертикальной центробеж-

ной силы P0 = 5,3 кг. Цель эксперимента: опреде-

лить форму колебания деформированной оси бал-

ки в момент включения в работу ОС (троса); пока-

зать, что форма собственных колебаний модели 

в состоянии МДС является симметричной вслед-

ствие отсутствия поворотов центрального сечения 

в точке крепления ОС к балке. 

Основная предпосылка заключалась в том, 

что переходной режим балки при включении ОС 

в работу (трос находится в натянутом состоянии) 

длится очень короткий промежуток времени (со-

тые или тысячные доли секунды), что во много раз 

меньше, чем пребывание расчетной модели в со-

стоянии БМ, когда ОС отключена. Поскольку в 

состоянии БМ собственная форма колебаний оси 

балки является симметричной, то при переходе в 

состояние МДС собственная форма колебаний из-

за кратковременности пребывания модели также 

останется симметричной. Иначе говоря, вследст-

вие инерции движения балки в новом состоянии 

система не успевает сменить тип симметрии фор-

мы колебаний.  

Для того чтобы такой переход от симметрич-

ной к кососимметричной форме состоялся, необ-

ходимо длительное пребывание балки в состоянии 

МДС, которое по времени может соответствовать 

нескольким периодам (или даже десяткам перио-

дов) собственных колебаний системы. Только в 

этом случае, когда система из переходного режима 

перейдет в установившийся режим, станет воз-

можным переход к кососимметричной форме ко-

лебаний, которая в энергетическом плане является 

более оптимальной, так как соответствует основ-

ному тону колебаний расчетной модели балки в 

состоянии МДС. 

На рис. 2 дано фото экспериментальной уста-

новки в момент натяжения ОС (а) и выключения 

из работы (б). На обоих рисунках видно, что упру-

гая линия балки в точке крепления троса сохраня-

ет свою симметрию относительно вертикальной 

оси, а центральное ечение балки не поворачивает-

ся относительно горизонтали. На рис. 3 представ-

лены частотные характеристики колебаний БМ 

(рис. 3а) и модели с тросом (рис. 3б), фиксируемые 

при помощи специального приложения Vibration 

analysis. Частота колебаний БМ составляет 1,62 Гц, 

максимальное значение амплитуды вибропереме-

щений – 62,94 мм, ускорений – 6,06 мм/с
2
. Частота 

колебаний модели с тросом – 4,94 Гц. Амплитуда 

виброперемещений – 2,27 мм, ускорений – 

23,59 мм/с
2
. 

Данные эксперимента подтверждают сделан-

ные выше рассуждения о том, что центральная 

часть пролета расчетной модели балки (см. рис. 1) 

в момент натяжения троса имеет конфигурацию, 

изображенную на рис 1в. Это означает, что цен-

тральное сечение k в процессе колебаний переме-

щается поступательно без поворота. При этом уча-

сток i–k на расчетной схеме имеет вид балки с 

опорным закреплением по схеме «шарнир – задел-

ка» (рис. 1д). Если учитывать податливость троса, 

то сечение k будет превышать уровень горизон-

тального пунктира, и тогда заделка на данном уча-

стке становится скользящей в вертикальном на-

правлении. 

Так как жесткость балки на рис. 1д при сим-

метричной форме колебаний выше жесткости 

шарнирной балки (рис. 1г) при кососимметричной 

форме колебаний, то перемещения в первой балке 

будут ниже, чем в шарнирной балке.  

Поэтому устройство гашения колебаний при 

ветровом резонансе по симметричной форме коле-

баний в состоянии МДС будет более эффектив-

ным: уменьшатся прогибы не только в централь-

 
 

Рис. 1. Расчетная модель надземного газопровода: а – модель с устройством гашения колебаний в центральном 
пролете; б, в – кососимметричная (б) и симметричная (в) формы колебаний при натяжении троса; г, д – расчетные 

схемы балок на участке i–k соответственно при кососимметричной и симметричной формах колебаний 
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ном пролете, где установлена ОС, но и в соседних 

пролетах расчетной модели газопровода. Это, в 

свою очередь, позволит увеличить (оптимизиро-

вать) шаг расстановки устройств гашения колеба-

ний по сравнению с вариантом расчета при косо-

симметричной форме колебаний. 

 

2. Расчетный алгоритм 

Математическое моделирование процесса вы-

нужденных колебаний расчетной динамической 

модели надземного газопровода выполнялось мето-

дом временного анализа, разработанного для ко-

нечномерной системы с учетом внутреннего тре-

ния, называемой далее дискретной диссипативной 

системой (ДДС) [14]. Уравнение движения упругой 

ДДС в рамках линейной модели вязкого сопротив-

ления (1) и начальные условия (2) имеют вид: 

𝑀𝑌  𝑡 + 𝐶𝑌  𝑡 + 𝐾𝑌 𝑡 = 𝑃 𝑡 ,                    (1) 

𝑌0 = 𝑌(𝑡𝑖), 𝑌 0 = 𝑌  𝑡𝑖  𝑖 = 0, 1, 2, … ,          (2) 

где M = diag(m1, …, mn), С = C
T
, K = K

T
 – соответ-

ственно матрицы масс, демпфирования и жестко-

сти; Y(t), P(t) – векторы перемещений и внешней 

нагрузки; индекс n означает число степеней сво-

боды расчетной модели. 

Аэродинамическое действие ветровой нагруз-

ки принято по закону синуса: 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Расчетная модель балки: а – в состоянии натяжения троса;  
б – в состоянии выключенного троса 

 

  

а) б) 
 

Рис. 3. Характеристики колебаний установки: а – БМ; б – модель с троcом 
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𝑃 𝑡 = 𝑃0 ∙ sin(θ𝑡),                                          (3) 

где P0 – вектор амплитуд периодической нагрузки; 

θ – число вихрей, сбегающих с цилиндрической 

поверхности трубы за 2π секунд (круговая частота 

возмущающей нагрузки). 

Характеристическое уравнение, соответствую-

щее однородному дифференциальному уравнению 

(1), представляет собой по физическому смыслу 

уравнение движения собственных форм колебаний и 

имеет вид матричного квадратного уравнения (МКУ): 

𝑀𝑆2 + 𝐶𝑆 + 𝐾 = 0.                                          (4) 

В уравнении (4) искомая матрица S является 

матрицей внутренних (спектральных) динамиче-

ских характеристик ДДС. Переход от однородного 

уравнения, соответствующего (1), к характеристи-

ческому МКУ (4) выполняется с помощью мат-

ричной экспоненциальной функции Φ(t) = e
St

. 

Матрица Φ(t) является фундаментальной, если S 

удовлетворяет МКУ (4). 

Решение МКУ в аналитической форме записи 

представляется в виде корневой пары: 

𝑆1,2 = 𝑀−1(−𝐶 + 𝑉 ± 𝑈)/2,                           (5) 

где V = –V
T
, U = U

T
 – кососимметрическая и симмет-

рическая матрицы, связанные между собой системой 

матричных соотношений. Эти соотношения реализо-

ваны в программе по решению уравнения (4) (в сис-

теме MATLAB). Поскольку колебания конструктив-

но нелинейной ДДС с учетом работы ОС представ-

ляют упругий процесс, то элементы матрицы V все-

гда вещественные, а элементы U – мнимые. По этой 

причине матричные корни в (5) являются комплекс-

но-сопряженными [14]: 𝑆1 = 𝑆, 𝑆2 = 𝑆 . 
Уравнение реакции расчетной модели запи-

сывается в виде интеграла Дюамеля (t ≥ ti) [8]: 

𝑌 𝑡 = 2𝑅𝑒 𝛷 𝑡 − 𝑡𝑖 𝑈
−1𝑀 −𝑆 𝑌0 + 𝑌 0 +

𝑈−1𝐼𝑡𝑃0,                                                       (6) 

где  

𝐼 𝑡 =  𝛷(𝑡 − 𝜏)𝑇 sin 𝜃𝜏 𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑖
                       (7) 

– интеграл с переменным верхним пределом; ниж-

ний предел интегрирования ti соответствует вре-

мени включения/выключения ОС. 

Первое слагаемое в уравнении реакции (6) со-

держит реакцию при свободных колебаниях, вы-

зываемую векторами начальных условий (2), вто-

рое – реакцию при вынужденных колебаниях от 

внешнего воздействия (3). 

При постоянном скоростном напоре, когда час-

тота срывов θ одинакова для всех участков расчет-

ной модели, выражение (7) преобразуется к виду: 

𝐼 𝑡 =   𝑆𝑇 2 + 𝜃2 −1𝐹(𝑡),                             (8) 

где матричная функция F(t) записывается так  

(E – единичная матрица): 

𝐹 𝑡 = 𝑆𝑡 𝛷 𝑡 − 𝑡𝑖 
𝑇 sin θ𝑡𝑖 − 𝐸 ∙ sin θ𝑡𝑖  +

[𝛷 𝑡 − 𝑡𝑖 
𝑇 cos θ𝑡𝑖 − 𝐸 ∙ cos θ𝑡𝑖 ]θ.            (9) 

Как уже отмечено выше, в переходных состоя-

ниях расчетной модели (БМ / МДС), соответствую-

щих критическим временным точкам ti (i = 0, 1, …), 

происходят изменения элементов матрицы жест-

кости K. Одновременно с изменением элементов 

матрицы K происходит изменение элементов мат-

рицы демпфирования C, так как построение моде-

ли демпфирования, как правило, зависит от харак-

теристик жесткости системы. Так как весь процесс 

колебаний состоит из переходов расчетной модели 

из одного состояния в другое (включение / выклю-

чение ОС), то реакция конструктивно нелинейной 

системы во времени разбивается на последователь-

ные интервалы: t ∈ [ti, ti+1] (i = 0, 1, …), внутри ко-

торых параметры расчетной модели (элементы 

матриц жесткости и демпфирования) постоянны.   

Таким образом, при вычислении реакции сис-

темы в момент перехода через критическую вре-

менную точку ti в уравнениях (4), (6), (8), (9) про-

исходят следующие изменения и корректировки. 

Первое: осуществляется смена внешних динами-

ческих параметров расчетной модели (матрицы C 

и K в предыдущем состоянии модели заменяются 

аналогичными матрицами в новом состоянии). 

Второе: осуществляется изменение (смена) внут-

ренних динамических параметров модели, а имен-

но, из решения МКУ (4) отыскиваются новые зна-

чения матричных корней: 𝑆, 𝑆  с соответствующим 

значением матрицы U в (5). Параллельно с этим 

корректируется фундаментальная матрица Ф(t–ti)= 

= e
S(t–ti)

. Третье: в уравнениях (6) и (9) проводится 

замена индексов (i–1) на i, что соответствует коле-

баниям модели на интервале t ∈ [ti, ti+1]. И, нако-

нец, четвертое: проводится смена начальных усло-

вий в уравнении реакции при свободных колеба-

ниях (6), т. е. в качестве векторов начальных усло-

вий (2) принимаются векторы перемещений и ско-

ростей, значения которых вычисляются по реак-

ции системы в конце предыдущего интервала вре-

мени t ∈ [ti-1, ti]. В целом реакция конструктивно 

нелинейной модели имеет квазипериодический 

характер и сопровождается включени-

ем/выключением ОС при соответствующих крити-

ческих временных точках ti (i = 0, 1, …). 

 

3. Численная реализация задачи. 

Анализ результатов 

Расчетная схема (см. рис. 1) газопровода имеет 

вид многопролетной неразрезной балки с равными 

длинами пролетов l = 15 м и числом пролетов 11. 

При построении РДМ каждый пролет разбивался на 

4 элементарных участка длиной a = l / 4 с располо-

жением точечных масс в узловых сечениях (рис. 4), 

число степеней свободы системы n = 33. 

 
 

Рис. 4. Пролет расчетной модели 
с тремя точечными массами 
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Исходные данные для расчета: внешний и 

внутренний диаметры сечения трубы соответст-

венно D = 219 мм, d = 209 мм, модуль упругости 

E = 2,1×10
8
 кН/м

2
, логарифмический декремент 

колебаний стальной трубы δ = 0,07. Податливость 

троса на растяжение принимает значения в диапа-

зоне от 0,001 до 0,1м/кН. 

Погонная масса трубопровода с газом mпог = 

0,027 кНс
2
/м

2
, точечная масса вi-м узле составля-

ет: mi = mпогa = 0,1017 кНс
2
/м. Скорость ветра, 

вызывающая резонанс данной модели, составляет 

v = 2,951 м/с. Амплитудное значение узловой воз-

мущающей нагрузки p0i = 0,0043 кН. 

Матрица демпфирования C принималась в со-

ответствии с моделью непропорционального 

демпфирования по формуле [14]: 

𝐶 = (𝐾𝑇 + 𝑇𝐾)/2,                                         (10) 

где T = diag (t1, … ,tn), ti = / 
𝑚 𝑖

𝑟𝑖𝑖
 , rii – диагональ-

ный элемент матрицы жесткости K. 

Анализ колебаний расчетной модели прово-

дился для варианта деформирования оси много-

пролетной балки по кососимметричной (рис. 1б) 

и симметричной (см. рис. 1в) формам. 

На рис. 5 показана осциллограмма перемеще-

ний среднего сечения центрального пролета рас-

четной модели газопровода в точке крепления тро-

са к трубе (точка k, рис 1). Осциллограмма пере-

мещений точки k при симметричной форме де-

формирования оси балки приведена на фрагменте 

(рис. 5б, красная кривая). Видно, что вариант с 

кососимметричной формой деформирования оси 

(рис. 5б, черная кривая) приводит к большим пе-

ремещениям по сравнению с перемещениями се-

чения при симметричной форме. Для сравнения 

пунктирной линией приведена осциллограмма пе-

ремещений сечения kБМ (без учета устройства 

гашения колебаний). 

На рис. 6 даны осциллограммы перемещений 

средних сечений в первом и последнем (11-м) про-

летах расчетной модели. Особенностью этих ос-

циллограмм является то, что для варианта с косо-

симметричной формой деформирования переме-

щения средних сечений в крайних пролетах (циф-

ры пунктирных кривых – номера пролетов, 

рис. 6б) значительно отличаются между собой, 

в то время как для симметричной формы дефор-

мирования перемещения средних сечений совпа-

дают. 

Следует также отметить, что амплитуды пе-

ремещений, полученные по симметричной форме 

деформирования оси балки (красная кривая), 

меньше соответствующих амплитуд по кососим-

метричной форме деформирования. Это подтвер-

ждает сделанный ранее вывод о том, что взятая за 

основу расчета симметричная форма собственных 

колебаний является наиболее эффективной при 

построении динамической реакции конструктивно 

нелинейной системы. 

Результаты, представленные на рис. 7 

для центрального сечения k в точке крепления 

трубы и троса, в целом повторяют выводы, сде-

ланные по рис. 6. Для отдельных участков осцил-

лограммы (фрагмент 2, рис. 7в) амплитуды пере-

мещений красной кривой в 2 с небольшим раза 

  

а) б) 
 

Рис. 5. Осциллограмма перемещений точки крепления троса в середине центрального пролета: а – перемещения 
точки крепления троса на интервале 30 с; б – фрагмент осциллограммы перемещений (пунктир – БМ; красная 

кривая – по симметричной форме; сплошная черная кривая – по кососимметричной) 
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меньше соответствующих амплитуд пунктирных 

кривых. 

Аналогичная картина наблюдается в тросе в 

моменты его натяжения, когда расчетная модель 

находится в состоянии МДС (рис. 8). Амплиту-

ды растягивающих усилий в тросе, вычисленные 

для варианта с симметричной формой деформи-

рования оси балки (красная кривая), значитель-

но меньше соответствующих амплитуд растяги-

вающих усилий, полученных по кососиммет-

ричной форме деформирования оси расчетной 

модели. 

  

а) б) 
 

Рис. 6. Осциллограмма перемещений средних сечений первого и последнего пролетов расчетной модели: 
а – перемещения на интервале 30 с; б – фрагмент осциллограммы (красная кривая – по симметричной форме; 

пунктир – по кососимметричной форме) 
 

 

   

а) б) в) 

 
Рис. 7. Осциллограмма перемещений точки крепления троса в середине центрального пролета:  

а – перемещения на интервале 30 с; б, в – фрагмент 1 и 2 (красная кривая соответствует симметричной форме; 

пунктир – кососимметричной форме) 
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Заключение 

Экспериментальным путем показано, что для 

модели «балка – трос», находящейся под действи-

ем вибрационной нагрузки, при натяжении троса 

упругая линия балки сохраняет симметричную 

форму колебания. На основании эксперименталь-

ных исследований предложена более совершенная 

математическая модель колебаний конструктивно-

нелинейной системы «надземный газопровод – 

односторонняя связь». Согласно этой модели, ди-

намическая реакция системы определялась для 

симметричной формы деформирования оси над-

земного газопровода во всех состояниях системы. 

Причем в выключенном состоянии ОС форма де-

формирования принималась по форме собствен-

ных колебаний, соответствующей основному тону 

БМ, а в состоянии включения ОС в работу систе-

мы форма деформирования принималась по собст-

венной форме, соответствующей первому оберто-

ну МДС. Эффективность предложенной математи-

ческой модели иллюстрируется нарассмотренном 

численном примере. 

 

Выводы 

1. Предложенная математическая модель ко-

лебаний обеспечивает более эффективную работу 

конструктивно-нелинейной системы «надземный 

газопровод – односторонняя связь» по сравнению 

с моделью, основанной на кососимметричной 

форме колебаний. 

2. По оценкам прогибов, показано, что по-

следние уменьшаются не только в центральном 

пролете, где установлена ОС, но и в соседних про-

летах расчетной модели газопровода. Это позволя-

ет для допустимого уровня предельных перемеще-

ний расширить границы протяженности расчетной 

модели за счет увеличения числа ее пролетов. 

3. Открывается возможность для увеличения 

(оптимизации) шага расстановки устройств гаше-

ния колебаний по сравнению с вариантом расчета 

при кососимметричной форме колебаний, сокра-

щения числа устройств на один километр трассы 

надземного газопровода и соответствующей эко-

номии материалов и затрат, идущих на изготовле-

ние одного устройства гашения. 
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The article considers an active method for damping wind self-sustained oscillations of an 

above-ground gas pipeline model, which allows the system to be tuned from the resonance frequen-

cy by changing its design scheme. The method consists in installing an oscillation damping device 

in one of the spans of the design model, functioning on the principle of one-way operation. A new 

mathematical model of oscillations with a symmetric deformation of the axis of the above-ground 

gas pipeline is proposed. The non-stationary dynamic process is realized within the framework of 

the theory of time analysis. Integration of the motion equation is performed in matrix form 
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for a system with a finite number of the degrees of freedom and taking into account internal friction. 

A numerical example is used to compare computational models with a symmetric and skew-

symmetric natural mode of oscillation and show the effectiveness of the proposed approach with a 

symmetric shape. 

Keywords: above-ground gas pipeline, self-sustained oscillations, oscillation damping device, 

one-way operation, natural mode of oscillation, stiffness matrix, displacement. 
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