
 

 68 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Construction Engineering and Architecture. 
2021, vol. 21, no. 1, pp. 68–74 

Введение 

В инженерной геометрии объекты можно раз-

делить на следующие типы: примитивы, тела 

сложной формы, тела сложной структуры, тела 

сложной структуры и формы. Поверхности – тела, 

поверхности которых описываются единым урав-

нением: простые многогранники, шары,  цилиндры 

и конусы вращения. В технике в чистом виде при-

митивы встречаются редко. Чаще всего они явля-

ются компонентами тел сложной структуры. Это 

основная масса деталей современной техники. 

Примерами могут служить болт, ступенчатый или 

коленчатый вал и т. п. Тела сложной формы имеют 

сложную криволинейную поверхность, получае-

мую, как правило, методами интерполяции поли-

номами или иногда другими функциями. Тела 

сложной структуры и формы состоят из несколь-

ких тел сложной формы. Поверхности этих тел 

должны быть, как правило, гладко состыкова-

ны [1]. Гладкое соединение таких поверхностей – 

важная и трудоемкая задача инженерной геомет-

рии [2–4]. Примером являются зализы – поверхно-

сти сопряжения поверхностей агрегатов летатель-

ных аппаратов (мотогандола – пилон – крыло, 

крыло – фюзеляж и т. п.) [5, 6] и подобные им по-

верхности в судостроении [7, 8] и автомобиле-

строении. 

Существует несколько способов конструиро-

вания сопрягающей поверхности [8–12]. Не суще-

ствует универсального метода. Выбор метода за-

висит в первую очередь от сопрягаемых поверхно-

стей [1, 13, 14]. Если сопрягающиеся поверхности 

имеют разнородные структуры, зализ удобно кон-

струировать как огибающую семейства сфер пере-

менного радиуса, касательных к двум сопрягае-

мым поверхностям одновременно [15, 16]. При 

этом линия касания сферы и заданных поверхно-

стей формирует отсек сопрягаемой поверхности. 

Если поверхности сопрягаются по заданным кром-

кам и их структуры одинаковы (например, кусоч-

но-гладкие поверхности с одинаковым количест-

вом кусков вдоль кромок), то поверхности можно 

соединить сопрягающей той же структуры. 

К сопрягающей, как правило, предъявляются те 

же требования, что и к исходным поверхностям – 

гладкость, плавность, отсутствие перегибов, ограни-

чение на минимальный радиус и др. [17, 18]. Если 

полученная поверхность не удовлетворяет каким-

то требованиям, необходимо внести изменения. 

Удобство метода конструирования кроме всего 

прочего заключается в том, чтобы вносить эти из-

менения локально, на определенных участках, без 

значительных изменений остальной поверхности и 

по возможности без пересчета поверхности [2, 3]. 

 

Основная часть 

Предлагается использовать в качестве сопря-

гающей кинематическую поверхность зависимых 

сечений с направляющими, кромками сопрягае-

мых поверхностей и интегродифференциальным 
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сплайном четвертой степени в качестве образую-

щей [19–21]. 

Звено сплайна описывается уравнением в век-

торной форме 

1 1 2 2( ) ( ) ( )V u V u V u      

 1 3 2 4 5( ) ( ) ( )V u V u h I u h       ,                (1) 

где 
1 2

2

V V
h

 
 , 

2
1( ) (1 5 )(1 3 )(1 )u u u u     ,

2
2 ( ) (3 2)(6 5 )u u u u    , 

2
3( ) (2 5 )(1 ) / 2u u u u    ,

2
4 ( ) (1 )(3 5 ) / 2u u u u    ,

2 2
5( ) 30 (1 )u u u   , 

где 1V  и 2V  – радиус-векторы начала и конца дуги, 

1( )u – базисные функции, параметр [0,1]u . 

Вектор iI  характеризует прогиб кривой (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Дуга кривой четвертого порядка 

 

Он указывает на центр массы неплоского се-

чения, ограниченного дугой и хордой. Векторы 1V   

и 2V  – касательные. Таким образом, дуга задается 

пятью параметрами, а не четырьмя, как обычный 

кубический сплайн. Пятый параметр – вектор iI  

задает полноту кривой и послужит для локальной 

модификации кривой и далее поверхности.  

У обычного кубического сплайна нет коэф-

фициентов для локального изменения формы од-

ного участка составной кривой. Составная кривая 

строится путем расчета первых производных во 

внутренних узлах сплайна из условия непрерывно-

сти вторых производных в этих узлах сплайна при 

заданных краевых условиях. Если изменить каса-

тельную в одном из внутренних узлов, то изменят-

ся два примыкающих участка. Также на границах 

участка нарушается второй порядок гладкости, то 

есть вторая производная терпит разрыв в трех уз-

лах (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Изменение формы кривой касательной 
на внутреннем узле кубического сплайна 

Если понадобится соединить две кривые од-

ной единственной дугой кубического сплайна, 

необходимыми исходными данными такой задачи 

являются координаты соединяемых концов дуг и 

значения первых производных на этих концах. 

Составная кривая имеет первый порядок гладко-

сти. Имеется возможность ограниченного управ-

ления формой кривой. Для этого нужно изменить 

длины касательных векторов, не изменяя их на-

правления (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Соединение двух кривых 
дугой кубического сплайна 

 

Предлагается более удобный способ конст-

руирования замыкающей кривой с возможностью 

управления ее формой. 

Пусть заданы две дуги разных кривых линий. 

Требуется соединить конечные точки кривых 

сплайном четвертой степени. Потребуются ради-

ус-векторы концов дуг ar  и br , а также вектора 

касательных на концах дуг ar  и br . Для построе-

ния сопрягающей дуги потребуется вектор-

интеграл I. Первые четыре коэффициента ar , br , ar  

и br заданы. Вектор I, определяющий полноту ду-

ги, не задан. Это величина переменная и подбира-

ется в итерационном режиме. Но на начальном 

этапе конструирования ему надо задать начальное 

значение. Будем считать, что концы дуг ar  и br  

соединяются одним звеном кубического сплайна – 

вектор-функции 2 ( )V u с компонентами: 
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Интегрируем скалярные сплайн-функции по u  

и получаем компоненты вектор-интеграла 
2

3

2

3

2

3

( ) ( ) ( ) ;
2 12

( ) ( ) ( ) ;
2 12

( ) ( ) ( ) ,
2 12

b
x x x x x

x a b a b

a

b
y y yb y y

a y a ab b

a

b
z z z z z

z a b a b

a

h h
I S u du S S S S

h h
I I S u du S S S S

h h
I S u du S S S S


     





      


      









,  (2) 



Инженерная геометрия и компьютерная графика 

 70 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Construction Engineering and Architecture. 
2021, vol. 21, no. 1, pp. 68–74 

где , , , , ,
yx x y z z

a b a a bbS S S S S S  – координаты конечных 

точек, , , , , ,
yx x y z z

a b a a bbS S S S S S      – компоненты каса-

тельных векторов, h – параметр сплайна. Он ока-

зывает некоторое влияние на форму сплайна. Его 

нужно задать приблизительно из расчета  

2 2 2( ) ( ) ( )
yx x y z z

a b a a bbh S S S S S S      .    (3) 

Строим сплайн (рис. 4а) 

1 2( ) ( ) ( )a bV u r u r u    
 

 3 4 5( ) ( ) ( )a ar u r u h I u h       .                         (4) 

Далее, оперируя вектором I , можно изменять 

форму кривой (рис. 4б). 

Пусть даны два куска одной или разных по-

верхностей. Пусть задача состоит в том, чтобы 

гладко соединить их по границам некоторой со-

прягающей поверхностью. Для сопряжения рас-

сматриваемым способом нужны линии на поверх-

ности – границы кусков. Также должны быть за-

данные на этих линиях вектора, касательные к по-

верхности в направлении, топологически перпен-

дикулярном границам a и b (рис. 5).  

 

 

Рис. 5. Исходные данные 
для задачи сопряжения поверхностей 

 

Сопрягающая поверхность строится как кине-

матическая поверхность с двумя направляющими. 

Образующей будет являться сплайн (4). Для по-

строения поверхности необходимо задать взаимно-

однозначное соответствие между двумя направляю-

щими (если его еще нет), например, приведением 

обеих направляющих к одному параметру v. Все пять 

векторов, задающих образующую, теперь будут яв-

ляться функцией от v. Первые четыре вектор функ-

ции задаются простым приравниванием 
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Интегральный параметр ( )I u  изначально за-

дается как (2). К каждому скалярному компоненту 

вектор-функции ( )I v  добавим корректирующий 

элемент ( )xI v , ( )yI v  и ( )zI v  соответственно. 
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   (6) 

Корректирующие компоненты выделим в от-

дельную функцию 
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         (7) 

Окончательно поверхность имеет вид (рис. 6а): 

 
1 2

3 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
a b

a a

W u r v u r v u

r v u r v u h

    
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5( ( ) ( )) ( ) .I v I v u h                                    (8) 

 

а)                                                                           б) 

Рис. 4. Зависимость формы кривой от интегрального коэффициента 
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В системе автоматизированного проектирова-

ния, изменяя эту функцию, можно интерактивно 

управлять формой сопрягающей поверхности 

(рис. 6б). Можно задать ее единым уравнением 

или заменить кусочно-гладкой функцией, напри-

мер сплайном. 

Рассмотрим другой пример. Пусть конструи-

руется тело сложной структуры, содержащей две 

поверхности сложной формы. Поверхность   

типа «обтекатель» задается семейством парал-

лельных сечений и интерполируется бикубиче-

ским сплайном. Поверхность   задана аналогич-

ным образом. Причем сечения двух поверхностей 

расположены попарно в одних плоскостях так, 

чтобы можно было два сечения разных поверхно-

стей, расположенные в одной плоскости гладко 

состыковать в единую линию объединенной по-

верхности (рис. 7).  

Наметим линию касания на a на поверхности 

  и такую же линию b на поверхности  . Стро-

им интегродифференциальный сплайн (4) для ка-

ждой пары сечений (рис. 8). 

 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )i ai bi ai biV u r u r u r u r u h            

5( ) , 0,..., .iI u h i N                                      (9) 

Теперь приводим параметры линий a и b к 

единому параметру v и интерполируем пять ко-

эффициентов сплайна (4). Практически получен-

ная поверхность является неоднородным (гетеро-

генным) сплайном, состоящим из кубических 

сплайнов в направлении v и единственного звена 

сплайна четвертой степени в направлении u: 
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1
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, 

1,...,0  Ni ,  u – матрица весовых функций 

четвертой степени (1),  u  – матрица аналогич-

ных весовых функций кубического сплайна. По-

следний столбец в матрице (10) представляет со-

 
а)                                                      б) 

Рис. 6. Окончательный вид сопрягающихся поверхностей 

  

Рис. 7. Комбинируемая поверхность,  
заданная бикубическими сплайнами 

Рис. 8. Гладкая стыковка поверхностей 
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бой сплайн, интерполирующий узловые значения 

, 0,..., .iI i N  При помощи этой функции можно 

изменять форму сопрягающей поверхности. 
 

Выводы 

Предложенный алгоритм представляет собой 

удобный инструмент для решения важнейшей за-

дачи инженерной геометрии – конструирования 

сопрягающей поверхности промышленных изде-

лий геометрически сложной структуры и формы. 

Метод прост и удобен, использует минимальное 

число входных параметров. Алгоритм легко про-

граммируется. При воспроизведении на компью-

тере метод нагляден. При небольшой дальнейшей 

доработке рассмотренным инструментом можно 

дополнить существующие системы автоматизиро-

ванного проектирования для решения указанных и 

некоторых других задач. 
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Smooth conjugation of two surfaces is the most important and difficult task of geometric mod-

eling of complex-shaped objects. There are several approaches and methods for designing a conju-

gation surface. One of the disadvantages of the existing methods is the lack of versatility. In each 

specific task you have to choose one or another method. It becomes more complicated when you 

have to mate three or more surfaces. The authors offer the use of an integro-differential spline of the 

fourth degree and a frame-kinematic surface based on it for mating surfaces. The article also briefly 

describes the algorithm for constructing the conjugation. An integro-differential spline of the fourth 

degree has additional coefficients that are the parameters that provide the ability to control the shape 

of the mating surface; however, it is not more difficult to be calculated than the traditional cubic 

splines. And the research concludes that in comparison with other methods of constructing, conjuga-

tion is a more multi-purpose one.  

Keywords: compound surface, curve line, geometric shape, conjugation, smooth surface. 
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