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Введение 

Характерной особенностью метода парал-

лельного сближения на плоскости [1–3] является 

то, что скорость преследователя 𝑃𝑖  в некоторый 

момент времени направлена в точку на окружно-

сти Аполлония. На рис. 1 это точка 𝐾𝑖 , а точка 𝑇𝑖  – 

положение цели в данный момент времени. 

Итерационная схема метода параллельного 

сближения представлена на рис. 1. Координаты 

преследователя 𝑃𝑖  будут рассчитываться таким 

образом: 

         𝑃𝑖+1 = 𝑃𝑖 + 𝑉𝑃 ∙
𝑃𝑖𝐾𝑖

 𝑃𝑖𝐾𝑖 
∙ ∆𝑇,𝑇𝑖+1 = 

        =  𝑇𝑖 + 𝑉𝑇 ∙
𝑇𝑖𝐾𝑖

 𝑇𝑖𝐾𝑖  
∙ ∆𝑇,  

где ∆𝑇 – дискретный временной промежуток. 

 

 

 
 

Рис. 1. Метод параллельного преследования 
 

Радиус 𝑅𝑖  и центр окружности Аполлония 𝑄𝑖  

рассчитываются следующим образом: 

         𝑅𝑖 =
𝑉𝑇

2

𝑉𝑃
2 − 𝑉𝑇

2 ∙  𝑇𝑖 − 𝑃𝑖 ,𝑄𝑖 = 

        = 𝑇𝑖 +
𝑉𝑇

2

𝑉𝑃
2 − 𝑉𝑇

2 ∙  𝑇𝑖 − 𝑃𝑖 . 

Координаты точки 𝐾𝑖  являются решением 

системы уравнений относительно параметра 𝑡: 

  
 𝐾𝑖 − 𝑄𝑖 

2 = 𝑅𝑖
2

𝐾𝑖 = 𝑇𝑖 + 𝑉𝑇 ∙
𝑇𝑖+1−𝑇𝑖

 𝑇𝑖+1−𝑇𝑖 
∙ 𝑡

.  

 

1. Постановка задачи 

Целью данной статьи является разработка ма-

тематических моделей одновременного достиже-

ния группы преследователей группы целей на ос-

нове модифицированного метода параллельного 

сближения. 

Из описания метода параллельного сближе-

ния видно, что начальная скорость преследователя 

не может иметь произвольного направления. 

В данной статье хотим реализовать метод, 

близкий к методу параллельного сближения. На 

начальном этапе решения рассмотрим двух пре-

следователей 𝑃1, 𝑃2, скорости которых 𝑉1, 𝑉2 на-

правлены произвольно (рис. 2). Цель 𝑇 движется 

прямолинейно и равномерно.  

Радиус кривизны не может быть меньше оп-

ределенной величины. Поэтому мы формируем 

однопараметрические множества составных ли-
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ний, являющихся аналогом линии визирования 

 𝑃𝑖𝑇𝑖  (см. рис. 1). В данном случае это будут со-

ставные линии, соединяющие точки 𝑃1, 𝑃2 с точ-

кой 𝑇 (см. рис. 2), состоящие из сегмента дуги и 

прямолинейного отрезка.  

Если мы добавим еще одну цель и еще одного 

преследователя (рис. 3), то в этом случае эталоном 

выбирается преследователь, имеющий наибольшее 

время достижения своей цели при предваритель-

ном расчете. 

На рис. 3 видно, как преследователи 𝑃1, 𝑃2 

преследуют цель 𝑇1, а преследователь 𝑃3 пресле-

дует цель 𝑇2. Нами написана тестовая программа, 

где преследователи 𝑃2 и 𝑃3 изменяют радиус кри-

визны прогнозируемых траекторий, подстраиваясь 

под время достижения преследователем 𝑃1 цели 

𝑇1. 

 

2. Метод решения 

Для решения поставленной задачи мы долж-

ны смоделировать для каждого из преследователей 

составную кривую (рис. 4).  

Так как в нашей модели существуют ограни-

чения на кривизну траектории, то наш преследова-

тель 𝑃 в прогнозируемой траектории (см. рис. 4) 

пройдет по дуге 𝑃𝑃𝑡 , потом выйдет на прямоли-

нейный участок  𝑃𝑡𝑇  до цели 𝑇. 

Радиус кривизны 𝑟 окружности  𝐶, 𝑟  в нашей 

модели считается заданным и может изменяться 

только в сторону увеличения.  

Центр 𝐶 окружности  𝐶, 𝑟  удовлетворяет 

системе уравнений: 
 𝐶 − 𝑃 = 𝑟

𝑉 ∙  𝐶 − 𝑃 = 0
. 

В локальной системе координат  𝐻1 ,𝐻2  
с центром в точке 𝐶 уравнение дуги 𝑃𝑃𝑡  будет 

𝐿𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒  α 
∗ = 𝑟 ∙  

cos  
𝜋

2
− α 

𝑠𝑖𝑛  
𝜋

2
− α 

 , 

где α принимает значения от 0 

до  arccos(
 𝑃−𝐶 ∙ 𝑃𝑡−𝐶 

 𝑃−𝐶 ∙ 𝑃𝑡−𝐶 
).  

 
 

Рис. 2. Преследование одной цели двумя преследователями 
 

 

Рис. 3. Групповое преследование группы целей 



Инженерная геометрия и компьютерная графика 

 72 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Construction Engineering and Architecture. 
2021, vol. 21, no. 3, pp. 70–76 

Базисные векторы  𝐻1 ,𝐻2  равны: 

𝐻1 =
𝑉

 𝑉 
,𝐻2 =

𝑃 − 𝐶

 𝑃 − 𝐶 
. 

Перевод в мировую систему координат линии 

𝐿𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒  α  будет таким: 

𝐿𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒  𝛼 =  
𝐿𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒  𝛼 

∗ ∙ 𝐸1
∗

𝐿𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒  𝛼 
∗ ∙ 𝐸2

∗ + 𝐶,

𝐸1
∗ =  

𝐸1 ∙ 𝐻1

𝐸1 ∙ 𝐻2
 ,𝐸2

∗ =  
𝐸2 ∙ 𝐻1

𝐸2 ∙ 𝐻2
 ,

𝐸1 ,𝐸2 − базисные векторы МСК.

 

Уравнение для прямолинейного участка  𝑃𝑡𝑇  
представим в виде 

𝐿𝑙𝑖𝑛𝑒  ε =  1 − ε ∙ 𝑃𝑡 + ε ∙ 𝑇. 
Полученные сегменты линий 𝐿𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒  α  и 

𝐿𝑙𝑖𝑛𝑒  ε  необходимо объединить в одну составную 

линию и выполнить параметризацию от длины 

дуги. 

В тестовой программе, написанной по мате-

риалам статьи, мы получили объединенные масси-

вы координат  𝑋𝑖 ,𝑌𝑖 , 𝑖 ∈ 0. .𝑁 нашей составной 

кривой. Введем формальный параметр 𝜏, который 

непрерывно пробегает значения от 0 до 𝑁. После 

процедуры кубической сплайн-интерполяции по-

лучим непрерывные координатные функции 𝑋 𝜏  
и 𝑌 𝜏  от параметра 𝜏. 

Из уравнения для полного дифференциала 

длины дуги 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑋2 + 𝑑𝑌2 мы получим диффе-

ренциальное уравнение первого порядка для даль-

нейшей передачи во встроенные решатели задачи 

Коши: 

𝐷 𝜏, 𝑠 =
𝑑𝜏

𝑑𝑠
=

1

 𝑑𝑋
𝑑𝜏

2

+
𝑑𝑌
𝑑𝜏

2
, 𝜏 0 = 0.  

Таким образом, нами получены зависимости 

𝑋 𝑠  и 𝑌 𝑠  от параметра длины дуги. Если пара-

метр длины удовлетворяет соотношению 𝑠 = 𝑉 ∙ 𝑡, 
где 𝑡 – это реальное время, то мы получим зависи-

мости 𝑋 𝑡  и 𝑌 𝑡 , которые являются координат-

ными функциями базовой линии 𝑙 𝑡 .  
Составную линию, которая соединяет пресле-

дователя и цель, в момент начала преследования 

назовем базовой линией. 

Для того чтобы выделить линию, соответст-

вующую положению цели 𝑇 𝑡 , необходимо к ба-

зовому уравнению линии 𝑙 𝑡  прибавить вектор 

𝑇 𝑡 − 𝑇 0  (см. рис. 2). 

Пусть наш преследователь 𝑃 имеет модуль 

скорости 𝑉𝑃 . В нашей задаче в момент 𝑡𝑖  рассчита-

ны координаты точек преследователя 𝑃𝑖  и цели 𝑇𝑖 , 
а также рассчитано уравнение линии прогнози-

руемого движения 𝑙𝑖 𝑠 .  
В момент времени 𝑡𝑖+1 находим координаты 

цели 𝑇𝑖+1. Тогда линия параллельного сдвига 

𝑙𝑖+1 𝑠  вычисляется так: 

𝑙𝑖+1 𝑠 = 𝑙𝑖 𝑠 +  𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖 . 
Точка следующего шага преследователя 𝑃𝑖+1 

есть точка пересечения линии 𝑙𝑖+1 𝑠  и окружно-

сти радиуса 𝑉𝑃 ∙  𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖  с центром в точке 𝑃𝑖  
(рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5. Расчет следующего шага преследователя 
 

В тестовой программе рассчитываются снача-

ла ориентировочные промежутки времени дости-

жения преследователями своих целей, потом вы-

бирается наибольший в качестве эталонного. За-

тем в цикле делаются малые приращения радиуса 

допустимой кривизны базовых траекторий 𝛿𝑟 (см. 

рис. 2, 3) до тех пор, пока не произойдет выравни-

вание значений временных промежутков. 

По материалам статьи разработана тестовая 

программа [4], в которой два преследователя с 

первоначальными произвольными направлениями 

скоростей начинают преследовать цель, движу-

щуюся прямолинейно с постоянной скоростью. 

 
 

Рис. 4. Моделирование множества параллельных линий 
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На рис. 6 представлен первый кадр работы 

программы. Он дополнен ссылкой на анимирован-

ное изображение [5]. 

Отметим, что с текстом программы можно озна-

комиться на сайте автора [6]. В своей работе мы опи-

рались на результаты, полученные в работах [7–10]. 

Также были приняты во внимание работы [11–14]. 

Авторами была написана программа пресле-

дования группой из трех преследователей группы 

из двух целей. Достижение целей происходит од-

новременно. 

На рис. 7 представлен первый кадр аними-

рованного изображения [15] модели одновре-

менного достижения цели. На ресурсе [16] раз-

мещено анимированное изображение, где пока-

зан итерационный процесс преследования без 

прогнозируемых линий движения траекторий 

преследователей. 

 

https://www.youtube.com/watch?v=NNJDJOJT34I
https://www.youtube.com/watch?v=tdbgoNoby3A
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3. Научная новизна 

Изложенная в статье математическая модель 

задачи преследования предполагает, что траекто-

рии преследователей в определенный момент вре-

мени рассчитываются так, как будто цели движут-

ся прямолинейно и равномерно. Но ничего не ме-

шает нам сделать расчеты прогнозируемых траек-

торий для иных направлений движения целей, с 

иными скоростями.  

Основным в предлагаемой модели является 

наложение ограничений на кривизну траекторий 

преследователей, что характерно для объектов, не 

имеющих возможности изменять направление 

скорости мгновенно. 

 

Выводы 

Важным вопросом в представленной модели 

является распределение преследователей по целям. 

В тестовой программе распределение производи-

лось вручную. Хотелось бы иметь автоматизиро-

ванное распределение по целям, без участия опе-

ратора. Основным в разработанной модели являет-

ся расчет и модификация базовых линий для син-

хронизации с максимальным временем достиже-

ния одного из преследователей своей цели.  

Были разработаны алгоритмы достижения 

группы целей группой преследователей одновре-

менно. 

Если получится произвести моделирование 

процесса одновременного достижения целей, то 

мы сможем изменить модель, где достижение це-

лей будет происходить по таймеру.  

При создании и разработке алгоритмов были 

проанализированы и использованы при написании 

программ ресурсы [17–20]. 
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In this paper, a kinematic model of group pursuit for multiple targets using the method of pa-

rallel convergence is considered. The model is based on the fact that the pursuers try to adhere to 

pre-designed trajectories. The main difference of the proposed model is that the curvature of the tra-

jectories of the pursuers is imposed with restrictions, which is typical for objects not having the abil-

ity to change the direction of speed instantly. The initial directions of the pursuers' speeds are arbi-

trary, what introduces changes to the well-known method of parallel convergence. In the considered 

geometric model, the targets are reached by the pursuers simultaneously. This is due to the change 

in the lengths of the predicted trajectories in such a way as to synchronize the time to reach the tar-

get. The change in the lengths of the predicted trajectories occurs due to an increase in the radius of 

the curvature in the initial segment of the trajectory. A program, in which two pursuers with initial 

arbitrary directions of speeds begin to pursue a target moving in a straight line at a constant speed, 

and also a program, where a group of three pursuers pursuit a group of two targets, have been de-

veloped. The targets are reached simultaneously. An important issue in the presented model is the 

distribution of pursuers as per targets. In the test program, the distribution was done manually. 

Keywords: pursuit, target, pursuer, trajectory, reaching, synchronization. 
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