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Введение 

В предлагаемой модели расчета траекторий 

преследователей на плоскости предполагается, что 

в каждый момент времени 𝑡 от преследователя 𝑃 

до цели  𝑇строится прогнозируемая траектория, 

которой преследователь будет стараться придер-

живаться (рис. 1). 

Прогнозируемые траектории 𝑙1 𝑠  , 𝑙2 𝑠  , 
𝑙3 𝑠   состоят из сегмента дуги окружности и пря-

молинейного отрезка (см. рис. 1). Радиус окружно-

стей и есть ограничение по кривизне прогнози-

руемых траекторий движения преследователей. 

Если преследователь  находится в точке 𝑃𝑖  с век-

тором скорости 𝑉𝑖 , то центр окружности 𝐶𝑖  радиуса 

𝑟𝑖  будет находиться в точке 

𝐶𝑖 = 𝑃𝑖 ± 𝑟𝑖 ∙

 
−𝑉𝑖𝑦

𝑉𝑖 𝑥

 

 𝑉𝑖 
. 

Из точки положения цели 𝑇𝑖  строится каса-

тельная линия к окружности  𝐶𝑖 , 𝑟𝑖 . Касательная и 

дуга окружности являются прогнозируемой лини-

ей траектории движения преследователя 𝑙𝑖 𝑠 . 

В уравнениях прогнозируемых линий параметри-

зация производится от ее длины дуги.  

При перемещении цели 𝑇𝑖  линия 𝑙𝑖 𝑠  смеща-

ется, оставаясь параллельной самой себе (рис. 2). 
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Данная статья посвящена тому, как в задаче группового преследования добиться одно-

временного достижения преследователями своих целей. В модели преследования, рассматри-

ваемой в статье, преследователь стремится достигнуть цели, придерживаясь сети прогнози-

руемых траекторий. Прогнозируемая траектория движения выстраивается в каждый момент 

времени. Такая траектория является составной кривой, учитывающей ограничения по кри-

визне. Преследователи настигают свои цели за время, зависящее от модуля скорости пресле-

дователя и минимального радиуса кривизны траектории преследователя. В статье произво-

дится анализ скорости движения преследователей и ограничений по кривизне их траекторий 

на предмет одновременного достижения целей. При многофакторном анализе в задаче груп-

пового преследования множества целей применяются методы многомерной начертательной 

геометрии. Для этого на плоскости проекций «радиус кривизны – скорость» на эпюре Ради-

щева выводится семейство параллельных горизонтальных линий, соответствующее диапазо-

ну скоростей преследователя. Хотя по условиям задачи скорость преследователя является по-

стоянной, диапазон скоростей вводится для получения функции зависимости скорости от ра-

диуса кривизны. Затем на плоскости проекций (радиус кривизны, время достижения цели) 

строятся соответствующие образы семейства горизонтальных линий скоростей. Назначенное 

время достижения цели преследователем является одним из оптимизирующих факторов. 

В результате на плоскости проекций «радиус кривизны – время достижения цели» образуется 

множество точек пересечения с линиями скоростей с линией уровня назначенного времени 

достижения преследователем цели. Затем по линиям связи строим образы этих точек на 

плоскости проекций (радиус кривизны, скорость) с последующей полиномиальной регресси-

ей. В результате получаем функцию зависимости скорости от радиуса кривизны траектории 

преследователя, чтобы достигнуть цели за назначенное фиксированное время. Затем на плос-

кости проекций (радиус кривизны, скорость) строится линия уровня скорости как второго оп-

тимизирующего фактора. Полученная в результате пересечения линий точка и есть значения 

радиуса кривизны, скорости, чтобы достичь цели в назначенное время. Данный метод анали-

за скоростей в задачах группового преследования множества целей допускает получение ре-

зультата в автоматизированном режиме без участия оператора и может представлять интерес 

для разработчиков БПЛА, оснащенных элементами искусственного интеллекта. 
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Если i-й преследователь в момент времени 𝑡𝑗  

находится в точке 𝑃𝑖 𝑗
, имея при этом прогнозируе-

мую траекторию движения 𝑙𝑖 𝑗  𝑠 , соединяющую 

с положением цели 𝑇𝑖 𝑗
, то следующая точка траек-

тории преследователя будет точка 𝑃𝑖 𝑗 +1
 (рис. 3).  

Точка 𝑃𝑖 𝑗 +1
 есть точка пересечения линии 

𝑙𝑖 𝑗 +1
 𝑠  и окружности с центром в точке 𝑃𝑖 𝑗

 и ра-

диуса  𝑉𝑖 𝑗
 ∙ ∆𝑡, ∆𝑡 = 𝑡𝑗 +1 − 𝑡𝑗 . Цель находится 

в момент времени 𝑡𝑗 +1 в точке 𝑇𝑖 𝑗 +1
.   

В модели, рассматриваемой в статье, группа 

преследователей преследует группу целей. Каж-

дый преследователь 𝑃𝑖  стремится достичь своей 

цели 𝑇𝑖 . Некоторые преследователи могут иметь 

совпадающие цели, как показано на рис. 1 и 2.  

Преследователь 𝑃𝑖  достигает цели 𝑇𝑖  за 

время 𝑡𝑖 , двигаясь со скоростью 𝑉𝑖 . Для того чтобы 

цели были достигнуты одновременно, необходимо 

равенство всех значений 𝑡𝑖 .  
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Рис. 1. Одновременное преследование нескольких целей 

 

 
Рис. 2. Однопараметрические сети прогнозируемых траекторий  
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Для изменения длины прогнозируемой траек-

тории можно изменять радиус касательной окруж-

ности (см. рис. 1).  

В итерационном процессе происходит плав-

ный переход к методу параллельного сближения 

с соблюдением ограничений по кривизне 

(см. рис. 2).  

Целью статьи является описание метода, при 

котором преследователи достигают своих целей 

в назначенные значения времени из допустимых.  

В модели статьи использовался многофактор-

ный анализ, описанный в монографии В.Я. Волко-

ва и М.А. Чижик [1]. В работе опирались на теоре-

тические результаты основоположников теории 

игр Р. Айзекса, Л.С. Понтрягина и др. [2–5]. Тес-

товая программа одновременного достижения це-

лей доступна на ресурсе [6]. По результатам рабо-

ты программы изготовлены анимированные изо-

бражения [7–10, 15, 16]. Также учитывались ре-

зультаты работ [11–14].  

 

1. Метод 

По результатам исследований разработана 

тестовая программа, написанная в системе компь-

ютерной математики, одновременного достижения 

целей преследователями [6]. В этой программе 

реализован алгоритм, в котором использована ите-

рационная схема расчета траектории преследова-

теля (рис. 3). 

Считается, что существует зависимость для 

преследователя 𝑃, который достигает своей цели 𝑇 

за время 𝑡: 𝑡 = 𝐹 𝑃𝑠 , 𝑇𝑠 , 𝑛𝑃 , 𝑛𝑇 , 𝑉𝑃 , 𝑉𝑇 , 𝑅 . 𝑃𝑠 , 𝑇𝑠 – 

координаты точек положения преследователя и 

цели в момент начала процесса преследования, 

𝑛𝑃 , 𝑛𝑇  – единичные векторы направления движе-

ния преследователя и цели в момент начала про-

цесса преследования, 𝑉𝑃 , 𝑉𝑇  – модули скоростей 

равномерного движения преследователя и цели, 

𝑅 – радиус окружности (см. рис. 1, 3). В программе 

подсчитывается число шагов, за которые пресле-

дователи достигают цели.  

Так как цель движется прямолинейно и рав-

номерно, то зависимость времени достижения це-

ли в начавшемся итерационном процессе можно 

считать функцией от двух переменных: 𝑡 =

𝐹 𝑉𝑃 , 𝑅 , от модуля скорости преследователя и от 

радиуса кривизны окружности. 

В модели считается, что преследователь дви-

жется с постоянной скоростью 𝑉𝑃 , но возможно 

изменение значений модуля скорости и радиуса 

кривизны.  

При расчете с применением эпюра Радищева 

модуль скорости преследователя принимает дис-

кретные значения из ряда 𝑉𝑃𝑖
, 𝑖 ∈  1: 𝑁 , а радиус 

окружности из рис. 1, 3 принимает значения 

𝑅𝑗 , 𝑗 ∈  1: 𝑀 .  

В дальнейшем рассматривается эпюр Радище-

ва [1], где используются координатные плоскости 

 𝑅, 𝑉  и  𝑅, 𝑡  (рис. 4). 

Показаны графики временных зависимостей 

𝑡𝑖 ,𝑗 = 𝐹 𝑉𝑃𝑖
, 𝑅𝑗  (см. рис. 4).  

На плоскости проекций  𝑅, 𝑡  показаны гра-

фики зависимостей времени достижения цели пре-

следователем от радиуса окружности 𝑅 при фик-

сированном значении скорости 𝑉𝑃 . 

Одним из оптимизирующих факторов [1] на 

плоскости проекций  𝑅, 𝑡  выбирается равенство 

𝑡 = 𝑡0, где 𝑡0 – требуемое время достижения цели.   

На плоскости проекций  𝑅, 𝑉  оптимизирую-

щим фактором выбирается равенство 𝑉𝑃 = 𝑉𝑃0
, 

где 𝑉𝑃0
 – это постоянная скорость преследователя.  

В постановке задачи говорится о том, что мо-

дуль скорости преследователя является неизмен-

ным, ввод ряда значений скоростей необходим 

для расчета радиуса окружности 𝑅0 на плоскости 

проекций  𝑅, 𝑉 . 

По линиям связи на плоскости проекций 

 𝑅, 𝑉  находятся соответственные точки пересече-

ния с линиями уровня скоростей 𝑉𝑃𝑖
 (см. рис. 4).  

По полученным точкам в программе выпол-

няется полиномиальная регрессия со сплайн-

интерполяцией. В итоге получается функция зави-

симости скорости преследователя от радиуса ок-

ружности, при которой происходит достижение 

цели за время 𝑡0.  

После находится точка пересечения функции 

𝑉𝑃 = 𝑓 𝑅  c линией уровня 𝑉𝑃 = 𝑉𝑃0
 (см. рис. 4). 

Абсцисса точки пересечения 𝑅0 и есть искомый 

радиус окружности, от значения которого зависит 

 
Рис. 3. Шаг преследователя 
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время достижения цели 𝑇 преследователем P за 

время 𝑡0 со скоростью 𝑉𝑃0
. 

Если цель изменяет направление или модуль 

скорости движения, то для ее достижения рассчи-

тывается новый радиус окружности составной ба-

зовой линии. Назначается новое время достижения 

при прежней скорости преследователя. 

Минимальное время достижения цели при ее 

равномерном и прямолинейном движении проис-

ходит тогда, когда скорость п 

реследователя направлена в точку 𝐾 на ок-

ружности Аполлония [2–5] (рис. 5).  

Окружностью Аполлония называется геомет-

рическое место точек, отношение расстояний от ко-

торых до двух заданных точек – величина постоян-

ная:  𝑃𝐾 / 𝑇𝐾 =   𝑉𝑃 / 𝑉𝑇  (рис. 5). 

При рассмотрении преследования группы це-

лей группой преследователей в программе произ-

водится предварительный расчет траекторий дви-

жения преследователей при заданных начальных 

параметрах.  

Из рассчитанных предварительно значений 

времени достижения целей для расчета одновре-

менного достижения выбирается наибольшее 

время.  

Наибольшее значение времени выбирается 

критерием для расчета траекторий остальных пре-

следователей (см. рис. 2). Рис. 2 дополнен ссылкой 

на анимированное изображение одновременного 

достижения цели двумя преследователями. 

На рис. 6 показано, что для одного из пресле-

дователей было установлено более короткое время 

 
 

Рис. 5. Точка на окружности Аполлония 
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Рис. 4. Эпюр Радищева при определении радиуса кривизны касательной окружности 
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достижения цели. И он достигает своей цели 

раньше остальных двух преследователей.  

Рис. 6 дополнен ссылкой на анимированное 

изображение, где можно посмотреть достижение 

целей в различные назначенные значения вре-

мени. 

 

2. Результаты и обсуждения 

На рис. 7 приведены результаты многофак-

торного анализа в задаче одновременного дости-

жения цели двумя преследователями.  

Для каждого преследователя построен ряд до-

пустимых значений скорости. Ряд допустимых зна-

чений радиуса окружности варьируется при помощи 

дискретных значений переменной 𝑑𝑅 (см. рис. 7).  

На плоскости проекций  𝑑𝑅, 𝑡  строится од-

нопараметрическая сеть линий.  

Каждая линия соответствует определенному 

значению скорости из множества допустимых и 

выражает зависимость времени достижения цели 

от приращения радиуса окружности.  

На графике рис. 7 показана однопараметриче-

ская сеть линий значений скорости одного из пре-

следователей. Для второго преследователя в про-

грамме построена аналогичная сеть.  

Для преследователя выбирается первый оп-

тимизирующий фактор [1], отвечающий за одно-

временное достижение, 𝑡 = 𝑡0, где 𝑡0 – наибольшее 

из значений времени достижения цели.  

На плоскости проекций  𝑑𝑅, 𝑡  ищутся точки 

пересечения с линий уровня 𝑡 = 𝑡0 с образами ли-

ний уровня значений скоростей.  

Точки пересечения находятся при помощи 

встроенных процедур решения уравнений. В сис-

теме компьютерной математики MathCAD это мо-

жет быть процедура root или вычислительный 

блок Given – Find. Найденным точкам пересечения 

на плоскости проекций  𝑑𝑅, 𝑡  соответствуют зна-

чения 𝑑𝑅 и 𝑉 на плоскости проекций  𝑑𝑅, 𝑉 .  

К полученным точкам на плоскости проекций 

применяется встроенная процедура полиномиаль-

ной регрессии и сплайн-интерполяции.  

В результате находится характеристическая 

кривая зависимости скорости от радиуса окружно-

сти составной базовой линии, которые приведены 

на рис. 1. 

На рис. 7 на плоскости проекций  𝑑𝑅, 𝑉  изо-

бражена такая же характеристическая линия зави-

симости скорости и для другого преследователя. 

Далее применятся второй оптимизирующий фак-

тор 𝑉1 = 𝑉2 = 𝑉0. В программе объекты движутся 

с одинаковыми скоростями. 

Встроенными средствами компьютерной ма-

тематики ищутся точки пересечения с линией 

уровня 𝑉 = 𝑉0. Этим точкам соответствуют значе-

ния 𝑑𝑅1 и 𝑑𝑅2.  

При начальных данных итерационного про-

цесса со значением времени достижения цели 𝑡0, 

 
 

Рис. 6. Достижение целей в назначенные значения времени 
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с заданными модулями скоростей движения 𝑉0, 

с найденными значениями приращений 𝑑𝑅1 и 𝑑𝑅2 

к начальному радиусу окружности достигнуто 

одновременное достижение цели двумя преследо-

вателями (см. рис. 2).  

В статье предложен метод достижения груп-

пой преследователей множества целей, в котором 

могут назначаться различные допустимые значе-

ния времени достижения. Одновременное дости-

жение целей рассматривается как частный резуль-

тат описанного метода.  

Данный метод является развитием метода па-

раллельного сближения при начальных произ-

вольных направлениях движения преследователя и 

цели. 

При реализации метода в пространстве следу-

ет добиться того, чтобы векторы преследователя и 

цели находились в одной плоскости.  

Если задача преследования происходит в 

трехмерном пространстве и мы хотим свести ее к 

методу параллельного сближения, но скорость 

преследователя направлена произвольно, то про-

гнозируемую траекторию движения преследова-

теля следует строить в плоскости, образованной 

линией визирования и скоростью преследователя. 

Следующим шагом преследователя будет 

точка пресечения сферы с радиусом, соответст-

вующим промежутку времени, и базовой линии, 

параллельно перенесенной так, чтобы один ее ко-

нец совмещался с точкой положения цели. 

Окружность Аполлония будет находиться в 

плоскости, образованной линией визирования и 

скоростью цели.  

Параметры окружности Аполлония, такие как 

центр окружности (т. 𝑄), радиус окружности 𝑟, 

точка Аполлония (т. 𝐴), точка 𝐾, определяются 

вектором скорости цели, модулем скорости пре-

следователя, положениями преследователя и цели. 

Имеется аналитическое решение этой задачи в 

плоской системе координат (см. рис. 5).  

Центр координат находится в точке положе-

ния цели, вектор абсцисс будет единичным векто-

 
Рис. 7. Результаты проведенного анализа скоростей и ограничений по кривизне 

траекторий движения 
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ром вдоль линии, соединяющей точку положения 

преследователя  𝑃 с точкой 𝐾 (см. рис. 5). 

 

Выводы  

Результаты исследований, проведенные в 

рамках данной статьи, могут быть востребованы 

разработчиками беспилотных летательных аппара-

тов, которые выполняют групповые согласован-

ные задачи в условиях автономного управления.  
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This article is devoted to the topic of how, in the problem of group pursuit, to reach simultane-

ous achievement of targets by pursuers. In the pursuit model considered in the article, the pursuer 

strives to achieve the goal by adhering to a network of predicted trajectories. The predicted trajecto-

ry of movement is formed at each moment of time. This trajectory is a compound curve, taking into 

account curvature constraints. The pursuers reach their targets over a period of time, depending on 

the pursuer's velocity modulus and the minimum radius of curvature of the pursuer's trajectory. 

The article analyzes the velocity of movement of pursuers and the curvature constraints of their tra-

jectories for the simultaneous achievement of targets. In multivariate analysis in the problem of 

group pursuit of a set of targets, the methods of multidimensional descriptive geometry are used. On 

the radius of curvature – velocity projection plane in the Radishchev drawing, a family of parallel 

horizontal lines, corresponding to the pursuer's velocity range, is displayed. Although according to 

the data of the problem, the velocity of the pursuer is constant, the range of velocity is introduced to 

obtain the function of the dependence of the velocity on the radius of curvature. Next, on the projec-

tion plane (radius of curvature, time to reach the target), the corresponding images of the family of 

horizontal velocity lines are constructed. The appointed time for achieving the target by the pursuer 

is one of the optimizing factors. So, on the radius of curvature - time to reach the target projection 

plane, a set of intersection points with the velocity lines with the level line of the designated time of 

reaching the target by the pursuer is formed. Next, along the lines of communication, the images of 

these points on the projection plane (radius of curvature, velocity) with subsequent polynomial re-

gression are formed. As a result, the function of the dependence of the velocity on the radius of cur-

vature of the pursuer trajectory in order to reach the target in a specified fixed time is obtained. 

Next, on the projection plane (radius of curvature, velocity), a line of the velocity level as the 

second optimizing factor is built. The point obtained as a result of the intersection of the lines is the 

value of the radius of curvature and the velocity to reach the target at the appointed time. The pro-

posed method of analyzing velocities in problems of group pursuit of a set of targets allows to ob-

tain the result in an automated mode without an operator and may be of interest to developers of 

UAVs equipped with elements of artificial intelligence. 

Keywords: multidimensional geometry, descriptive geometry, Radishchev drawing, radius 

of curvature. 
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