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Введение 

Решение проблемы обеспечения долговре-

менной устойчивости уступов откосов и бортов 

карьеров имеет особую актуальность в горном 

деле и в строительстве, так как от их параметров 

зависит безопасность разработки месторождений 

полезных ископаемых [1] и строительства различ-

ных зданий и сооружений в приоткосных зонах. 

В работах [2–4] приводятся результаты иссле-

дований и расчѐтов устойчивости однородных и 

двухслойных уступов откосов грунтовых выемок с 

использованием задач теории упругости. Однако в 

реальных условиях при коэффициентах устойчи-

вости, близких к единице (т. е. в наиболее инте-

ресных для практики случаях), в приоткосной зоне 

имеются как упругие, так и пластические области.  

Точное решение упругопластической задачи 

представляет значительные математические труд-

ности, не оправданные точностью полученных ре-

зультатов. Используемые в расчѐтах значения фи-

зико-механических характеристик грунтов опреде-

ляются довольно приблизительно. Параметры грун-

тов практически всегда являются величинами не-

точными из-за случайных ошибок, которые связаны 

с естественной природой самого объекта и ошибка-

ми (погрешностями), возникающими при отборе 

образцов грунта для проведения опытов. Кроме 

того, неточности могут быть обусловлены неопре-

деленностями, связанными с технологией опреде-

ления параметров (погрешности аналитических 

устройств и неточная их калибровка) [4]. Поэтому 

целесообразно упругопластическую задачу решать 

приближенно. К тому же в практике проектирова-

ния укоренилось некритичное отношение к выбору 

расчетных моделей и реализующих их программ [5, 

6]. Возможность использования приближенного 

аналитического решения смешанной задачи теории 

упругости и теории пластичности грунта для пред-

варительной оценки несущей способности пластов 

грунта была также подтверждена в работе [7]. 

В работе [8] исследуется устойчивость одно-

родных уступов откосов при упруго-пластическом 

распределении напряжений в приоткосной зоне. 

При этом сделаны два допущения: 1) наиболее 
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вероятная поверхность скольжения, построенная 

по методике [9], с появлением пластической об-

ласти не изменяет своѐ положение значительно; 2) 

вертикальные составляющие напряжений с пере-

ходом массива откоса в предельное состояние 

также практически не изменяются и определяются 

упругим решением. Эти допущения обоснованы 

результатами экспериментальных исследований на 

моделях из эквивалентных материалов. Получены 

формулы для определения напряжений в пласти-

ческой и упругой областях, разработана методика 

определения границы между этими областями. 

В частности, получены выражения для вычис-

ления горизонтальных и касательных безразмерных 

напряжений (в долях γH, где γ – объѐмный вес 

грунта, H – высота откоса) в пластической области: 
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ных напряжений; sin cos2( (45 0,5 ))m     
; 
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где C – удельное сцепление; φ – угол внутреннего 

трения. 

 

Методика проведения исследований 

При решении упругопластических задач для 

слоистых откосов возможны три случая: 1) наибо-

лее вероятная поверхность разрушения пересекает 

слои; 2) полностью совпадает с контактной зоной 

слоѐв; 3) частично совпадает с контактными зона-

ми слоѐв.  

В первом случае решение упруго-

пластической задачи реализуется подобно реше-

нию, выполненному для однородных откосов. Раз-

ница состоит в том, что при построении наиболее 

вероятных поверхностей скольжения напряжения 

определяются решением задач теории упругости 

для слоистых откосов, и, так как слои имеют раз-

ные физико-механические характеристики, пара-

метр устойчивости является функцией координат 

точек приоткосной зоны. Очевидно, что в таком 

случае (аналогично как и для однородных откосов) 

величина коэффициента устойчивости, вычислен-

ная из решения упругой и упругопластической 

задачи, практически одинакова.  

Если поверхность разрушения полностью про-

ходит по контакту слоѐв, то в каждой еѐ точке из-

вестно положение площадки разрушения. Поэтому 

при решении задачи в этом случае остаѐтся одно 

допущение, состоящее в том, что с появлением в 

приоткосной зоне пластической области вертикаль-

ная составляющая напряжений почти не изменяется 

и определяется решением соответствующих задач 

теории упругости для слоистых откосов. 

При частичном совпадении поверхности раз-

рушения с контактом слоѐв решение упругопла-

стической задачи представляет, очевидно, комби-

нацию решений, рассмотренных в первых двух 

случаях. 

Решение последней задачи дало результаты, 

качественно совпадающие с аналогичными резуль-

татами, полученными для однородных откосов. 

Установлено, что значительное влияние на 

устойчивость откосов оказывает величина коэф-

фициента бокового давления грунта (как для одно-

ступенчатых [10–12], так и многоступенчатых [9]).  

На рис. 1 представлена расчѐтная схема грун-

товой выемки с углом откоса β = 35° и уступами, 

каждый из которых имеет угол заложения α = 60°. 
Принято полагать [13, 14], что накладываемые 

на расчетную конечно-элементную схему гранич-
ные условия практически не влияют на распреде-
ление напряжений при удалѐнности границ рас-
четной области от ее исследуемой части не менее 
чем на 6 максимальных размеров этой области. 

 
 

Рис. 1. Схема к расчѐту устойчивости уступов двухступенчатого борта при β = 35°; α = 60° 
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Таким образом, горизонтальный размер модели 

принят равным 
1

12
tg

H
 

 
 

, а вертикальный – 7H 

(Н – высота откоса). Грунтовый массив, вмещаю-
щий откос с уступами, сложен слоями пород, «па-
дающими» в сторону выемки. Принято, что наибо-
лее вероятная поверхность разрушения полностью 
совпадает с контактом слоѐв, а угол наклона кон-
тактной поверхности в каждом рассматриваемом 
случае равен углу наклона откоса.  

На представленной схеме контакт слоѐв про-
ходит через точки 108–134 и 287–383, то есть по-
перечное сечение верхнего слоя – треугольник, 
нижнего – вся остальная область. 

Пусть E1 и ξ01 – соответственно модуль упру-
гости и коэффициент бокового давления грунта 
верхнего слоя, а E2 и ξ02 – нижнего. Примем сле-
дующие значения указанных характеристик: E1: E2 
= 0,1; ξ01 = 0,75; ξ02 = 0,3 [15, 16].  

Для анализа напряжѐнно-деформированного 
состояния приоткосной зоны с учѐтом областей 
пластических деформаций в рассматриваемом 
грунтовом массиве и определения коэффициента 
устойчивости двухслойного уступа применѐн 
метод конечных элементов (МКЭ), формализо-
ванный в компьютерной программе [17]. Вопрос 
сходимости решѐн посредством сравнения ре-
зультатов, полученных посредством МКЭ для 
расчѐтной схемы однородного грунтового масси-
ва, с соответствующими результатами, получен-
ными по методике, основанной на точном реше-
нии задач теории упругости для весомой изо-
тропной полуплоскости с трапециевидными вы-
резами по еѐ границе [2, 18], аналогично тому, 
как это сделано в работах [3, 8]. Кроме того, про-
верка адекватности выбора размеров расчетной 
модели проводилась при помощи сопоставления 
численных значений напряжений в различных ее 
точках, вычисленных при помощи метода конеч-
ных элементов [19], с численными значениями 

соответствующих напряжений, вычисленных на 
основе использования методов теории функций 
комплексного переменного [18, 20]. 

 

Анализ результатов 
На рис. 2 приведены эпюры распределения 

безразмерных напряжений вдоль контакта слоѐв, 
полученные из решения задач теории упругости  
(сплошные линии). Величина коэффициента ус-
тойчивости для принятых характеристик грунтов: 

5,53 1,1.
tg

K
  


                 (3) 

Значение угла внутреннего трения принимаем 
φ = 13°. Полагая в формуле (3) K = 1, можно опре-
делить значение параметра устойчивости λ = 
0,587, при котором откос находится в предельном 
состоянии. 

На рис. 3 указаны эпюры удерживающих и 
сдвигающих сил, построенные по напряжениям, 
определѐнным из упругого решения при φ = 13° и 
λ = 0,587 (кривые CD и BE), действующих вдоль 
контакта слоѐв. Наименьшее значение коэффици-
ента устойчивости соответствует точке 360. При-
равнивая в этой точке удерживающие и сдвигаю-
щие силы при φ = 13°, получим λ = 1,31. Опреде-
лѐнные два значения параметра λ позволяют вы-
числить по формуле (2) высоту борта карьера Hпр, 
при которой нижний уступ (hпр. = 0,5Hпр.) находит-
ся в предельном состоянии (hпр = 8,76Сγ

–1
; К = 1) и 

hуп = 3,93Сγ
–1

, при которой в приоткосной зоне нет 
областей пластических деформаций (при λ = 1,31; 
К = 1,9). Таким образом, при высоте нижнего ус-

тупа пр( 1,9)h h K   в приоткосной зоне не может 

возникнуть областей пластических деформаций, а 
значит, справедливо упругое решение [2]. 

При уп пр(1 1,9)h h h K     в приоткосной зоне 

имеется область пластических деформаций и сле-
дует при определении устойчивости использовать 
решение упругопластической задачи [8]. 

 
 

Рис. 2. Эпюры удерживающих и сдвигающих сил 
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Рассмотрим предельное состояние уступа (φ = 
13°, λ = 0,587). Напряжения в точках поверхности 
разрушения определяются посредством формул (1). 

Сравнение величин напряжений показывает, 
что с появлением пластической области и перехо-
дом откоса в предельное состояние горизонталь-
ные и касательные составляющие напряжений 
значительно перераспределяются. Касательные 
составляющие напряжений убывают практически 
вдоль всего контакта, горизонтальные составляю-
щие в приоткосной области выше, чем полученные 
из упругого решения, но по мере удаления от этой 
зоны в массиве они становятся близки к ним. С 
приближением к дневной поверхности горизон-
тальные составляющие резко уменьшаются.  

При использовании значений полученных на-
пряжений построены эпюры безразмерных удер-
живающих и сдвигающих сил, указанные на рис. 
3, из которого заметно, что удерживающие силы, 
определѐнные решением смешанной задачи (кри-
вая MN), практически совпадают с удерживающи-
ми силами, определѐнными упругим решением 
(кривая CD). Картина распределения сдвигающих 
сил при различных решениях выглядит по-
разному, однако сумма этих сил, действующих 
вдоль всей поверхности разрушения, одинакова 
(отличие величин составляет 4 %). Значит, упругое 
и упругопластическое решение при переходе грун-
тового массива в предельное состояние дают оди-
наковые значения сумм удерживающих и сдви-
гающих сил, а следовательно, и величин коэффи-
циентов устойчивости откоса. 

Исследования, проведѐнные для слоистых от-
косов с другими физико-механическими характе-
ристиками грунта, дали аналогичные результаты. 

 

Выводы 
Таким образом, в заключение можно отме-

тить, что с появлением в приоткосных зонах ус-
тупов областей пластических деформаций проис-
ходит перераспределение горизонтальных и каса-

тельных составляющих напряжений, а также дей-
ствующих вдоль поверхности разрушения сдви-
гающих сил. Вертикальные составляющие напря-
жений и удерживающие силы, практически не 
изменяясь, определяются упругим решением [2, 
3]. При этом сдвигающие силы перераспределя-
ются так, что в сумме остаются примерно такими 
же, как и полученные при помощи упругого ре-
шения, поэтому величины К, определяемые как 
отношение суммы удерживающих к сумме сдви-
гающих сил, при использовании решений упру-
гопластической и упругой задач практически 
одинаковы. 
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In this paper, the results of research work on the stability of two-layer ledges of the slopes of 
excavations with elastic-plastic stress distribution are presented. The problem of determining the 
stability of the two-layer ledge is extremely useful in practical engineering activities. In particular, 

the situations when soil poured onto the surface of the slope has compacted since it has been laying 
on the slope for a long time may appear. The accuracy of solving the problem of the stability of the 
slope ledges in view of the impossibility of absolutely accurately determining the physical and me-
chanical characteristics of the soils making up the slope seems to be rather relative. On the other 
hand, the exact solutions of this problem in the elastic-plastic formulation are extremely cumber-
some from the point of view of applying mathematical apparatus. Therefore, the authors have consi-
dered it necessary to compare the results of elastic and elastic-plastic solutions of the problem of the 
stability of slope ledges. For this purpose, the numerical values of stresses at various points of the 
selected design model have been determined, using the finite element method, as well as using the 
methods of the theory of functions of a complex variable. As a result, it has been calculated that 
even if there is a two-layer ledge of a slope of plastic regions in the soil massif, the stability coeffi-
cient determined when solving elastic and elastic-plastic problems is practically the same. 

Keywords: elastic and elastic-plastic problems; vertical, horizontal and tangential stress com-
ponents; two-layer ledge, stability parameter; fracture surface; retaining and shearing forces; 
modulus of elasticity; lateral pressure coefficient; stability coefficient. 
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