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Введение 

Кинематический метод моделирования гео-

метрических объектов имеет большое значение в 

различных областях машиностроения, строитель-

ства и архитектуры. Он используется для решения 

широкого круга инженерных задач. Например, для 

математического профилирования червячного ин-

струмента [1], моделирования поверхностей эле-

ментов червячной передачи [2], моделирования 

поверхностей при обработке концевой фрезой [3], 

конструирования архитектурных покрытий [4], 

параметрического описания поверхности фигуры 

человека [5] и т. д. А необходимость его аналити-

ческой и компьютерной реализации для нужд про-

изводства явилось катализатором проведения мно-

гих исследований в области инженерной геомет-

рии и компьютерной графики, направленных на 

решение этой научной проблемы и разработки 

различных способов еѐ решения. Среди этих ис-

следований можно выделить две категории работ: 

работы, направленные на разработку и усовершен-

ствование графического и математического аппа-

рата кинематического моделирования геометриче-

ских объектов [6–11], и работы, направленные на 

использование существующих систем автоматизи-

рованного проектирования и компьютерной гра-

фики для решения инженерных задач проектиро-

вания и в учебном процессе [12–14]. 

Аналогом кинематической операции в точеч-

ном исчислении [15, 16] является метод подвижно-

го симплекса, который представляет собой обоб-

щение кинематического метода на многомерное 

пространство за счѐт параметризации геометриче-

ских объектов в точечном исчислении. Благодаря 

этому обобщению он получил значительное разви-

тие не только как инструмент формообразования 

различных поверхностей технических и архитек-

турных форм, но и как один из базовых методов 

геометрической теории многомерной интерполя-

ции и аппроксимации [17–19] для моделирования 

многофакторных процессов и явлений. Также ме-

тод подвижного симплекса является основой для 

реализации кинематической операции твердотель-

ного геометрического моделирования по аналогии 

с [20]. В отличие от существующих подходов к 

твердотельному моделированию, которые сводятся 

к определению полой оболочки, в работах [21, 22] 

предложен и показан на примерах метод модели-

рования геометрических тел в виде трѐхпараметри-

ческого множества точек, принадлежащих 
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та моделирования геометрических тел в точечном исчислении и посвящена описанию ки-

нематической операции, реализованной с помощью метода подвижного симплекса. Прин-

ципы моделирования геометрических тел в точечном исчислении основаны на концепции 

их представления в виде трѐхпараметрического множества точек, принадлежащих трѐх-

мерному пространству. Тогда задача моделирования будет состоять из двух частей: опре-

деление направляющей траектории движения плоского симплекса в пространстве и опре-

деление образующей замкнутой области в плоскости подвижного симплекса. Вместо замк-

нутой области можно использовать две кривые, ограничивающие некоторую область, или 

направляющую кривую, которая имеет стенку постоянной толщины. В качестве примера 

приведено описание процесса моделирования геометрических тел с плоскостью паралле-

лизма, включая вычислительный алгоритм его формирования в виде последовательности 

параметрических уравнений. В результате получены геометрические и компьютерные мо-

дели тел с образующей в виде окружности заданного радиуса и с образующей в виде замк-

нутой кривой типа «синусоида». Приведенные в статье приѐмы параметризации геометри-

ческих объектов и их аналитического описания в точечном исчислении могут найти широ-

кое применение как эффективные инструменты современных систем твердотельного моде-

лирования и автоматизированного проектирования. Также предложена идея определения 

эквидистантных кривых с помощью точечной формулы параллельного переноса, расши-

ряющая возможности существующих инструментов геометрического моделирования. 
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трѐхмерному пространству. При этом получены точечные и параметрические уравнения геометрических 

тел, заполненных точками. Для дальнейшего развития предложенного подхода к твердотельному геомет-

рическому моделированию необходимо разработать основные инструменты определения геометрических 

тел в точечном исчислении, одним из которых является кинематическая операция, реализованная с помо-

щью метода подвижного симплекса. 

 

Метод 

Концепция метода подвижного симплекса заключается в том, что геометрический объект определяет-

ся в пространстве симплекса, который сам движется в пространстве. Такое движение может носить слож-

ный характер, когда система, в которой определяется подвижный симплекс, также подвижна. В зависимо-

сти от количества точек симплекса, имеющих свободную траекторию движения, выделяют различные его 

виды. Например, частным случаем реализации метода подвижного симплекса является операция вращения. 

Вращение может происходить вокруг оси, когда фиксируются две точки из трѐх точек подвижного сим-

плекса, и вокруг точки, когда фиксируется одна точка из трѐх. Подобное вращение свойственно плоскому 

симплексу. Вместе с тем, обобщая на многомерное пространство можно получить вращение симплекса 

трѐхмерного пространства вокруг плоскости и т. д. 

Рассмотрим одно из возможных приложений метода подвижного симплекса для определения геомет-

рических тел в точечном исчислении. Пусть в декартовом симплексе 1 2 3OE E E  (рис. 1) заданы три линии: 

           
           
           

1 1 2 1 3 1

1 2 2 2 3 2

1 3 2 3 3 3

,

,

,

P E O p u E O q u E O r u O

Q E O p u E O q u E O r u O

R E O p u E O q u E O r u O

      

      

      

 

где  ip u ,  iq u ,  ir u  – любые непрерывные и дифференцируемые функции от параметра  0;1u . 

 

Рис. 1. Геометрическая схема для описания 
 кинематической операции твердотельного моделирования 

в точечном исчислении 

 

Текущие точки P, Q и R формируют плоский симплекс, который движется за счѐт их перемещения в 

пространстве. Движение подвижного симплекса PQR по направляющим линиям согласовано с помощью 

одинакового параметра u. 

Зададим в симплексе PQR замкнутую область, заполненную точками, как показано на рис. 1. Заполне-

ние этой области точками обеспечивается за счѐт двойного движения. Во-первых, текущая точка M своим 

движением заполняет симплекс одномерного пространства – отрезок KN:  M N K w K   , где  0;1w .  

Во-вторых, симплекс KN  также является подвижным в пределах плоского симплекса PQR . Его движение 

может носить разный характер. Например, это может быть вращение отрезка KN  вокруг точки K , кото-

рый определяется с помощью параметра  0;2v  : 

  
 

 
sin sin

,
sin sin

r v r v
N P K Q K K

PK QK

 
    

 
                                                  (1) 

где r KN  – радиус окружности; 
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     
2 2 2

P K P K P KPK x x y y z z      ; 

     
2 2 2

Q K Q K Q KQK x x y y z z      ; 

PKQ   (см. рис. 1). 

Угол   определяется через координаты точек. Например, через метрический оператор трѐх точек: 

        
cos .

K
P K Q K P K Q K P K Q KPQ

x x x x y y y y z z z z

PK QK PK QK

       
    

Таким образом, формируется твердотельный геометрический объект, который определяется тремя па-

раметрами: u , v  и w . 

На рис. 1 показан общий случай, при котором движение симплекса PQR  определяется тремя произ-

вольными линиями, но в качестве частных случаев можно рассмотреть использование точечной формулы 

параллельного переноса для построения тел с плоскостью параллелизма. В качестве такой плоскости мо-

жет выступать и плоскость сечения. Также, используя метрический оператор трѐх точек и операцию опре-

деления точки выхода из плоскости, которые являются аналогами скалярного и векторного произведения 

векторов в точечном исчислении, можно определять траектории движения, перпендикулярные сечению. 

Заполнение точками пространства в симплексе PQR  можно осуществлять и другими способами 

(рис. 2). Форма замкнутого контура может носить произвольный характер. Это может быть непрерывная 

или составная кривая, как показано на рис. 1, а может быть некоторая ломаная (рис. 2а) или их комбина-

ция. В любом случае форма замкнутого контура определяет движение отрезка KN  в симплексе PQR . 

 

   

а) б) в) 
 

Рис. 2. Геометрическая схема заполнения плоскости подвижного симплекса точками:  
а) замкнутый контур;б) контур произвольной формы, образованный двумя линиями; 

в) линия произвольной формы со стенкой постоянной толщины 

 

Также возможно построение твердотельной модели и при отсутствии замкнутого контура. В этом слу-

чае тело может определяться произвольным движением точек K  и N  (рис. 2б), определяющих своим 

движением две линии – границы тела, формирующие незакономерную стенку. Эту стенку можно задавать 

постоянной толщины 1 2K K    (рис. 2в). Тогда достаточно одной направляющей линии для еѐ определе-

ния из условия, что эта линия будет проходить, например, посередине стенки: 

    2 1 1 1 12 .M K K w K w N K K                                                             (2) 

Решение задачи формирования линии произвольной формы со стенкой постоянной толщины сводится 

к решению другой задачи – построение эквидистанты кривой [23, 24] и будет более подробно рассмотрено 

ниже. 

Обратим внимание, что контур произвольной формы можно также задать одной линией, по аналогии 

с рис. 2в, и функцией изменения длины отрезка  v   , заполняющего пространство внутри тела точка-

ми. 

 

Результаты и обсуждения 

Рассмотрим в качестве примера моделирование геометрического тела с плоскостью параллелизма ABC  

(рис. 3). 
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Рис. 3. Геометрическая схема определения подвижного симплекса PQR
 

 
Пусть в симплексе ABCD  (см. рис. 3) задана линия текущей точкой P . Она может быть как плоской, 

так и пространственной. В качестве примера рассмотрим пространственную кривую, которая определяется 

трансцендентным точечным уравнением: 

       3 3 3 2sin ,P A D u B D u C D u u D         

где 1u u   – дополнение параметра  0;1u  до 1. 

Обратим внимание, что для определения локального симплекса ABCD  в глобальном декартовом 

1 2 3OE E E  достаточно ввести соответствующие координаты точек симплекса. Таким образом, в глобальном 

декартовом симплексе будут переопределены все геометрические объекты в симплексе ABCD .  

Выполнив покоординатный расчѐт, получим систему однотипных параметрических уравнений: 

       
       
       

3 3 3 2

3 3 3 2

3 3 3 2

sin

sin .

sin

P A D B D C D D

P A D B D C D D

P A D B D C D D

x x x u x x u x x u u x

y y y u y y u y y u u y

z z z u z z u z z u u z

        



       


       

 

Точки Q  и R  подвижного PQR симплекса PQR  определим с помощью точечной формулы парал-

лельного переноса: 

,    .
Q P B A R P C A

Q P B A R P C A

R P C AQ P B A

x x x x x x x x

Q P B A y y y y R P C A y y y y

z z z zz z z z

      
 

              
       

 

Таким образом, симплекс PQR  будет двигаться параллельно исходной плоскости ABC , как бы со-

провождая текущую точку P . При этом точки Q  и R  опишут одинаковые кривые по отношению к кривой 

P , которые будут находиться от неѐ на расстоянии соответственно AB  и AC . Если угол при вершине A  

будет прямым, то получим эквидистантные кривые. Также подобным образом можно использовать точеч-

ную формулу параллельного переноса для реализации операции копирования геометрических объектов в 

системах твердотельного моделирования и автоматизированного проектирования. 

Определим в симплексе  образующую область геометрического тела (рис. 4), ограниченную двумя ок-

ружностями.  
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Рис. 4. Геометрическая схема определения образующей области 

в подвижном симплексе PQR
 

 
В качестве примера разместим центр концентрических окружностей K  на середине медианы тре-

угольника PQR , проведенной из вершины R : 

2

4
22

.
4 4

2

4

P Q R
K

P Q R
K

P Q R
K

x x x
x

y y yP Q R
K y

z z z
z

 



   

  


 





 

Текущую точку N  определим с помощью точечного уравнения (1). Представим его в параметриче-

ском виде: 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

sin sin

sin sin

sin sin
.

sin sin

sin sin

sin sin

N P K Q K K

N P K Q K K

N P K Q K K

r v r v
x x x x x x

PK QK

r v r v
y y y y y y

PK QK

r v r v
z z z z z z

PK QK

  
    

 
  

    
 

  
    

 

 

Пусть толщина стенки 1 2K K   , тогда получим: 

 11 1
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С учѐтом точечного уравнения (2) получим: 
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Таким образом, определив все подвижные точки в симплексе ABCD , получен вычислительный алго-

ритм моделирования геометрического тела толщиной  , визуализация которого представлена на рис. 5. 
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Рис. 5. Визуализация геометрического тела с образующей в виде окружности 

 

Подобным образом можно моделировать каналовые поверхности, если совместить плоскость паралле-

лизма с одной из плоскостей проекций в декартовом симплексе 1 2 3OE E E . 

В качестве другого примера представим геометрическое тело с образующей в виде замкнутой кривой 

типа «синусоида» [25], полученной по аналогии с синусоидой, осью которой является не прямая, а окруж-

ность (рис. 6): 
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m  – количество волн замкнутой кривой типа «синусоида». 

 

 
 

Рис. 6. Визуализация геометрического тела 
с образующей в виде замкнутой кривой типа «синусоида» 

 

Выводы 

Описанный в статье метод подвижного симплекса является не только базовым инструментом кинема-

тической операции твердотельного моделирования, но также может быть эффективно использован для ре-

шения широчайшего круга задач геометрического моделирования линий, поверхностей, тел и гиперпо-

верхностей многомерного пространства. Приведенный пример демонстрирует не только реализацию мето-

да подвижного симплекса, но и показывает, как можно использовать точечную формулу параллельного 

переноса для моделирования поверхностей и тел с плоскостью параллелизма. 

Одной из дальнейших перспектив приведенных исследований является определение эквидистантных 

кривых с помощью точечной формулы параллельного переноса. Важной особенностью является то, что 

полученные подобным образом эквидистантные кривые могут в дальнейшем использоваться в качестве 

базовых для построения следующего поколения эквидистантных кривых, в отличие от способа, описанного 

в работе [20] 
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This article continues the series of works by the authors on the development of a mathematical 

apparatus for modeling geometric solids in the point calculus. It is devoted to the description 

of a kinematic operation obtained by means of the movable simplex method. The principles of mod-

eling geometric solids in the point calculus are based on the concept of their representation 

as a three-parameter set of points belonging to the three-dimensional space. The modeling task con-

sists of two parts: determination of the guiding trajectory of a plane simplex in space; and the de-

termination of the closed area formations in the plane of the moving simplex. Instead of a closed 

area, two curves bounding a certain area or a guiding curve with a wall of constant thickness can be 

used. As an example, we describe the process of modeling geometric solids with a parallelism plane, 

including a computational algorithm for its formation in the form of a sequence of parametric equa-

tions. As a result, geometric and computer models of solids with a generatrix in the form of a circle 

of a given radius, and with a generatrix in the form of a closed curve of the “sine wave” type were 

obtained. The methods of parametrization of geometrical objects and their analytical description in 

the point calculus, presented in the article, can find wide application as effective tools of modern 

systems for solid modeling and computer aided design. The idea of determining equidistant curves 

by means of the point formula of parallel transfer, to extend the capabilities of existing geometric 

modeling tools, is also proposed. 

Keywords: kinematic operation, geometric solid, point calculus, moving simplex method, pa-

rallel transfer, equidistant, closed curve. 
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