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Аннотация. Кривые Безье являются обязательной составляющей геометрического ядра современных сис-
тем автоматизированного проектирования (CAD – Computer-Aided Design). В статье предлагается математиче-
ский подход, позволяющий выполнить аппроксимацию сопряжения (соединения) кривых Безье произвольной 
степени таким образом, чтобы в точке сопряжения выполнялись условия гладкости (непрерывности) до поряд-
ка, равного степени заданных Безье кривых. Данный подход позволяет представить сопряженные кривые одной 
кривой Безье со степенью, равной степеням заданных кривых. На сопряженные кривые и аппроксимирующую 
кривую могут быть наложены дополнительные ограничения в виде полного совпадения с одной из заданных 
кривых или прохождения аппроксимирующей кривой через заданную точку и равенства производных задан-
ным значениям в этой точке. Для решения указанных задач вводятся две различные метрики разности между 
заданными кривыми и аппроксимирующей кривой, формулируются оптимизационные задачи с ограничениями 
в виде равенств, для решения которых применяется метод множителей Лагранжа, который сводится к решению 
соответствующей системы линейных алгебраических уравнений. Для представления кривых Безье предлагается 
использовать базисные функции В-сплайнов, что позволяет пользоваться программными функциями входящих 
в геометрическое ядро современных CAD-систем. Это существенно упрощает получение производных всех 
степеней для кривых и без существенных изменений в последующем позволит распространить результаты на 
задачи сопряжения B-сплайнов. Приводятся примеры аппроксимаций с использованием различных метрик и с 
учетом ограничений. 
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Введение 
В настоящее время конструирование и техно-

логическая подготовка высокосложных изделий 
невозможна без использования систем автомати-
зированного проектирования (CAD). При повсеме-
стном применении этих систем постоянно возни-
кают задачи по развитию и совершенствованию 
«геометрического ядра» – набора программных 
компонент, отвечающих за математическое пред-
ставление и преобразования геометрических объ-
ектов. Одним из таких преобразований является 
аппроксимация сопряжения двух заданных кривых 
Безье, то есть аппроксимация соседних кривых 
при заранее заданных ограничениях на аппрокси-
мирующую кривую, при этом в общем случае кри-
вые могут быть не смежными. Задачи аппрокси-
мации гладкого сопряжения не смежных кривых 
являются типовыми при использовании CAD-
систем для разработки технологий соединения 
элементов оболочки внешней поверхности лета-
тельных аппаратов, элементов наружной обшивки 
корпуса судов и т. д. В этих задачах кроме требо-
вания гладкости сопряжения, всегда присутствуют 

заданные из технологических и функциональных 
требований ограничения на аппроксимирующую 
кривую. 

Кривые Безье находят широкое применение в 
моделировании, например, в работе [1] приводится 
обширная библиография областей применения 
кривых Безье (18 ссылок) и предлагается алгоритм 
построения замкнутой кривой, проходящей через 
заданные точки, при этом кривая формируется из 
сегментов кривых Безье второго порядка. В обзо-
ре [2] рассматриваются многочисленные примене-
ния кривых Безье в различных областях производ-
ства (траектории движения инструмента, конст-
руирование сложных поверхностей, реинжини-
ринг, уменьшение объема данных при обмене ин-
формацией и т. п.). В [3] строится сплайн, состоя-
щий из кубических кривых Безье, сглаживающий 
ломаную линию и обеспечивающий непрерыв-
ность первой и второй производных. В работах [4, 
5] графоаналитическими методами строятся пло-
ские и пространственные кубические кривые Бе-
зье, проходящие через заданные точки, в которых 
эти кривые стыкуются с учетом заданных заранее 
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направляющих векторов и радиусов кривизны. 
Столь широкое использование кривых Безье объ-
ясняется тем [6, 7], что по сравнению с B-
сплайнами кривые Безье сохраняют все степени 
непрерывности во внутренней области определе-
ния параметрической переменной и у этих кривых 
отсутствует вопрос об определении точек смены 
поддиапазонов параметрической переменной (inte-
rior knot values в терминологии [6, 7], breakpoints 
в терминологии [8]). 

Задачи аппроксимации сопряжения кусочно-
полиномиальных функций возникают в дизайне 
[9] и при конструировании устройств со свобод-
ными поверхностями [10], при этом в современ-
ных CAD-системах методы сопряжения обеспечи-
вают не более четвертого порядка гладкости [11]. 
Кроме этого, при использовании CAD-систем, по-
стоянно происходит обмен графическими данны-
ми между CAD- и CAM- (Computer-Aided 
Manufacturing) системами [2], совместная обра-
ботка графических объектов и интеграция резуль-
татов в графические объекты более высокого 
уровня, что требует преобразования графической 
информации, к которому предъявляются требова-
ния высокой точности, минимальных потерь и 
уменьшения объема. Задачи, возникающие при 
преобразовании графических данных в форматы 
иных CAD-систем и при уменьшении объема гра-
фической информации, рассмотрены в работе [12], 
в которой указывается на необходимость исполь-
зования процедуры аппроксимации, которые при-
меняются к полиномиальным и/или кусочно-
полиномиальным функциям и включают в себя 
следующие преобразования: 

1) понижение степени: аппроксимацию задан-
ной параметрической кривой степени ݊ кривой 
степени ݉ (݉ < ݊); 

2) сопряжение: аппроксимацию отдельных по-
линомиальных сегментов, сегментом одной кривой. 

Алгоритмам понижения степени кривых Безье 
посвящено достаточное количество работ [13–15], 
включая ставшую классической монографию [8]. 
Разработки алгоритмов сопряжения кривых Безье 
приводятся в довольно незначительном числе ра-
бот. Так, например, в обзорной работе [2] рассмат-
риваются всего лишь 2 работы по сопряжению 
кривых Безье [16, 17]. В работе [16] предлагается 
алгоритм аппроксимации нескольких смежных 
Безье кривых с различными степенями одной кри-
вой преобразованием параметров заданных кри-
вых к несовместной системе линейных уравне-
ний, которая решается методом псевдообращения 
Мура – Пенроуза. На аппроксимирующую кри-
вую не накладываются какие-либо ограничения, а 
также в предлагаемом подходе отсутствует мет-
рика отличия аппроксимирующей кривой от за-
данных кривых, что является обязательным усло-
вием применения метода в геометрическом ядре 
CAD-системы. В работе [17] предлагается подход 
к аппроксимации двух соседних (смежность не 

требуется) Безье кривых с равными степенями 
одной Безье кривой той же степени, для чего 
предлагаются две различные метрики, которые 
минимизируются при наличии ограничений в 
виде равенств, используя метод множителей Ла-
гранжа. На аппроксимирующую кривую накла-
дываются простейшие ограничения в виде зада-
ния точек на заданных кривых, через которые 
должна проходить аппроксимирующая кривая. 
Настоящая работа базируется на постанове зада-
чи из работы [17] и является дальнейшим разви-
тием этой работы. 

Целью настоящей работы является разработка 
математических методов сопряжения двух кривых 
Безье произвольных степеней с сохранением в точке 
сопряжения порядка гладкости (непрерывности), 
соответствующего степени заданных кривых, и по-
следующая замена двух сопряженных кривых одной 
кривой Безье той же степени. При этом на сопря-
женные кривые и аппроксимирующую кривую мо-
гут быть наложены дополнительные ограничения в 
виде полного совпадения с одной из заданных кри-
вых или прохождения аппроксимирующей кривой 
через заданные точки и равенства производных в 
этих точках заданным значениям. 

В настоящей работе решаются следующие за-
дачи. Формулируются условия полностью гладко-
го сопряжения двух кривых Безье произвольной 
степени с учетом дополнительных ограничений, 
вводятся две различные метрики разности задан-
ных и сопряженных кривых Безье, выполняется 
аппроксимация сопряжения как минимизация од-
ной из метрик методом множителей Лагранжа и 
описывается подход к переходу от двух сопряжен-
ных кривых Безье к одной кривой Безье той же 
степени. В отличие от [17], для решения всех 
представленных задач предлагается единый под-
ход, основанный на представлении кривых Безье 
как линейной комбинации базисных функций 
В-сплайнов, что позволяет решить сформулиро-
ванные задачи единым методом и воспользоваться 
для решения задач программными функциями, 
входящими в геометрическое ядро современных 
CAD-систем. Это существенно упрощает получе-
ние производных всех степеней для кривых и, без 
существенных изменений в последующем, позво-
лит распространить результаты на задачи сопря-
жения B-сплайнов. Использование базисных 
функций В-сплайнов позволяет в предлагаемом 
подходе выразить равенство производных в точке 
слияния кривых не через конечные разности, как в 
[17], а через производные базисных функций, ко-
торые в геометрическом ядре современных CAD-
систем рассчитываются «автоматически» при рас-
чете базисных функций [8] B-сплайнов. Кроме 
этого, в отличие от [17], в настоящей работе пред-
лагаются подходы, позволяющие учитывать до-
полнительные ограничения не только в виде за-
данной точки на исходной кривой, через которую 
должна пройти аппроксимирующая кривая, 
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но и такие ограничения, как равенство производных в этой точке производным заданной кривой и «запрет» 
на изменение одной из заданных кривых (то есть требование полного совпадения аппроксимирующей кри-
вой с одной из заданных). В настоящей работе приводится математический подход к замене двух сопря-
женных кривых одной кривой того же порядка с сохранением порядка гладкости, что отличает данную 
работу от [17], в которой приводится вычислительный алгоритм без каких-либо пояснений. Предлагаемые 
алгоритмы позволяют гладко сопрягать с учетом ограничений как 2D, так и 3D кривые Безье. 

 
Постановка задачи 
Заданы две кривые Безье ܲ(ݑ) и ܳ(ݒ)1 степени ݊, представление которых будем рассматривать как ча-

стный случай В-сплайнов: 
(ݑ)ܲ  = ∑ ௜ܲ

௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(ݑ),     ݑ ∈ [0,1], (1) 
(ݒ)ܳ  = ∑ ௜ܳ

௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(ݒ),     ݒ ∈ [0,1], (2) 
где ݒ ,ݑ – параметрические переменные; ௜ܰ

௡ – ݅-я базисная функция В-сплайнов степени ݊; ௜ܲ , ௜ܳ , ݅ = 0, ݊തതതതത – 
контрольные точки (многоугольники) кривых ܲ и ܳ соответственно. 

Так как кривые Безье рассматриваются как частный случай В-сплайнов, то узловые векторы кривых 
(1) и (2) задаются как ݒ ,ݑ = 0, … 0ᇣᇤᇥ

௡
, 0,1, 1, … 1ᇣᇤᇥ

௡
. 

Если для расчета кривых Безье (1) и (2) используются алгоритмы и программные функции NURBS [8] 
(Non-Uniform Rational B-Splines), то веса ݓ௜ , ݅ = 0, ݊തതതതത контрольных точек ௜ܲ , ௜ܳ , ݅ = 0, ݊തതതതത полагаются тожде-
ственно равными 1. 

Необходимо выполнить сопряжение кривых ܲ(ݑ) и ܳ(ݒ), то есть определить кривую Безье ܴ(ݐ) сте-
пени ݊, которая минимизирует заданную метрику ݀(ܴ, തܴ) между ܴ(ݐ) и തܴ(ݐ), где 

где ߣ ∈ (0,1) – параметр, выбираемый как середина интервала либо пропорционально длинам сторон кон-
трольных многоугольников [6]. 

Минимизация метрики ݀(ܴ, തܴ) выполняется на всем диапазоне изменения параметрической перемен-
ной ݐ ∈ [0,1]. 

Нахождение аппроксимирующей кривой ܴ(ݐ) будем выполнять в два этапа. 
Этап 1. Гладкое сопряжение кривых ܲ(ݑ) и ܳ(ݒ), то есть расчет новых контрольных точек ෠ܲ௜, ෠ܳ௜ , 

݅ = 0, ݊തതതതത, по которым строятся новые сопряженные кривые Безье ෠ܲ(ݑ) и ෠ܳ(ݒ). При этом кривые ෠ܲ(ݑ) и 
෠ܳ(ݒ) должны удовлетворять условиям полного гладкого сопряжения: 
 ෠ܲ(௥) ௨ୀଵ|�(ݑ)�� = ෠ܳ (௥) ݎ     ,௩ୀ଴|�(ݒ)�� = 0, ݊തതതതത, (3) 
где ݎ – порядок производной (нулевая производная (ݎ = 0) соответствует значению функции). 

Кривые Безье ෠ܲ(ݑ) и ෠ܳ(ݒ) определяются следующим образом: 
 ෠ܲ(ݑ) = ∑ ෠ܲ௜

௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(ݑ) = ∑ ( ௜ܲ + ௜)௡ߝ
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(ݑ),     ݑ ∈ [0,1], (4) 
 ෠ܳ(ݒ) = ∑ ෠ܳ௜

௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(ݒ) = ∑ ( ௜ܳ + ௜)௡ߜ
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(ݒ),     ݒ ∈ [0,1], (5) 
где ߝ௜, ߜ௜, ݅ = 0, ݊തതതതത – приращения координат ௜ܲ , ௜ܳ , ݅ = 0, ݊തതതതത соответственно. 

Этап 2. Замена без погрешности (абсолютно точно) кривых Безье ෠ܲ(ݑ) и ෠ܳ(ݒ) одной кривой Безье 
݅ ,степени ݊, для чего рассчитываются ее контрольные точки ܴ௜ (ݐ)ܴ = 0, ݊തതതതത. 

На кривые ෠ܲ(ݑ) и ෠ܳ(ݒ) (и соответственно на ܴ(ݐ)) могут быть наложены следующие дополнительные 
ограничения: 

1) полного совпадения с одной из заданных кривых: 
෠ܲ(ݑ) = ݑ     ,(ݑ)ܲ ∈ [0,1]                                                                  (6)

или 
 ෠ܳ(ݒ) = ݒ     ,(ݒ)ܳ ∈ [0,1]; (7) 

2) сопряженные кривые ෠ܲ(ݑ) и ෠ܳ(ݒ) должны проходить через заданные точки исходных кривых 
с сохранением значений производных вплоть до некоторого порядка в этих точках: 

ቀ ෠ܲ(௥ଵ) ௨ୀ௨ೖ೛ቁ|�(ݑ)�� = ቀܲ(௥ଵ) ௨ୀ௨ೖ೛ቁ|�(ݑ)�� ݌݇     , = 0, ݈തതതത,   1ݎ = 0, തതതതതത,          (8)݌ݎ
 
_____________________________ 

1 Если степени кривых не совпадают, то для кривой меньшей степени необходимо выполнить процедуру увеличе-
ния степени [8], которая не приводит к искажению заданной кривой. 
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  ቀ ෠ܳ (௥ଶ) ௩ୀ௩ೖ೜ቁ|�(ݒ)�� = ቀܲ(௥ଶ) ୴ୀ௩ೖ೜ቁ|�(ݒ)�� ݍ݇     , = 0, ݉തതതതതത,   2ݎ = 0,  തതതതതത, (9)ݍݎ
где ݍݎ ,݌ݎ – максимальный порядок производных (как и ранее, нулевая производная соответствует значе-
нию функции). 

Очевидно, что максимальное значение порядка производных не должно превышать ݊. Как показано 
в [17], ограничения (8) и (9) должны удовлетворять условию: 

 [(݈ + 1) + (݉ + 1)] ≤ (݊ + 1) (10) 
Метрику ݀(ܴ, തܴ), как и в [17], запишем в двух формах: 
1) дискретная коэффициентная норма: 
௜ߝ)ܱ  , (௜ߜ = ∑ ௜‖ଶߝ‖) + ௜‖ଶ)௡ߜ‖

௜ୀ଴ → min; (11) 
2) интегральная квадратичная норма: 
௜ߝ)ܱ , (௜ߜ = ∫ ൫ܴ(ݐ) − തܴ(ݐ)൯ଶଵ

଴ ݐ݀ = ∫ ቂ൫∑ ௜ߝ
௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(ݐ)൯ଶ + ൫∑ ௜ߜ
௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(ݐ)൯ଶቃଵ
଴ ݐ݀ → min  (12) 

Метрика (11) минимизирует отклонение контрольных точек ෠ܲ௜ и ෠ܳ௜ от ௜ܲ  и ௜ܳ , ݅ = 0, ݊തതതതത. Метрика (12) 
минимизирует площадь между кривыми ෠ܲ(ݑ), ෠ܳ(ݒ) и ܲ(ݑ), ܳ(ݒ). 

Таким образом, сформулирована задача полностью гладкого сопряжения, которая состоит в оптими-
зационной задаче (11) или (12), при наличии ограничений (3), где также дополнительно могут присутство-
вать ограничения (8) и (9). 

 
Метод 
Условия полностью гладкого сопряжения (3) с учетом представления кривых в развернутом виде (4), 

(5) представляют собой систему (݊ + 1) равенств: 
 ∑ ( ௜ܲ + ௜)௡ߝ

௜ୀ଴ ௜ܰ
௡(௥)(1) = ∑ ( ௜ܳ + ௜)௡ߜ

௜ୀ଴ ௜ܰ
௡(௥)(0),     ݎ = 0, ݊തതതതത, (13) 

где ௜ܰ
௡(௥)(1), ௜ܰ

௡(௥)(0) – производные порядка ݎ ݅-й базисной функции порядка ݊ при значении параметри-
ческой производной 1 и 0 соответственно. 

Использование в (13) производных базисных функций В-сплайнов, в отличие от конечных разностей 
в [17], позволяет отказаться от довольно сложной рекурсивной процедуры расчета этих конечных разно-
стей, что позволяет существенно упростить построение коэффициентной матрицы системы линейных 
уравнений за счет единообразия расчетных выражений и воспользоваться существующими в современных 
геометрических ядрах CAD-систем программными функциями и классами расчета базисных функций В-
сплайнов и их производных. 

Рассмотрим оптимизационную задачу (11) при ограничениях (13), для решения которой применяется 
метод неопределенных множителей Лагранжа [18]. Функция Лагранжа имеет вид: 

 
ܮ = ∑ ௜‖ଶߝ‖) + ௜‖ଶ)௡ߜ‖

௜ୀ଴ +
+ ∑ ∑௥ൣߣ ( ௜ܲ + ௜)௡ߝ

௜ୀ଴ ௜ܰ
௡(௥)(1) − ∑ ( ௜ܳ + ௜)௡ߜ

௜ୀ଴ ௜ܰ
௡(௥)(0)൧,௡

௥ୀ଴
 (14) 

где ߣ௥,  ݎ = 0, ݊തതതതത – множители Лагранжа. 
Находя частные производные функции (14) по переменным ߝ௜, ߜ௜, ߣ௥,

ݎ,݅  = 0, ݊തതതതത и приравнивая их нулю, получаем систему линейных алгебраических уравнений относительно 
неизвестных переменным ߝ௜, ߜ௜, ߣ௥, ݅,ݎ = 0, ݊തതതതത: 

 డ௅
డఌ೔

= ௜ߝ2 + ∑ ௥ߣ ௜ܰ
௡(௥)(1) = 0௡

௥ୀ଴ ,     ݅ = 0, ݊തതതതത, (15) 

 డ௅
డఋ೔

= ௜ߜ2 − ∑ ௥ߣ ௜ܰ
௡(௥)(0) = 0௡

௥ୀ଴ ,     ݅ = 0, ݊തതതതത, (16) 

 డ௅
డఒೝ

= ∑ ቂ( ௜ܲ + (௜ߝ ௜ܰ
௡(௥)(1) − ( ௜ܳ + (௜ߜ ௜ܰ

௡(௥)(0)ቃ ݎ     , = 0, ݊തതതതത௡
௜ୀ଴ . (17) 

Выполнив в уравнении (17) перенос слагаемых, не содержащих искомых переменных, в правую часть, 
получаем: 

∑ ቂߝ௜ ௜ܰ
௡(௥)(1) − ௜ߜ ௜ܰ

௡(௥)(0)ቃ௡
௜ୀ଴ = − ∑ ൣ ௜ܲ ௜ܰ

௡(௥)(1) − ௜ܳ ௜ܰ
௡(௥)(0)൧,     ݎ = 0, ݊തതതതത.     ௡

௜ୀ଴          (18)
Таким образом, получили систему 3(݊ + 1) линейных уравнений (15), (16) и (18). 
Следует указать, что в уравнениях (15), (16) и (18) производные ݎ-го порядка базисных функций 

( ௜ܰ
௡(௥), ݎ = 0, ݊തതതതത) обладают тем свойством, что только (ݎ + 1) базисных функций отличны от нуля [6, 8]. 

В нашей работе это свойство не используется, что позволяет упростить (сделать более единообразным) 
заполнение коэффициентной матрицы и вектора правых частей, тем самым упростив программную реали-
зацию соответствующей функции геометрического ядра. 

При использовании оптимизационной задачи (12) при ограничениях (13) система линейных уравнений 
выглядит следующим образом: 
 ∑ ௝௜ܫ௜ߝ

௡
௝ୀ଴ + ∑ ௥ߣ ௜ܰ

௡(௥)(1) = 0 ,     ௡
௥ୀ଴ ݅ = 0, ݊തതതതത, (19) 

 ∑ ௝௜ܫ௜ߜ
௡
௝ୀ଴ − ∑ ௥ߣ ௜ܰ

௡(௥)(0) = 0,     ݅ = 0, ݊തതതതത,௡
௥ୀ଴  (20) 
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 ∑ ቂߝ௜ ௜ܰ

௡(௥)(1) − ௜ߜ ௜ܰ
௡(௥)(0)ቃ =  − ∑ ൣ ௜ܲ ௜ܰ

௡(௥)(1) − ௜ܳ ௜ܰ
௡(௥)(0)൧,     ݎ = 0, ݊തതതതത,௡

௜ୀ଴
௡
௜ୀ଴  (21) 

где интеграл ܫ௝௜ =  2 ∫ ௝ܰ(߬) ௜ܰ(߬)݀߬ଵ
଴  вычисляется численно. 

 
Дополнительные ограничения 
1. Ограничение в виде полного совпадение с одной из заданных кривых.  
Рассмотрим ограничения (6) или (7), выполнение которых является тривиальным, для чего из оптимизаци-

онных задач исключаются соответствующие неизвестные (ߝ௜, ݅ = 0, ݊തതതതത при ограничениях (6), либо ߜ௜, ݅ = 0, ݊തതതതത
при ограничениях (7)) или, применяя другой способ, уравнения (15) и (19) записываются как ߝ௜ = 0, ݅ = 0, ݊തതതതത
(при ограничениях (6)) и уравнения (16) и (20) записываются как ߜ௜ = 0, ݅ = 0, ݊തതതതത (при ограничениях (7)). 

2. Ограничение в виде «закрепления границ». 
Часто встречаемое в реальных задачах сопряжения требование «закрепления границ» (неизменности 

начальной точки кривой ܲ(ݑ) и конечной точки кривой ܳ(ݒ)) реализуется записью первого и 2(݊ + 1)-го 
уравнений системы как ߝ଴ = 0 и ߜ௡ = 0 соответственно. 

3. Ограничение в виде прохождения сопряженных кривых через заданные точки исходных кривых 
с сохранением производных. 

Дополнительные ограничения (8) и (9) в развернутом виде выглядят следующим образом: 

∑ ( ௜ܲ + ௜)௡ߝ
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(௥ଵ)൫ݑ௞௣൯ = ∑ ௜ܲ
௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(௥ଵ)൫ݑ௞௣൯, ݌݇ = 0, ݈തതതത,   1ݎ = 0, തതതതതത,                        (22)݌ݎ
∑ ( ௜ܳ + ௜)௡ߜ

௜ୀ଴ ௜ܰ
௡(௥ଶ)൫ݒ௞௤൯ = ∑ ௜ܳ

௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(௥ଶ)൫ݒ௞௤൯, ݍ݇ = 0, ݉തതതതതത, 2ݎ = 0, തതതതതത.                      (23)ݍݎ

Раскрыв в (22) и (23) суммы и, выполнив взаимное уничтожение, получаем: 

 ∑ ௜ߝ
௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(௥ଵ)൫ݑ௞௣൯ = ݌݇     ,0 = 0, ݈തതതത,   1ݎ = 0,  തതതതതത, (24)݌ݎ
 ∑ ௜ߜ

௡
௜ୀ଴ ௜ܰ

௡(௥ଶ)൫ݒ௞௤൯ = ݍ݇     ,0 = 0, ݉തതതതതത,   2ݎ = 0,  തതതതതത. (25)ݍݎ

Добавив эти [(݈ + 1) + (݉ + 1)] слагаемые с соответствующими дополнительными множителями Ла-
гранжа в функцию (10) и выполнив по аналогии с (15)–(17) расчет частных производных, получаем систе-
му [3݊ + (݈ + 1) + (݉ + 1)] линейных уравнений. При использовании интегральной квадратичной нормы 
выкладки аналогичны. 

 
Расчет кривой R(t) 
Переход от двух гладко сопряженных кривых Безье ෠ܲ(ݑ) и ෠ܳ(ݒ) степени ݊ к одной кривой Безье ܴ(ݐ)

той же степени выполняется без какой-либо погрешности с помощью расчета контрольных точек ܴ௜, 
݅ = 0, ݊തതതതത, по которым в последующем строится кривая ܴ(ݐ). Рассматривая расчет кривой ܴ(ݐ) как процедуру, 
обратную к процедуре разбиения кривой Безье [6, 7, 19], можно записать следующую систему уравнений: 

для нечетного ݊: 

௞଴ܴ(௞଴)(0)ߤ  = ෠ܲ(௞଴)(0),     ݇0 = 0, ቂ௡
ଶ

ቃതതതതതതത, (26) 

(ߤ)௞ଵܴ(௞ଵ)ߤ  = ෠ܲ(௞ଵ)(1),     ݇1 = 0, ቂ௡
ଶ

ቃതതതതതതത, (27) 

где ቂ௡
ଶ

ቃ – целая часть числа ௡
ଶ
. 

Для чётного ݊ система имеет тот же вид, что (26) и (27), за исключением диапазонов изменения индексов: 
 ݇0 = 0, ௡

ଶ
തതതത  

 ݇1 = 0, ቀ௡
ଶ

− 1ቁതതതതതതതതതതതതത  
Уравнения (26) и (27) описывают равенство как самих кривых ܴ и ෠ܲ, так и их производных в началь-

ных точках этих кривых (уравнения (26)) и в точке окончания кривой ෠ܲ (уравнения (27)). Значения пара-
метра ߤ определяет интервал репараметризации [20], и в последующих примерах его значение было задано 
как 0,5. 

 
Результаты и обсуждения 
Рассмотрим результаты применения представленных выше математических подходов на конкретной 

задаче аппроксимации сопряжения кривых Безье сохранением порядка гладкости и дополнительными ог-
раничениями. 

На рис. 1 представлены две заданные кривые Безье третьей степени, для которых будут выполнены 
различные виды полностью гладких сопряжений при различных дополнительных ограничениях. 
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На рис. 2 приведены результаты полностью 
гладкого сопряжения кривых, представленных на 
рис. 1, с использованием дискретной коэффици-
ентной нормы (11) без дополнительных ограниче-
ний. 

На рис. 3 представлен переход от двух гладко 
сопряженных кривых Безье ෠ܲ(ݑ) и ෠ܳ(ݒ) 
(см. рис. 2) к одной кривой Безье ܴ(ݐ). 

На рис. 4 представлено решение той же зада-
чи (полностью гладкое сопряжение кривых, при-

 
Рис. 1. Заданные кривые Безье (࢛)ࡼ и (࢜)ࡽ 

 

 
Рис. 2. Заданные кривые ((࢛)ࡼ и (࢜)ࡽ) и эти же кривые 

после сопряжения (ࡼ෡(࢛) и ࡽ෡(࢜)) (дискретная норма) 
 

 
Рис. 3. Замена двух гладко сопряженных кривых (см. рис. 2) 

одной кривой (࢚)ࡾ (дискретная норма) 
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веденных на рис. 1) с применением интегральной 
квадратичной нормы (12) без дополнительных ог-
раничений. Как видно из рис. 4, при интегральной 
норме начальная и конечная точки аппроксими-
рующей кривой отклоняются от соответствующих 
точек заданных кривых. Эти отклонения могут 
быть легко устранены введением дополнительных 
ограничений в виде закрепленных границ. 

На рис. 5 приведены результаты сопряжение 
для дискретной коэффициентной нормы при сле-
дующих ограничениях: 

෠ܲ(ݑ଴) = ଴ݑ     ,(଴ݑ)ܲ = 0,
෠ܲ(ݑଵ) = ଵݑ     ,(ଵݑ)ܲ = 0,5,
෠ܳ(ݒ଴) = ଴ݒ     ,(଴ݒ)ܳ = 0,1,
෠ܳ(ݒଵ) = ଵݒ     ,(ଵݒ)ܳ = 1,0.

                           (28) 

На рис. 6 приведены результаты сопряжения 
для интегральной квадратичной нормы при после-
довательном добавлении следующих ограничений 
при ݑ଴ = 0,4: 

෠ܲ(ݑ଴) =  (29)                                               ,(଴ݑ)ܲ
෠ܲ(ଵ)(ݑ଴) = ܲ(ଵ)(ݑ଴),                                      (30) 
෠ܲ(ଶ)(ݑ଴) = ܲ(ଶ)(ݑ଴).                                      (31) 

Дополнительное ограничение (29) устанавли-
вает требование прохождения аппроксимирующей 
кривой (кривой ܴ) через заданную точку ݑ଴ 
на кривой ܲ(ݑ). Совместные ограничения (29) и 
(30) задают требование прохождения через точку 
-଴ с сохранением первой производной в этой точݑ
ке. Совместные ограничения (29), (30) и (31) – 
прохождение через точку ݑ଴ с сохранением двух 
первых производных. 

Из сравнения сопряжения без ограничений 
(см. рис. 4) с сопряжением при различных ограни-
чениях (см. рис. 6) можно заключить, что ограни-
чение в виде задания второй производной сущест-
венно влияет на отклонение аппроксимирующей 
кривой (см. рис. 6, в) от аппроксимации без огра-
ничений (см. рис. 4). 

 
Выводы 
В работе предложен математический подход к 

задаче полностью гладкого сопряжения кривых Бе-
зье, что позволяет в точке сопряжения сохранить 
непрерывность как самой функции, так и всех ее 
производных до порядка, равного степени заданных 
 

 
Рис. 4. Замена двух гладко сопряженных кривых (см. рис. 2) 

одной кривой (࢚)ࡾ (интегральная норма) 
 

 
Рис. 5. Сопряжение при ограничениях (28) (дискретная норма) 
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кривых Безье. Подход позволяет наложить на 
аппроксимирующую кривую дополнительные 
ограничения в виде прохождения через задан-
ную точку и равенства производных в этой точ-
ке заданным значениям. Подход основан на 
формулировке экстремальной задачи при огра-
ничениях в виде равенств, которая решается ме-
тодом множителей Лагранжа и сводится к сис-
теме линейных алгебраических уравнений. 
В общем виде сформулированы дополнительные 

ограничения и приведен способ их включения в 
задачу сопряжения через дополнительные сла-
гаемые функции Лагранжа. Кривые Безье и все 
ограничения записываются как частный случай 
В-сплайнов, для чего используется математиче-
ский аппарат базисных функций В-сплайнов, что 
позволит в дальнейшем развить предлагаемый 
метод для задач сопряжений В-сплайнов и 
NURBS. Приводятся примеры аппроксимаций 
с учетом различных ограничений. 
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