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Аннотация. В данной работе приведена математическая модель колебаний плиты перекрытия с несколь-

кими устройствами с вращающимися массами, вызывающими колебательные процессы. Уравнения Лагранжа 

2-го рода лежат в основе математической модели перемещений связанных между собой твердых тел. Аналити-

ческое решение выполняется при допущении, что угловые скорости источников вибрации постоянны. Колеба-

ния плиты перекрытия складываются из трех составляющих: затухающего колебания и двух вынужденных ко-

лебаний. Результаты наглядно представлены на примере колебаний двутавровой балки длиной 3 м с несколь-

кими источниками вибрации с неуравновешенными массами. Выяснено, что в некоторых случаях прогибы мо-

гут превышать допустимые значения. Выведена схематичная структура строительных конструкций с переме-

щающимися массами и устройствами снижения колебательного влияния. Используя данную структурную мо-

дель, можно детально отобразить конструкцию в общих чертах, не принимая во внимание внутреннее наполнение 

строительной конструкции. Из эмпирического опыта можно сделать заключение, что различные причины вибра-

ций возможно отобразить как конструкцию с перемещающимися массами. Вопрос анализа воздействия переме-

щающихся масс на динамические свойства объектов является актуальным, что следует из полученных результа-

тов. Особое внимание следует уделить одновременному воздействию нескольких источников вибрации.  
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Abstract. This article presents a mathematical model of vibrations in a floor slab with two sources of vibration 

(rotors with unbalanced masses). The equations of the motion of a system of bodies are obtained using Lagrange equa-

tions of the second kind. An analytical solution to the system of differential equations is obtained under the assumption 

that the angular velocities of the vibration sources are constant. The vibrations of the floor slab consist of three compo-

nents: a damped vibration, which has its own frequency, but is caused by the action of driving forces, and two forced 

vibrations. The results are presented using the example of vibrations of a 3 m long I-beam with several vibration 

sources with unbalanced masses. It was found that in some cases deflections may exceed permissible values. A structur-

al model of systems with moving loads and vibration protection has been constructed, which visually represents the ob-

ject under consideration, abstracting from its specific content. As practice shows, all kinds of vibration sources can be 

represented by a system with moving loads. The results of the study indicate the relevance of a more in-depth study of 

the influence of moving loads on the dynamics of building structures and the development of special vibration  
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Введение 

Строительные конструкции подвержены воз-

действию большого спектра различных вибраци-

онных воздействий, но неизвестна зависимость 

между числом источников и их суммарным влия-

нием на строительные конструкции. Нормативные 

документы предписывают использование различ-

ных устройств виброзащиты [1]. Предельно допу-

стимые значения виброскоростей и уровня вибра-

ции также устанавливаются в зависимости от типа 

и назначения проектируемого объекта [2]. 

Среди работ, посвященных анализу систем с 

перемещающимися массами, можно отметить рабо-

ты [3, 4], в которых дан анализ строительных кон-

струкций с подвижными нагрузками. Получены 

собственные частоты и формы колебаний. В рабо-

те [5] приведен численный анализ балки Бернулли –

Эйлера на вязкоупругом основании под воздействи-

ем подвижной нагрузки. Нелинейность при анализе 

стальных и железобетонных балок с подвижными 

нагрузками учитывается в методике, описанной в 

[6]. Динамические реакции от действия подвижной 

нагрузки анализируются в работе [7].  

В работе [8] исследуются конструктивно-

нелинейные колебания железобетонного каркаса, 

рассмотрены математические модели колебаний, 

а также порядок расчета системы при разрушении 

одного из элементов конструкции.  

Среди работ, опубликованных за рубежом, 

можно отметить работы [9, 10], где приведен ана-

лиз по изучению вязкоупругих балок с перемеща-

ющейся сосредоточенной нагрузкой. Приведены 

зависимости для собственных частот в широком 

диапазоне скоростей. В статье [11] рассматривает-

ся устойчивость здания при комбинированной 

вибрации в зданиях экспериментальным путем. 

Работа [12] посвящена анализу свободных и вы-

нужденных колебаний каркаса 2-этажного дома с 

трещинами. 

Цель работы – провести анализ воздействия 

нескольких вибрационных факторов на строитель-

ную конструкцию, опираясь на математический 

аппарат, с целью разработки защитных мер при 

проектировании строительных конструкций. 

 

Схематичная структура объекта 

с перемещающимися массами 
Упрощенные схемы и модели являются 

неотъемлемой частью анализа строительных объ-

ектов. Принципы структурирования и выявления 

функций системы на основе различных подходов 

даны в работе [13]. Предлагается разделить виды 

систем защиты от негативных факторов вибраци-

онного характера, действующих на строительные 

конструкции, на неразрывно связанную с объектов 

и дополнительную. Так, например, стены и фун-

даменты зданий большой этажности можно рас-

сматривать как демпфер настроенной массы или 

сейсмический демпфер [14, 15]. В качестве специ-

альных методов защиты зданий от воздействия 

вибрации и шума от городского транспорта ис-

пользуются резинометаллические виброизолято-

ры, шумозащитные экраны, а также принципи-

ально новые типы виброзащитных устройств, 

используемые также для повышения надежности 

конструкций, – магнитореологические демпферы 

[16–18]. 

В работе [19] анализируется применение ди-

намических гасителей колебаний для смягчения 

воздействия значительных сейсмических сил. Ис-

следование [20] посвящено анализу новых демп-

фирующих систем, рассеивающих энергию коле-

баний. В работе [21] представлены возможные 

изменения, которые снижают ударное и сейсми-

ческое влияние за счет проектирования систем 

по гашению энергии с целью недопущения рас-

пространения импульсного воздействия. В рабо-

те [22] приведены методы защиты от землетря-

сений, основанные на использовании материалов 

из отходов резинового грунта. В работе [23] по-

казан метод определения сейсмического воздей-

ствия на структурные элементы в многоэтажных 

зданиях. 

Схематичная структура объекта с перемеща-

ющимися массами и системой защиты от вибраци-

онных воздействий различного характера показана 

на рис. 1.  

 

Метод исследования 

Схематичное изображение строительной кон-

струкции с количеством источников, которое рав-

но двум, приведено на рис. 2. Источниками вибра-

ции являются в общем случае роторы с неуравно-

вешенными массами, например, насосы и вентиля-

торы систем теплоснабжения и вентиляции. 

Рассмотрим наиболее опасный динамический 

случай, когда на строительную конструкцию воз-

действует одновременно несколько источников 

вибрации. В случае двух источников – это сово-

купность тел, каждое из которых имеет три степе-

protection measures during the design, construction, and operation of buildings. Particular attention should be paid to 

simultaneous exposure to multiple vibration sources. 

Keywords: structural mechanics, vibration, building structures, moving loads, mathematical model, vibration fre-

quency  
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ни свободы. Обобщенные координаты: углы пово-

рота вращающихся элементов источников вибра-

ции φ1 и φ2 – углы поворота роторов и смещение 

горизонтального элемента конструкции (балки) y 

от положения равновесия. 

Математическая модель основана на уравне-

ниях Лагранжа 2-го рода: 

1
1 1

d T T
Q

dt


  
  

  
;   

2
2 2

d T T
Q

dt


  
  

  
; 

y

d T T
Q

dt y y

  
  

  
, 

где T – кинетическая энергия системы, 1 2, , y   – 

обобщенные скорости, Q – обобщенные силы.  

Обобщенные силы включают в себя моменты 

приводов электромоторов М1, М2, силы тяжести, 

силы упругости и демпфирования балки: im g , Fупр 

и демпF y   (здесь  – коэффициент сопротив-

ления). Кинетическая энергия складывается 

из кинетических энергий грузов, источников виб-

рации и горизонтального элемента конструкции. 

Дифференциальные уравнения движения си-

стемы будут иметь стандартный вид: 
2

1 1 1 4 1 1 1 1

1 1 1 1

( 0,5 ) cos

cos ;

R m m yR m

M m g R

     

  
  

2
2 2 2 5 2 2 2 2

2 2 2 2

( 0,5 ) cos

cos ,

R m m yR m

M m g R

     

  
 

где R1, R2 – длины, равные расстоянию между цен-

трами вращения источников вибрации и грузами; 

1 1 /y y   и 2 2 /y y   – коэффициенты, с помо-

щью которых принимается во внимание располо-

жение источников вибрации и грузов, m1, m2 – 

массы неуравновешенных грузов; m3 – масса гори-

зонтального элемента конструкции (балки); 

m4, m5 – массы и моменты источников вибрации. 

С целью получения численного решения  вво-

дим допущение, что угловые скорости источников 

вибрации ω1 и ω2 равны константе, следовательно, 

1 2 0    . 

 
 

Рис. 1. Структура систем с подвижными нагрузками и защитой от вибраций 

 

 
 

Рис. 2. Модель здания с двумя источниками вибрации 
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Если статическое равновесие горизонтального 

элемента конструкции является началом отсчета, 

то уравнение вынужденных колебаний балки бу-

дет иметь вид 
2

1 22 sin siny ny k y B D      ,  (1) 

где 
1

2
1 1 1 пр/B R m m   ; 

2
2 2 2 2 пр/D R m m   ;  

2 2
пр 1 1 4 2 2 5 3( ) ( )m m m m m m        – при-

веденная масса. 

Пропорциональность n и k (затухающий или 

апериодический процесс) является основой обще-

го и частного решения. Так, при n k  общее ре-

шение однородного уравнения будет иметь вид 

1 1 1 2 1( sin cos )nty e C k t C k t  ,   (2) 

где 2 2
1k k n  . 

Частное решение будем искать в виде 

2 1 1 2 2sin( ) sin( )y b t d t        ,  (3) 

где 1 2, , ,b d    – неопределенные постоянные ве-

личины. 

Запишем в скобках однородного уравнения (2) 

в виде 

1 1 2 1 1

1 1

sin cos sin( )

(sin cos cos sin ),

C k t C k t А k t

A k t k t

   

  
 

где  А – амплитуда вынужденных колебаний. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых 

тригонометрических функциях, получаем 

1 cosC А  ; 2 sinC А  ; 2

1

tg
С

С
  ,  

откуда 2

1

arctg
С

С
  . 

Окончательно записываем общее решение 

дифференциального уравнения (1) в виде 

1sin( )nty Ae k t  
 

1 1 2 2sin( ) sin( ).b t d t          (4) 

Таким образом, колебания балки складывают-

ся: из вынужденных затухающих колебаний (пер-

вое слагаемое) и колебаний, вызванных действием 

вынуждающей силы (второе и третье слагаемое). 

 

Результаты и обсуждения 

Исследуются вынужденные колебания балки 

№ 30 (ГОСТ 8239-89) сечением F = 46,5 см2 под 

воздействие двух источников вибрации – роторов 

с неуравновешенными массами. Расчет на основе 

полученных уравнений выполнен для следующих 

условий: m1 = 3 кг; m2 = 4 кг; m4 = 80 кг; m5 = 109 кг; 

R1 = 0,3 м; R2 = 0,4 м; l1 = l2 = 1 м (см. рис. 2), соот-

ветственно, ξ1 = ξ2 = 0,56; 1 1    = 100 рад, n = 0,1k. 

Частота колебаний стальной двутавровой бал-

ки № 30 (ГОСТ 8239-89) сечением F = 46,5 см2 

была найдена по формуле 

22

EJ
k

Fl





,         (5) 

где 7080xJ J  см4 – момент инерции сечения; 

52 10Е    МПа – модуль упругости стали; 

7800  кг/м2 – плотность стали. 

Таким образом, для балки длиной l = 6 м соб-

ственная частота колебаний составляет 

11 8

2 4

2 10 7080 10
27,53

2 6 46,5 10 7800
k





   
 

  
 c–1, 

ее масса m3 = 36,5∙6 = 219 кг; 

для балки длиной l = 3 м 

11 8

2 4

2 10 7080 10
110,12

2 3 46,5 10 7800
k





   
 

  
 c–1, 

ее масса m3 = 36,5∙3 = 109 кг. 

Результаты расчетов показаны на рис. 3 и 

рис. 4 для балок длиной l = 6 м и l = 3 м при раз-

личных соотношениях ω1 и ω2. 

При сравнении полученных прогибов двутав-

ровой балки № 30 сечением F = 46,5 см2 и допу-

стимого значения, равного / 250 0,012l   м (со-

гласно [24]), результаты следующие:  

1) балка длиной l = 6 м, ω1/ω2 = 1, 

δ = 0,0083 м < 0,024 м;  

2) балка длиной l = 6 м, ω1/ω2 = 2, 

δ = 0,0072 м < 0,024 м;  

3) балка длиной l = 3 м, ω1/ω2 = 1, 

δ = 0,0539 м > 0,012 м;  

4) балка длиной l = 3 м, ω1/ω2 = 2, 

δ = 0,0225 м > 0,012 м. 

В третьем случае значение превышает допусти-

мые значения в 4,492 раза, в четвертом – в 1,875 раза. 

Построены амплитудно-частотные характери-

стики вынужденных колебаний балки перекрытия 

длиной 3 м с двумя источниками вибрации (рис. 5) 

по формулам:   

2 2 2 2 2
1 1( ) 4

B
b

k n


  
; 

2 2 2 2 2
2 2( ) 4

D
d

k n


  
; 

.H b d   

(6) 

Максимальная резонансная частота двутавро-

вой балки № 30 длиной 3 м при частоте ω = 110 

рад/с составляет Н = 0,0573 м, что превышает до-

пустимое значение / 250 0,012l   м в 4,775 раза. 

Резонансная частота меньше рабочей частоты обо-

рудования (насосов и вентиляторов). При включе-

нии оборудования при набирании оборотов рото-

ры пройдут эту частоту, следовательно, резонанс 

неизбежен. 
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Выводы 
1. Схематичная структура объекта с пере-

мещающимися массами составлена на основе 

обзора источников по данному вопросу и позво-

ляет детально отобразить конструкцию в общих 

чертах, не принимая во внимание внутреннее 

наполнение строительной конструкции.  

2. Составлены дифференциальные урав-

нения колебаний горизонтального элемента 

конструкции с несколькими с вращающимися 

массами, вызывающими колебательные про-

цессы. 

3. Аналитическое решение получено при 

следующем допущении: угловые скорости вра-

щающихся источников вибрации равны кон-

станте. Колебания горизонтального элемента 

конструкции состоят из затухающего колебания 

и двух вынужденных. 

 
 

а) 
 

 
 

б) 
 

Рис. 3. Колебания двутавровой балки № 30 (ГОСТ 8239-89) длиной 6 м 
при воздействии двух источников вибрации: а – ω1/ω2 = 1; б – ω1/ω2 = 2 

∙∙∙∙∙∙ 1sin( )nty Ae k t  ;  - - - - - 1 1sin( )y b t    ;   – ∙ – ∙ – ∙ – 2 2sin( )y d t    ; 

–––––– 1 1 1 2 2sin( ) sin( ) sin( )nty Ae k t b t d t           
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а) 
 

 
б) 
 

Рис. 4. Колебания двутавровой балки № 30 (ГОСТ 8239-89) длиной 3 м  
при воздействии двух источников вибрации: а – ω1/ω2 = 1; б – ω1/ω2 = 2 

∙∙∙∙∙∙ 1sin( )nty Ae k t  ;  - - - - - 1 1sin( )y b t    ;   – ∙ – ∙ – ∙ – 2 2sin( )y d t    ;  

–––––– 1 1 1 2 2sin( ) sin( ) sin( )nty Ae k t b t d t           

 
 

Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики вынужденных колебаний 
 двутавровой балки длиной 3 м при воздействии двух источников вибрации 
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4. Произведен расчет колебаний двутавровой 

балки № 30 (ГОСТ 8239-89) длиной l = 3 м при 

неуравновешенных массах m1 = 3 кг; m2 = 4 кг; 

эксцентриситетах R1 = 0,3 м; R 2 = 0,4 м; угловой 

скорости роторов от 100 до 200 рад/с. В результате 

расчетов выяснено, что в некоторых случаях про-

гибы могут превышать допустимые значения при 

действии двух источников вибрации. 

5. Построены амплитудно-частотные характе-

ристики вынужденных колебаний балки перекры-

тия с двумя источниками вибрации. Результаты 

показали, что на резонансной частоте прогибы 

превышают допустимые значения.  

Таким образом, анализ воздействия переме-

щающихся масс на динамические свойства объек-

тов свидетельствует о том, что требуется тщатель-

ное изучение перемещающихся масс на динамику 

объектов строительства. Особое внимание следует 

уделить одновременному воздействию нескольких 

источников вибрации. 
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