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Аннотация. Рациональный кубический сегмент описывается формулой, подобной формуле Безье, но, 

в отличие от кривой Безье, координаты вершин характеристической ломаной рационального кубического сег-

мента дополняются весовыми коэффициентами. 

В статье рассмотрены две задачи. Первая задача: построение составной G2-гладкой кривой, проходящей 

через заданные в трехмерном пространстве точки и касающейся в этих точках наперед заданных направляющих 

прямых. Гладкость G2 означает непрерывное изменение вектора кривизны вдоль конструируемой кривой (без 

скачков по модулю и направлению). Вторая задача: вставка кубического сегмента в разрыв между двумя фик-

сированными пространственными кубическими кривыми. Для решения поставленных задач разработаны кон-

структивные пошаговые графоаналитические алгоритмы. Отличительная особенность алгоритмов заключается 

в существенном использовании средств и методов трехмерной компьютерной графики. 

Первую задачу предлагается решать последовательно: к первому сегменту добавляем второй сегмент, 

обеспечивая в стыковой точке общую касательную и общий вектор кривизны соединяемых сегментов. Ко вто-

рому сегменту добавляем следующий сегмент, также добиваясь совпадения касательных и векторов кривизны 

в стыковой точке, и т. д.  

Для решения второй задачи следует найти характеристическую ломаную вставляемого сегмента, исходя из 

условия совпадения соприкасающихся плоскостей в стыковых точках. Весовые коэффициенты сегмента вычис-

ляются с учетом требования G2 гладкости. 

Представленные в статье примеры решения задач 1 и 2 транспарентны и могут быть использованы в учеб-

ном процессе. 
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Abstract. The paper describes a rational cubic segment by a formula similar to the Bezier formula, but, unlike this 

formula, the coordinates of the vertices of the characteristic broken line of a rational cubic segment are supplemented 

with weighting coefficients. The paper considers two problems. The first task is to construct a composite G2-smooth 

curve passing through points given in three-dimensional space and touching pre-specified directing lines at these points. 

Smoothness G2 means a continuous change in the curvature vector along the constructed curve (without jumps in 

magnitude and direction). The second task is to insert a cubic segment into the gap between two fixed spatial cubic 

curves. To solve the problems, constructive step-by-step graphic-analytical algorithms have been developed. 

A distinctive feature of the proposed algorithms is the significant use of tools and methods of three-dimensional computer 

graphics. The paper proposes to solve the first problem sequentially: we add a second segment to the first segment, 

providing a common tangent and a common curvature vector of the connected segments at the joint point. We add the next 

segment to the second segment, also ensuring that the tangents and curvature vectors at the joint point coincide.  
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Введение и постановка задачи 

Уравнение рационального кубического сег-

мента имеет вид [1] 
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где параметр t изменяется в диапазоне [0, 1], а ве-

совые коэффициенты ω0, …, ω3 могут принимать 

любые положительные значения. Векторы r0, rQ, 

rP, r1 указывают узловые точки R0, Q, P, R1 харак-

теристической ломаной (рис. 1). При равенстве 

весовых коэффициентов кривая (1) вырождается в 

кубическую кривую Безье [2]. 

 
Рис. 1. Кубический сегмент 

 

В статье рассматриваются две задачи. 

Задача 1. Через указанные в пространстве 

точки R0, R1, R2, … с заданными в этих точках на-

правляющими τ0, τ1, τ2, … требуется провести G2-

гладкую составную кривую, касающуюся задан-

ных направляющих (рис. 2). Гладкость G2 означа-

ет непрерывное изменение вектора кривизны 

вдоль кривой, без «скачков» по модулю и направ-

лению [3, 4]. Направляющие прямые могут рас-

сматриваться как элемент управления формой 

конструируемой кривой. 

Задача 2. В пространстве даны не связанные 

между собой кубические кривые R0–R1 и R2–R3 

(рис. 3). Требуется найти кубический сегмент R1–

R2, соединяющий заданные кривые («вставка сег-

мента»).  

В научной литературе встречаются формули-

ровки задач 1, 2, но конструктивные пошаговые 

алгоритмы их решения отсутствуют. Так, напри-

мер, в работе [5, с. 153] исследуются условия G2-

гладкого соединения кубических сегментов Безье, 

но результат представлен в аналитической форме, 

затрудняющей их практическую реализацию. 

Кроме того, на пояснительном чертеже [5, рис. 6.8] 

ошибочно показаны сегменты, в точке соединения 

которых вектор кривизны скачком меняет свое 

направление, то есть не обеспечивается условие 

G2-гладкости. В работе [6, с. 108] авторы ограни-

чиваются констатацией очевидного факта, что со-

прикасающиеся плоскости кубических сегментов в 

точке их соединения должны совпадать. 

Задача вставки сегмента упоминается в работе 

[5, с. 155], где предложено обеспечивать заданную 

кривизну на концах вставляемого сегмента по-

средством «подбора» весовых коэффициентов 

ω0, …, ω3, но алгоритм подбора не рассматривается. 

Для решения поставленных задач авторами 

разработаны конструктивные пошаговые графоа-

налитические алгоритмы. Отличительная особен-

ность предлагаемых алгоритмов заключается в 

существенном использовании средств и методов 

трехмерной компьютерной графики. 

 

Рациональный кубический сегмент 

(общие сведения) 

Векторы кривизны K(0) и K(1) в начальной 

R0(t = 0) и конечной R1(t = 1) точках рационально-

To solve the second problem, it is necessary to find the characteristic broken line of the inserted segment based on the 

condition of coincidence of the touching planes at the joint points. The segment weights are calculated taking into 

account the G2 smoothness requirement. The examples of solving problems 1 and 2 presented in the paper are 

transparent and can be used in the educational process.  

Keywords: characteristic broken line; weighting coefficients; curvature vector; touching plane; graphic-analytical 

algorithm 
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го кубического сегмента определяются по форму-

лам 
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Выражения (3) получены в результате диффе-

ренцирования функции (1) по параметру t [5, 

с. 155]. Подставляя (3) в (2), после ряда алгебраи-

ческих преобразований получаем: 
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Здесь R0Q, QP, PR1 – векторы, соединяющие 

узловые точки характеристической ломаной сег-

мента (1). Если узловые точки отмечены на ком-

пьютерном 3D-макете, то векторные произведе-

ния, входящие в (4), могут быть определены гра-

фически. Например, для расчета модуля векторно-

го произведения 0 R Q QP  достаточно построить 

(непосредственно на 3D-макете) параллелограмм 

со сторонами R0Q и QP, после чего определить 

(с помощью блока справочной информации ис-

пользуемого графического пакета) площадь этого 

параллелограмма [7]. 

Если зафиксирована характеристическая ло-

маная кубического сегмента (см. рис. 1) и задан 

вектор кривизны K(0) в его начальной точке R0, то  

из (4) следует  

3
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При выполнении условия (5) и при любом 

значении ω3 будет получена заданная кривизна 

K(0) в начале сегмента. Произвольно изменяя зна-

чения весовых коэффициентов ω0, ω1, ω2, ω3, 

но сохраняя расчетное значение (5), получаем 

множество рациональных кубических кривых (1) 

с одной и той же кривизной в начальной точке 

сегмента. 

Если задан вектор кривизны K(1) в конечной 

точке R1 сегмента (1), то из (4) следует: 

3
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При выполнении условия (6) и при любом 

значении ω0 сохраняется заданная кривизна K(1) 

в конце сегмента. 

Решение задачи 1 

(графоаналитический алгоритм) 

Требуется сформировать кривую, проходя-

щую через наперед заданные точки R0, R1, R2, … и 

касающуюся в этих точках наперед заданных пря-

мых τ0, τ1, τ2, … (см. рис. 2). Предлагается решать 

задачу последовательно: к первому сегменту R0–R1 

добавляем второй сегмент R1–R2, обеспечивая в 

стыковой точке R1 общую касательную и общий 

вектор кривизны соединяемых сегментов [8, 9]. 

К найденному сегменту R1–R2 добавляем следую-

щий сегмент R2–R3, также добиваясь совпадения 

касательных и векторов кривизны в стыковой точ-

ке R2, и так далее.  

Таким образом, решение задачи 1 сводится к 

многократному решению одной и той же задачи: 

построению кубического сегмента ri(t), проходя-

щего через заданные граничные точки Ri-1, Ri, ка-

сающегося в заданных точках направляющих пря-

мых τi-1, τi и имеющего в начальной точке наперед 

заданный вектор кривизны Ki-1. Уравнение иско-

мого сегмента будем искать в форме (1). 

На начальный (первый) сегмент R0–R1 накла-

дываются слабые требования: инцидентность за-

данным точкам R0, R1 и соприкосновение с на-

правляющими прямыми τ0, τ1. Для выполнения 

этих требований достаточно разместить управ-

ляющие точки Q1, P1 характеристической ломаной 

R0Q1P1R1 конструируемого сегмента на заданных 

касательных τ0, τ1 (рис. 4). Весовые коэффициенты 

ω0, …, ω3 первого сегмента могут быть назначены 

произвольно, по усмотрению конструктора.  

 

Рис. 4. Соединение сегментов 

 

Задав характеристическую ломаную и весо-

вые коэффициенты, определяем, согласно (4), век-

тор кривизны в конечной точке R1 первого сегмен-

та:  
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где надстрочный индекс в скобках означает номер 

сегмента. Модуль входящего в (7) векторного про-

изведения 1 1 1 1Q P P R  находим графически, по-

строив параллелограмм на отрезках Q1P1, P1R1 и 

определив его площадь с помощью справочных 

средств используемого графического пакета. Мо-

дуль вектора P1R1 также определяем графически. 

Подставляя найденные значения в (7), вычисляем 

модуль |K
(1)

(1)| вектора кривизны в конечной точ-
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ке первого сегмента. Этот вектор направлен пер-

пендикулярно соприкасающейся плоскости 

Σ1(Q1P1R1), причем векторы Q1P1, P1R1, K
(1)

(1) об-

разуют правую тройку. 

Таким образом, сформирован первый (на-

чальный) сегмент r1(t) искомой составной кривой, 

а также найден вектор кривизны K
(1)

(1) в его ко-

нечной точке. Визуализация сегмента выполняется 

средствами трехмерной компьютерной графики 

[10, 11]. Для этого достаточно разложить вектор-

ную функцию (1) по осям координат x, y, z и за-

программировать построение графика параметри-

чески заданной функции x(t), y(t), z(t) при измене-

нии параметра t в диапазоне [0, 1]. 

Сформировав первый сегмент и определив 

вектор кривизны в его конечной точке, присоеди-

няем к нему следующий (второй) сегмент в соот-

ветствии с изложенным ниже алгоритмом. 

Шаг 1 (построение характеристической ло-

маной второго сегмента). Управляющие точки Q2, 

P2 характеристической ломаной R1Q2P2R2 второго 

сегмента r2(t) должны быть инцидентны наперед 

заданным касательным τ1, τ2 (см. рис. 4), но для 

G2-гладкого соединения второго сегмента с ранее 

рассчитанным первым сегментом этого недоста-

точно. Необходимо обеспечить совпадение сопри-

касающихся плоскостей Σ1
(1)

 и Σ1
(2)

 соединяемых 

сегментов в стыковой точке R1. Соприкасающаяся 

плоскость первого сегмента Σ1
(1)

(Q1P1R1) в точке 

R1 определена самой точкой R1 и положением за-

фиксированных ранее управляющих точек Q1, P1. 

Положение соприкасающейся плоскости второго 

сегмента Σ1
(2)

(R1Q2P2) определяется точками R1, 

Q2, P2. Чтобы соприкасающиеся плоскости совпа-

ли, требуется поместить управляющие точки Q2, 

P2 второго сегмента в плоскость Σ1
(1)

(Q1P1R1). 

Управляющая точка Q2 на касательной τ1 может 

быть указана произвольно, так как эта касательная 

лежит в соприкасающейся плоскости. В отличие 

от точки Q2, точка P2 не может быть произвольно 

указана на касательной τ2, так как она должна на-

ходиться одновременно как на τ2, так и в соприка-

сающейся плоскости. Поэтому точку P2 следует 

отметить на пересечении прямой τ2 и соприка-

сающейся плоскости Σ1
(1)

: 
(1)

2 2 1P    . Эта типо-

вая задача начертательной геометрии (построение 

точки пересечения прямой и плоскости) решается 

непосредственно на 3D-макете средствами компь-

ютерной графики. 

Результат шага 1: найдена характеристиче-

ская ломаная второго сегмента r2(t), исходя из ус-

ловия совпадения соприкасающихся плоскостей 

Σ1
(1)

 и Σ1
(2)

 соединяемых сегментов в стыковой 

точке R1 (см. рис. 4). Выполнение этого условия 

гарантирует коллинеарность векторов кривизны 

соединяемых сегментов r1(t) и r2(t) в точке стыка, 

но не обеспечивает ни равнонаправленности, ни 

совпадения модулей этих векторов.  

Шаг 2 (расчет комплекса весовых коэффици-

ентов второго сегмента). Комплекс весовых коэф-

фициентов второго сегмента вычисляется в соот-

ветствии с (5): 
3

(2)0 2 1 2

2
1 2 2 21

| |3
| (0) |

2 | |

 




R Q
K

R Q Q P
,       (8) 

где модуль вектора кривизны |K
(2)

(0)| в начальной 

точке сегмента известен (равен модулю вектора 

кривизны |K
(1)

(1)| в конечной точке предыдущего 

сегмента). Как и на шаге 1, модуль входящего в (8) 

векторного произведения 1 2 2 2R Q Q P  находим 

графически, построив параллелограмм на отрезках 

R1Q2, Q2P2 и определив его площадь с помощью 

справочных средств используемого графического 

пакета. Модуль вектора R1Q2 также определяем 

графически. При выполнении условия (8) и при 

любом значении ω3 получаем заданную кривизну в 

начале сегмента.  

Для обеспечения равнонаправленности векто-

ров кривизны в стыковой точке необходимо по-

требовать, чтобы управляющие точки Q1, P2 со-

единяемых сегментов, лежащие в соприкасающей-

ся плоскости Σ1
(1)

 = Σ1
(2)

, располагались по одну 

сторону от касательной τ1 (см. рис. 4). Если ука-

занное требование не выполнено, задача не имеет 

решения. В этом случае следует таким образом 

изменить положение направляющей прямой τ2, 

чтобы точка 
(1)

2 2P     оказалась по ту же сто-

рону от касательной τ1, что и точка Q1. 

Результат шага 2: найден комплекс (8) весо-

вых коэффициентов второго сегмента. Произволь-

но изменяя значения весовых коэффициентов ω0, 

ω1, ω2, ω3, но сохраняя расчетное значение (8), по-

лучаем множество рациональных кубических кри-

вых вида (1) с наперед заданным модулем кривиз-

ны в начальной точке. Дополнительная возмож-

ность управления формой сегмента обусловлена 

вариативностью положения управляющей точки Q2. 

Шаг 3 (расчет вектора кривизны в конечной 

точке второго сегмента). Для присоединения ко 

второму сегменту следующего (третьего) сегмента 

надо рассчитать вектор кривизны K
(2)

(1) в конце 

второго сегмента. Этот вектор рассчитывается в 

соответствии с формулой (4): 

(2) 1 3 2 2 2 2

2 3
2 2 2

2
(1)

3 | |

  




Q P P R
K

P R
.            (9) 

Вектор K
(2)

(1) перпендикулярен плоскости 

Σ2
(2)

(Q2P2R2), соприкасающейся со вторым сегмен-

том в его конечной точке R2. Как и на предыдущих 

шагах алгоритма, модуль входящего в (9) вектор-

ного произведения 2 2 2 2Q P P R  находим графиче-

ски, построив параллелограмм на отрезках Q2P2, 

P2R2 и определив его площадь с помощью спра-

вочных средств используемого графического паке-

та. Модуль вектора P2R2 также определяем графи-

чески. 
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Результат шага 3: определен вектор кривизны 

в конечной точке второго сегмента. Этот вектор 

необходим для G2-гладкого подключения ко вто-

рому сегменту следующего (третьего) сегмента.  

Многократно повторяя шаги 1…3 рассмот-

ренного алгоритма, получаем полное решение за-

дачи 1 (построение G2-гладкой составной кривой, 

проходящей через заданный набор точек и касаю-

щейся в этих точках заданных направляющих 

прямых). 

Пример 1  
Требуется соединить (с гладкостью G2) куби-

ческие сегменты r1(t) и r2(t). Кубический сегмент 

r1(t) зафиксирован. Он задан граничными точками 

R0(20; 35; 10), R1(50; 35; 20) и управляющими точ-

ками Q1(30; 25; -5), P1(33; 47; 21). Все весовые ко-

эффициенты первого сегмента приняты равными 

единице.  

Второй кубический сегмент задан граничны-

ми точками R1, R2(80; 0; 30), а также общей для 

соединяемых сегментов касательной τ1. В конеч-

ной точке R2 второго сегмента задана вертикаль-

ная касательная τ2 (рис. 5). Управляющие точки 

Q2, P2 и весовые коэффициенты второго сегмента 

неизвестны. Их следует определить из условия G2-

гладкого соединения сегментов r1(t) и r2(t).  

Решение. Найдем уравнение и выполним ви-

зуализацию первого сегмента r1(t). Подставляем 

координаты узловых точек и значения весовых 

коэффициентов этого сегмента в векторную функ-

цию (1) и раскладываем ее по осям координат. 

Учитывая, что 
3 2 2 3(1 ) 3 (1 ) 3 (1 ) 1t t t t t t        

при любом значении параметра t в диапазоне [0, 1], 

получаем параметрически заданную скалярную 

функцию: 
3 2 2 3

1
3 2 2 3

1
3 2 2 3

1

( ) 20(1 ) 90 (1 ) 99 (1 ) 50 ;

( ) 35(1 ) 75 (1 ) 141 (1 ) 35 ;

( ) 10(1 ) 15 (1 ) 63 (1 ) 20 .

x t t t t t t t

y t t t t t t t

z t t t t t t t

      

      

      

 (10) 

Уравнения (10) позволяют выполнить визуа-

лизацию сегмента r1(t) в любой компьютерной 

программе, дающей возможность пользователю 

программировать построение графика аналитиче-

ски заданной функции.  

Учитывая, что весовые коэффициенты сег-

мента r1(t) приняты равными единице, получаем, 

согласно (4), вектор кривизны этого сегмента в 

конечной точке R1:  

(1) 1 1 1 1

3
1 1

2
(1)

3 | |




Q P P R
K

P R
.               (11) 

Модуль входящего в (11) векторного произ-

ведения равен площади параллелограмма, постро-

енного на отрезках Q1P1, P1R1. Эта площадь и дли-

на отрезка P1R1 определены с помощью справоч-

ных средств компьютерной графики: 

S1 = 670,9881; P1R1 = 20,8327 (см. рис. 5). Подстав-

ляя найденные величины в (11), получаем: 

|K
(1)

(1)| = 0,049475.  

Проверка. Это же значение модуля кривизны 

в конечной точке сегмента r1(t) получается, если 

использовать известную [3] формулу 
2 2

2

2 2 2 3

( ) ( ) ( )
| |

( )

zy yz xz zx yx xy

x y z

    


 
K

        

  
,  (12) 

где значения входящих в (12) производных опре-

деляются дифференцированием функции (10) 

с последующей подстановкой t = 1. 

Найдем управляющие точки Q2, P2 характери-

стической ломаной второго сегмента r2(t). Точка Q2 

может быть произвольно размещена на касательной 

τ1, например, на расстоянии R1Q2 = 20. Точку P2 

находим на пересечении вертикальной касательной 

τ2 с плоскостью Σ1
(1)

(Q1P1R1) (см. шаг 1 алгоритма). 

С помощью справочных средств компьютерной 

графики определяем координаты точек Q2(66,2601; 

23,3853; 19,1588) и P2(80; 0; 3,2317). 

По формуле (8) рассчитываем комплекс весо-

вых коэффициентов второго сегмента: 

3
(2)0 2 1 2

2
1 2 2 21

| |3
| (0) |

2 | |

 




R Q
K

R Q Q P
.     (13) 

Здесь |K
(2)

(0)| = |K
(1)

(1)| = 0,049475, R1Q2 = 20, 

а модуль векторного произведения равен площади 

S2 = 370,4553 параллелограмма, построенного на 

сторонах R1Q2, Q2P2 (см. рис. 5). 

Подставляя указанные значения в (13), полу-

чаем: 0 2

2
1

1,6026
 




. Отдельные значения весо-

вых коэффициентов могут варьироваться. Поло-

жим, например, ω0 = 1,6026, ω1 = ω2 = 1. Значение 

весового коэффициента ω3 не влияет на кривизну в 

 
Рис. 5. К примеру 1 
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начальной точке сегмента, поэтому ω3 может зада-

ваться произвольно. При изменении ω3 изменяется 

форма конструируемого сегмента r2(t).  

Для визуализации сегмента r2(t) подставляем 

координаты узловых точек и значения весовых ко-

эффициентов этого сегмента в векторную функцию 

(1) и раскладываем ее по осям координат x, y, z. По-

лучаем параметризованное уравнение сегмента:  

3 2
2

2 3
3

3 2
2

3 2
2

2 3
3

1
( ) [80,13(1 ) 198,7803 (1 )

( )

240 (1 ) 80 ];

1
( ) [56,091(1 ) 70,1559 (1 ) ];

( )

1
( ) [32,052(1 ) 57,4764 (1 )

( )

9,6951 (1 ) 30 ],

x t t t t
t

t t t

y t t t t
t

z t t t t
t

t t t

    


   

   


    


   

    (14) 

где 
3 2 2 3

3( ) 1,6026(1 ) 3 (1 ) 3 (1 )t t t t t t t        . 

Параметр t меняется в диапазоне [0, 1]. Уравне-

ния (14) позволяют выполнить визуализацию сег-

мента r2(t). Присваивая весовому коэффициенту ω3 

различные значения, получаем сегменты r2(t) раз-

личной формы, но с неизменной кривизной в на-

чальной точке (см. рис. 5).  

Решение задачи 2 

(графоаналитический алгоритм) 

Не связанные между собой рациональные ку-

бические сегменты r1(t) и r3(t) вида (1) зафиксиро-

ваны своими характеристическими ломаными и 

весовыми коэффициентами (рис. 6). Требуется 

найти кубический сегмент r2(t), гладко (с гладко-

стью G2) соединяющий заданные сегменты.  

Согласно (4), графоаналитически определяем 

вектор кривизны K
(1)

(1) в конечной точке R1 пер-

вого сегмента r1(t). Аналогично определяем вектор 

кривизны K
(3)

(0) в начальной точке R2 третьего 

сегмента r3(t). Вставляемый сегмент r2(t) должен 

иметь точно такие же векторы кривизны в своих 

граничных точках R1 и R2.  

Шаг 1 (построение характеристической ло-

маной). Управляющие точки Q2, P2 характеристи-

ческой ломаной R1Q2P2R2 вставляемого сегмента 

r2(t) должны быть инцидентны касательным τ1, τ2. 

Для G2-гладкого соединения этого недостаточно. 

Необходимо обеспечить совпадение соприкасаю-

щихся плоскостей соединяемых сегментов в точ-

ках стыка R1, R2. В точке R1 соприкасающаяся 

плоскость Σ1
(1)

 первого сегмента определена точ-

ками R1, Q1, P1. Соприкасающаяся плоскость Σ1
(2)

 

вставляемого сегмента определена точками R1, Q2, 

P2. Эти плоскости должны совпадать: 
(1) (2)

1 1 1 1 2 21 1( ) ( )R Q P R Q P   .             (15) 

В точке R2 получаем аналогичное условие: 
(2) (3)

2 2 2 2 3 32 2( ) ( )R Q P R Q P   .          (16) 

Здесь надстрочный индекс (в скобках) обо-

значает номер сегмента, а подстрочный индекс – 

номер узловой точки Ri. 

Таким образом, искомые управляющие точки 

Q2, P2 вставляемого сегмента должны находиться 

на касательных τ1, τ2 и удовлетворять условиям 

(15), (16). Этот комплекс требований выполняется, 

если точки Q2, P2 находятся на пересечении каса-

тельных с соприкасающимися плоскостями:  
(3) (1)

2 1 2 3 3 2 2 1 1 12 1( ), ( )Q R Q P P R Q P       .    (17) 

Для обеспечения равнонаправленности векто-

ров кривизны в стыковой точке R1 требуется, что-

бы управляющие точки Q1, P2 сегментов r1(t) и 

r2(t), лежащие в соприкасающейся плоскости Σ1
(1)

 

= Σ1
(2)

, располагались по одну сторону от каса-

тельной τ1. Аналогичным образом для обеспечения 

равнонаправленности векторов кривизны в стыко-

вой точке R2 требуется, чтобы управляющие точки 

Q2, P3 сегментов r2(t) и r3(t), лежащие в соприка-

сающейся плоскости Σ2
(2)

 = Σ2
(3)

, располагались по 

одну сторону от касательной τ2.  

Если указанные требования не выполнены, 

задача не имеет решения.  

Шаг 2 (расчет весовых коэффициентов встав-

ляемого сегмента). Согласно (8), в начальной точ-

ке вставляемого сегмента r2(t) должно выполнять-

ся условие  
3

(2)0 2 1 2

2
1 2 2 21

| |3
| (0) |

2 | |

 




R Q
K

R Q Q P
,      (18) 

где модуль вектора кривизны |K
(2)

(0)| известен 

(равен модулю вектора кривизны |K
(1)

(1)| в конеч-

ной точке первого сегмента). Модуль входящего в 

(18) векторного произведения 1 2 2 2R Q Q P  нахо-

дим графически, построив параллелограмм на от-

резках R1Q2, Q2P2 и определив его площадь с по-

мощью справочных средств используемого графи-

ческого пакета. Модуль вектора R1Q2 также опре-

деляем графически.  

Согласно (9), в конечной точке вставляемого 

сегмента должно выполняться условие  
3

(2)1 3 2 2

2
2 2 2 22

| |3
| (1) |

2 | |

 




P R
K

Q P P R
,       (19) 

где модуль вектора кривизны |K
(2)

(1)| равен моду-

лю вектора кривизны |K
(3)

(0)| в начальной точке 

третьего сегмента. Как и ранее, модули векторов и 

векторных произведений, входящих в (19), опре-

деляем графически. 

При выполнении условий (18), (19) получаем 

искомый сегмент r2(t), гладко соединяющий сег-

менты r1(t) и r3(t).  

Примечание. При произвольном изменении 

значений отдельных весовых коэффициентов, вхо-

дящих в (18), (19), форма вставляемого сегмента 

не меняется, то есть задача G2-гладкой вставки 

рационального кубического сегмента (1) имеет 

единственное решение. 

Пример 2 

Даны кубические сегменты r1(t) и r3(t) 

(рис. 7а). Требуется найти кубический сегмент 
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r2(t), гладко (с гладкостью G2) соединяющий за-

данные сегменты.  

Рациональный кубический сегмент r1(t) задан 

характеристической ломаной R0(0; 65; 0)–Q1(80; 

65; 0)–P1(6; 49; 33)–R1(20; 35; 10) и весовыми ко-

эффициентами ω0 = 2; ω1 = 6; ω2 = 1,5; ω3 = 0,75. 

Модуль кривизны сегмента в конечной точке ра-

вен |K
(1)

(1)| = 0,09316. 

Сегмент r3(t) задан как кубическая кривая Бе-

зье (все весовые коэффициенты равны единице) с 

характеристической ломаной R2(50; 35; 20)–Q3(62; 

26; 19)–P3(80; 0; 0)–R3(80; 0; 30). Модуль кривизны 

сегмента в его начальной точке равен 

|K
(3)

(0)| = 0,05808. 

Решение 

Согласно (17), находим управляющие точки 

Q2(35,7087; 19,2913; –15,8071), P2(27,3414; 

51,9939; 21,8882) характеристической ломаной 

искомого сегмента r2(t). Чтобы рассчитать ком-

плексы весовых коэффициентов (18), (19), опреде-

ляем (с помощью справочных средств компьютер-

ной графики) модули входящих в эти выражения 

векторов: R1Q2 = 34,0519; P2R2 = 28,3861; 

S1 = 1 2 2 2| R Q Q P | = 592,5189; S2 = | 2 2 2 2Q P P R

| = 1181,6983. Подставляя найденные значения в 

(18), (19), получаем: 

0 2 1 3

2 2
1 2

9,3123; 1,6864
   

 
 

.         (20) 

Произвольно назначаем ω1 = ω2 = 1. Согласно 

условиям (20), получаем ω0 = 9,3123; ω3 = 1,6864. 

Подставляем координаты точек R1, Q2, P2, R2 и 

значения весовых коэффициентов в векторное урав-

нение (1). Раскладывая (1) по осям координат, полу-

чаем скалярные уравнения искомого сегмента r2(t): 

3 2
2

2
2 3

3 2
2

2
2 3

3 2
2

2
2

1
( ) [186,246(1 ) 107,1261 (1 )

( )

82,0242 (1 ) 84,32 ];

1
( ) [325,9305(1 ) 57,8739 (1 )

( )

155,9817 (1 ) 59,024 ];

1
( ) [93,123(1 ) 47,4213 (1 )

( )

65,6646 (1 ) 33,72

x t t t t
t

t t t

y t t t t
t

t t t

z t t t t
t

t t

    


  

    


  

    


   38 ],t

   

где 
3 2 2 3

2( ) 9,3123(1 ) 3 (1 ) 3 (1 ) 1,6864t t t t t t t        . 

Параметр t меняется в диапазоне [0, 1]. Визуализа-

ция сегмента r2(t) представлена на рис. 7б.  

 

Заключение 

Предложен графоаналитический алгоритм, 

позволяющий формировать составную G2-

гладкую кривую, проходящую через наперед 

заданные в трехмерном пространстве точки и 

касающуюся в этих точках наперед заданных 

прямых. 

Предложен графоаналитический алгоритм 

вставки кубического сегмента, гладко (с гладко-

стью G2) соединяющего наперед заданные куби-

ческие кривые. 

Отличительная особенность предложенных 

алгоритмов состоит в существенном использова-

нии справочных средств трехмерной компьютер-

ной графики. 

Представленные в статье примеры решения 

задач 1 и 2 транспарентны и могут быть использо-

ваны в учебном процессе. 

 

 
а) б) 

Рис. 7. К примеру 2 
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