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Существуют различные способы учета попе-
речной арматуры (хомутов) в методе конечных 
элементов (МКЭ). В ряде работ поперечная арма-
тура учитывается неявно, размазыванием ее по 
объему конечного элемента (КЭ). Такой способ не 
позволяет определить напряженно-деформиро-
ванное состояние хомутов и оценить их работу в 
качестве нагелей. В способе «наложения» жестко-
стей,который принят в настоящей работе, попе-
речная арматура, разбитая на линейные конечные 
элементы, жестко объединяется в узлах с элемен-
тами бетона, что не позволяет оценить взаимные 
смещения между хомутами и бетоном, происхо-
дящие при работе реальных конструкций (рис. 1). 

В данной работе принят метод учета попереч-
ной арматуры, заключающийся в разбиении 
стержней поперечной арматуры на линейные КЭ и 
объединении узлов КЭ хомутов с соответствую-
щими узлами КЭ бетона связующими элементами 
(СЭ) в виде двух безразмерных пружин (рис. 2), 
направленных вдоль стержня (хомута) и перпен-
дикулярно ему. 

Задача решается методом последовательных 
приближений следующим образом: 

– из выражения ۹܄ = ۾ + ઴ ,          (1) 
где ۹ – матрица жесткости расчетной схемы кон-
струкции; ܄ – матрица-столбец неизвестных перемеще-
ний узлов; ۾ – матрица-столбец внешних сил, приложен-
ных к узлам расчетной схемы; ઴ – вектор фиктивной нагрузки (матрица-
столбец), учитывающий проявление пластических 
свойств бетона, 
вычисляются перемещения ࢂ узлов бетона; 

– определяются перемещения узлов хомутов ࢞ࢂ решением отдельных систем уравнений, со-
ставленных для каждого стержня ۹࢈࢞ ∙ ࢞ࢂ + ۹сэ࢞ ∙ ᇱࢂ = ૙,        (2) 
где ࢈࢞ࡷ – матрица жесткости отдельного попереч-
ного стержня (хомута); 

۹сэ࢞  – матрица жесткости СЭ между узлами 
хомута и соответствующими узлами бетона; ࢂᇱ – перемещения узлов бетона, примыкаю-
щих к узлам хомутов (ࢂᇱ  выбираются из общего 
массива ࢂ); 

– вычисляются силы взаимодействия попе-
речной арматуры с бетоном ࢈࢞ࡼ = ᇱࢂ) − (࢞ࢂ ∙ ۹сэ࢞  ,        (3) 

– найденные силы ࢈࢞ࡼ суммируются с правой 
частью уравнения (1) и цикл повторяется; 

– процесс последовательных приближений за-
канчивается после достижения заданной точности 
по ࢞ࢂ , после чего окончательно вычисляются на-
пряжения в КЭ поперечной арматуры: 

– нормальные напряжения ો࢏,࢞ = ࢏,࢞࢒࢏,࢞ࢂశ૚ି࢏,࢞ࢂ ∙  (4)        ,࢙࢞ࡱ

– условные касательные напряжения сцепления ૌ࢏,࢞ = ࢏,࢞ࡿ࢏,в࢞ࡼ .                 (5) 

Здесь ࢏ – номер КЭ хомута, для которого вычис-
ляются напряжения; ࢏,࢞ࢂା૚, ࢏,࢞ࢂ – вертикальные перемещения узлов 
i-го КЭ хомута; ࢏,࢞࢒ – длина i-го КЭ хомута; ࢙࢞ࡱ – модуль упругости арматуры хомута; ࢏,࢞ࡿ – площадь боковой поверхности хомута в 
пределах одного КЭ. 

Свойства продольных связей между узлами 
хомутов и бетона описываются дифференциаль-
ным законом сцепления [1]. Использована мето-
дика определения их жесткостей, принятая в ра-
боте [2]. 

Жесткость продольной связи определяется по 
формуле ࢞ࡷ = ࢙ࡿ ∙ ૚࡭ ∙ ૛ࢍ૚࡯ିࢋ

,        (6) 
где ࢙ࡿ – площадь боковой поверхности арматуры; ࡭૚ = ૙,૞ࢋ ∙ ૚࡯; ࢓ࢍ࢓࣎ = ૚૛࢓ࢍ૛  ,взаимное смещение арматуры и бетона – ࢓ࢍ ,
соответствующее максимальному напряжению 
сцепления ࢓࣎. 
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Жесткости поперечных (по отношению к оси 
хомута) связей СЭ определяются отдельно для 
стадий работы конструкции без трещин и с тре-
щинами. 

В стадии работы конструкции без трещин жест-
кости поперечных связей между узлами хомута и 
узлами бетона (кроме узлов, расположенных на бе-
регах контакта между «старым» и «новым» бетона-
ми) принимаются постоянными и достаточно боль-
шими, считая, что взаимными поперечными смеще-
ниями арматуры и бетона можно пренебречь. Хому-
ты находятся в жестком соединении с бетоном в по-
перечном по отношению к ним направлении. 

Как показывают экспериментальные исследо-
вания, после образования трещин каждый хомут, 
пересекающий трещину, испытывает действие не 
только продольных, но и нагельных сил, стремя-
щихся срезать хомут в поперечном направлении. 
Однако, вследствие смятия бетона под хомутом, 
последний не срезается, а изгибается, работая как 
стержень, защемленный в бетоне, к которому при-
ложена поперечная сила. В данной работе этими 
силами являются усилия в поперечных связях. 

Рассматривая хомут как стержень, защемлен-
ный с двух сторон с пролетом ࢞࢒ (см. рис. 2), мож-
но определить величину нагельной силы ࢞ࢀв от 

смещения защемленных концов, как реакцию, дей-
ствующую в защемлении ࢞ࢀв = ૚૛∙࢒࢞ࡵ∙࢙࢞ࡱз(࢞)૜ ∙ ᇱ࢞∆ ,         (7) 

где ࢞ࡵ – момент инерции хомута; ࢒з(࢞) – длина условного пролета; ∆࢞ᇱ  – взаимное горизонтальное перемещение 
точек защемления хомута. 

При определении величины ࢒з(࢞) эпюра давле-
ния на бетон под хомутом принимается треуголь-
ной (рис. 3). 

Тогда ࢉࡺ = ࢔࢈ࡾ ∙ ૝(࢞)з࢒ ∙  (8)        ,࢞ࢊ
где ࢞ࢊ – диаметр хомута. 

Приравнивая выражения (6) и (7), получаем 
формулу для определения величины ࢒з(࢞) ࢒з(࢞) = ට૝ૡ ∙ ࢞ࢊ∙࢔࢈ࡾ࢞ࡵ∙࢙࢞ࡱ ∙ ᇱ૝࢞∆

.       (9) 

Жесткости связей определяются из выраже-
ний ቐ࢞,࢈࢞ࡷ(н) = ࢏,࢞ࢃି(н)ࢃ࢈࢞ࢀ (в)࢞,࢈࢞ࡷ; = ࢏,࢞ࢃି(в)ࢃ࢈࢞ࢀ ,      (10) 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема балки с хомутом: а – поперечный разрез балки без трещин; 
б – поперечный разрез балки с трещиной; в – расчленение на отдельные подсистемы 

 
Рис. 3. К учету работы поперечной арматуры (хомутов) 
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где ࢞,࢈࢞ࡷ(н) (в)࢞,࢈࢞ࡷ ,  – соответственно, жесткости попе-
речных связей нижнего и верхнего СЭ (рис. 2, б); ࢃ(в), ࢃ(н) – соответственно, горизонтальные 
перемещения верхнего и нижнего узлов бетона на 
берегах трещины; ࢏,࢞ࢃ – горизонтальное перемещение i-го узла 
хомута. 

Вычисления начинаются со второго прибли-
жения первого шага нагружения и выполняются 
для каждого хомута отдельно. 

Порядок вычисления следующий. 
1. Формируются массивы продольных и по-

перечных жесткостей СЭ между узлами бетона и 
хомута (࢟,࢈࢞ࡷ ,࢞,࢈࢞ࡷ). При этом, в связи с тем, что 
продольная арматура в реальной конструкции вы-
полняет роль анкера для хомута, введено условие 
об отсутствии взаимных смещений бетона и хому-
та в местах их пересечений с продольной армату-
рой, что достигается заданием высокой жесткости 
СЭ в крайних узловых точках хомута. Жесткости 
СЭ в этих узлах приняты равными: ࢞,࢈࢞ࡷ = 1 ∙ 10ଵଷ Н/см, ࢟,࢈࢞ࡷ = 1 ∙ 10ଵଷ Н/см. 

Для остальных СЭ (кроме СЭ, объединяющих 
узлы хомута с узлами бетона, расположенными на 
контакте между бетонами), при отсутствии трещин 
жесткости поперечных связей ࢞,࢈࢞ࡷ принимаются 
постоянными и равными 1 ∙ 10଼ Н/см, а жесткости 
продольных связей вычисляются по формуле (6). 
При этом площадь боковой поверхности арматуры ࡿࡿзаменяется на величину ࢞ࡿ, определяемую по 
формуле  ࢞ࡿ = ࢞࢓ ∙ вП࢞ࢊ࣊ ቀ∆࢏࢟ା∆࢏࢟శ૚૛ ቁ ,    (11) 

где ∆࢏࢟∆ ,࢏࢟ା૚ – размеры нижнего и верхнего КЭ 
хомута, примыкающих к рассматриваемому узлу; ࢞࢓ – количество хомутов в сечении по ширине 
балки;вП– ширина сборной части. 

Величина ࢍ в формуле (6) определяет взаим-
ные вертикальные смещения узлов бетона ࢏,࢈ࢁ и 
хомута ࢏,࢞ࢁ, объединенных связью. При вычисле-
нии жесткостей поперечных связей СЭ, объеди-
няющих узлы хомута с узлами бетона, располо-
женными на контакте между бетонами (формула 
10), предварительно по формуле (7) определяются 
величины ࢈࢞ࢀ. При этом значение ࢒з(࢞) вычисляет-
ся по формуле (9). Аналогично вычисляются жест-
кости поперечных связей, объединяющие узлы 
бетона, расположенные на берегах трещины, с уз-
лами хомута. 

2. Формируется матрица жесткости системы 
линейных уравнений для хомута (матрица K୶ୠ в 
выражении (2)). При этом, в виду симметрии, рас-
сматривается лишь верхняя ее часть. 

3. Формируется матрица-столбец свободных 
членов системы линейных уравнений для хомута. 
Свободными членами являются усилия в соответ-
ствующих связях, определяемые по формуле ࢏ࡾ = ࢏,࢈࢞ࡷ ∙  .࢏,࢈࢜
Здесь ࢏ࡾ = ቂ࢏,࢟ࡾ࢏,࢞ࡾቃ;࢏,࢈࢞ࡷ = ቂ࢏,࢟࢈࢞ࡷ࢏,࢞࢈࢞ࡷቃ;࢏,࢈ࢂ = ቂ࢏,࢈ࢁ࢏,࢈࢝ቃ , 
где ࢏,࢞࢈࢞ࡷ,࢏,࢞ࡾ – усилие в поперечной связи для 
узла хомута и ее жесткость; 

 усилие в продольной связи для – ࢏,࢟࢈࢞ࡷ ,࢏,࢟ࡾ
узла хомута и ее жесткость; ࢏,࢈ࢁ ,࢏,࢈࢝ – горизонтальное и вертикальное пе-
ремещения узла бетона, объединенного с узлом 
хомута ࢏. 

В случае объединения узла хомута с двумя 
узлами бетона (рис. 4, б), при определении сво-
бодных членов вычисляется суммарное усилие в 
основной и дополнительной связях. 

4. Выполняется решение системы линейных 
уравнений для хомута методом Гаусса, в результа-
те чего определяются новые значения перемеще-
ний узлов хомута ࢏,࢞ࢁ ,  .࢏,࢞࢝

5. Используя вновь полученные перемеще-
ния узлов хомута, а также жесткости СЭ и пере-
мещения соответствующих узлов бетона, по фор-
муле (3) определяются силы взаимодействия P୶ୠ 
между узлами хомута и бетона, которые исполь-
зуются на следующем этапе формирования систе-
мы линейных уравнений для узлов бетона. 

6. По формулам (4) и (5) определяются нор-
мальные напряжения в хомуте σ୶,୧ и условные ка-
сательные напряжения сцепления по его поверх-
ности τ୶,୧. 

Вышеприведенный порядок вычислений по-
вторяется для каждого хомута. 

В результате расчета сборно-монолитной бал-
ки установлено, что наличие хомутов в расчетной 
схеме существенно влияет на величину деформа-
ций сдвига по контакту. На рис. 4 представлено 
распределение деформаций сдвига по контакту, 
полученное при нормативной нагрузке (линия 1) и 
то же распределение, полученное после выполне-
ния последней итерации, когда достигнута сходи-
мость по всем показателям (линия 2). 

Видно, что включение хомутов в работу, ко-
торое проявляется в виде передачи нагельной силы ࢈࢞ࢀ на бетон, уменьшает величину деформаций 
сдвига. Наиболее существенно это проявляется 
там, где уже образовалась трещина по контакту.  
С ростом нагрузки величина силы ࢈࢞ࢀ растет  
(см. рис. 4, б). 

Таким образом, установлено, что хомуты в 
местах пересечения ими контакта по длине балки 
работают неравномерно. До образования трещин 
по контакту величина растягивающих напряжений 
в них не превышала 30,0 МПа. После прохождения 
трещины по контакту напряжения в хомутах, пе-
ресекающих в этом месте контакт, резко возрас-
тают, и практически вся внешняя сила восприни-
мается здесь хомутами. Нагельные силы, возни-
кающие в хомутах, сдерживают проявление де-
формаций сдвига, причем особенно существенно 
после появления трещин по контакту. 

 
Выводы 
Предлагаемая методика расчета сборно-

монолитных балок с бесшпоночным контактом и 
передачей нагрузки на сборную часть с использо-
ванием МКЭ позволяет учесть влияние нагельного 
эффекта поперечной арматуры на напряженно-
деформированное состояние контакта между бе-
тонами и конструкции в целом. 
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Рис. 4. Влияние хомутов на распределение абсолютных деформаций сдвига ∆ࢃконтактного слоя: 
а – абсолютные деформации сдвигов бетона контакта; 1 – без учета хомутов; 2 – с учетом хомутов; 

б – величина нагельной силы ࢈࢞ࢀ 
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