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Работа строительных конструкций при запро-
ектных воздействиях (в виде ударов и импульсов) 
представляет повышенный интерес специалистов, так 
как это связано с проблемой надежности и безопасно-
сти сооружений, широко обсуждаемой в последнее 
время в научно-технической литературе [1–3]. 

Крановые нагрузки относятся к категории си-
ловых воздействий и оказывают значительное 
влияние на конструкции производственных зда-
ний. В соответствии с Европейскими нормами 
EUROCODE 1[4] эти нагрузки подразделяются на 
постоянные, переменные и аварийные. В зависимо-
сти от грузоподъемности крана сосредоточенная 
сила от колеса на подкрановую конструкцию (балку 
или ферму) может достигать 1000 кН и более. 

Аварийные воздействия, возникающие при 
работе крана, могут создаваться от удара крана о 
тупиковые упоры либо при его наезде с грузоза-
хватным устройством на препятствие. Кроме того, 
возможны аварийные ситуации, связанные с раз-
гибом крюка или разрывом стропа, приводящие к 
падению груза при движении крана. В последнем 
случае вертикальная нагрузка на колесо крана 
имеет вид импульсных сил, амплитуда которых 
вследствие динамического характера воздействия 
может превышать статический эффект в 2–3 раза. 

В статье приведены математические модели 
расчета конструкции с разрушающимися связями 
при аварийном воздействии. Для определения ди-
намической реакции поврежденной конструкции 
используется метод временного анализа, основан-
ный на исследовании характеристического мат-
ричного квадратного уравнения и приводящий в 
рамках принятых моделей к замкнутому решению 
во временной области [5]. При этом система рас-
сматривается как конструктивно нелинейная, по-
скольку при внезапном выключении несущих эле-
ментов из работы происходит изменение парамет-
ров расчетной динамической модели (РДМ) со-

оружения. В отличие от статической задачи изме-
няются не только жесткостные, но и инерционные 
и демпфирующие характеристики. 

Уравнение движения дискретной диссипатив-
ной системы (ДДС) с учетом действия статической 
нагрузки (1, а)и начальные условия (1, б) записы-
ваются так: 

( ) ( ) ( ) ( )MY t CY t KY t P t Q    ,  (а) 

0 0 0 0( ) , ( )Y t Y Y t Y   ,  (б)     
(1) 

где M = diag (m1, ... , mn), Т ,C С  

 T
nK K M R  – матрицы масс, демпфирования 

и жесткости; Y(t), P(t), Q – векторы перемещений и 
внешней нагрузки (динамической и статической). 

Характеристическое матричное квадратное 
уравнение для однородного ОДУ, соответствую-
щего (1, а), представляется в виде 

2   0i i i i iM S C S K   .                             (2) 
Из этого уравнения отыскиваются два матрич-

ных корня 1,2 ( )nS М C , которые позволяют опре-
делить все параметры собственных колебаний ДДС 
(частоты, коэффициенты демпфирования и формы 
колебаний) и сформировать фундаментальные ре-
шения, входящие в общий интеграл однородного 
ОДУ: 1( ) Stt e  , 12 ( ) ( )t t   . При решении уп-
ругой задачи матричные корни обладают свойством 
сопряженности. 

Система разрешающих уравнений задачи с 
начальными условиями (1) на интервале 0[ ; ]at t t  
имеет вид: 
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Здесь T   .U MS S M С    Вектор  0–pZ t t  
записан для случая действия синусоидального им-
пульса   0 sin(θ )P t Р t , где 0Р – вектор амплитуд 
импульсной нагрузки; θ π / at – длина импульса; 
Е – единичная матрица. После завершения дейст-
вия импульса (при at t ) система совершает сво-
бодные колебания, поэтому в (4) необходимо по-
ложить  0– 0.pZ t t   

На основе кинематических характеристик (4) 
вычисляются силовые параметры реакции – векто-
ры восстанавливающих R(t), диссипативных F(t) и 
инерционных I(t) сил: 

           , , –R t KY t F t C t I t M t   .    (5) 

Далее для каждого элемента конструкции во 
временной области можно определить значения 

абсолютных и относительных деформаций, про-
дольных сил и нормальных напряжений. 

В момент времени ti, когда происходит вне-
запное выключение несущего элемента, необхо-
димо выполнить корректировку внешних динами-
ческих параметров РДМ конструкции. Для этого 
проводится решение уравнения (2) при новых зна-
чениях матриц iM , iС , iK  и в результате полу-
ченного значения матричного корня iS  в системе 
(3) формируются матрицы iU  и iS , а также фун-
даментальная матрица. Вычисление полной реак-
ции (3) проводится с учетом замены t0 на ti в ком-
понентах реакции (4) – Z(t). Вектор Q определяет-
ся выражением ,st i st iQ KY K Y  , где ,,st st iY Y  – 
векторы статических перемещений системы, соот-
ветственно, в неповрежденном и поврежденном 
состояниях. Векторы начальных условий (1) фор-
мируются в конце предыдущего интервала време-
ни из уравнений (3), (4) при it t : 

0 ( ),iY Y t 0 ( )iY Y t  . 
В качестве примера рассмотрена задача коле-

баний подкрановой двухпролетной фермы, вы-
званных действием импульсной нагрузки (рис. 1). 
Вертикальная нагрузка моделируется обрывом 
стропа на тележке с грузом при движении мосто-
вого крана (рис. 2, а). 

 
 

Рис. 1. Расчетная динамическая модель подкрановой фермы 
 

 
 

 
2                     3                     4 
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Рис. 2. Крановая нагрузка:  
а – положение крана в момент аварийного воздействия; б – узловая нагрузка от крана 
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Каждый узел конструкции имеет две степени 
свободы – по горизонтали и вертикали. Общее 
число степеней свободы фермы, с учетом нало-
женных на нее связей, равно n = 32. Степень ста-
тической неопределимости – 1. Материал конст-
рукции – сталь 09Г2 с начальным модулем упру-
гости Е= 210060 МПа. Верхний пояс выполнен из 
двутавра 50Ш4, нижний пояс выполнен в виде 
парных уголков – 2∟20012512, стойки – 
2∟12512, раскосы – 2∟16016. Массы mj модели 
складываются из масс стержней, сходящихся в 
узлах. 

Матрица демпфирования С строится по моде-
ли непропорционального демпфирования [5, 6]. 

Элементы вектора статической нагрузки Q, 
связанные со степенями свободы в вертикальном 
направлении, определяются выражением 

   ,kQ M k k g  (рис. 1), где g – ускорение свобод-
ного падения тела. Элементы, относящиеся к сте-
пеням свободы в горизонтальном направлении, – 
нулевые. Матрица масс имеет диагональный вид, 
ее элементы моделируются узловыми массами, 
собранными с половины длины входящих в узел 
стержней. 

Динамическая нагрузка моделируется при 
обрыве стропа в виде вертикальных импульсов на 
колесах крана, передающихся на подкрановую 
конструкцию. Для мостового крана грузоподъем-
ностью 32 т со средним режимом работы ампли-
туда нагрузки в рабочем режиме составила 
Рk = 320 кН [7]. В момент аварии самым невыгод-
ным оказалось положение крана, представленное 
на рис. 2, а. Сила Рk на левом колесе тележки при-
кладывается к узлу 11 в полную величину, а на 
правом колесе пропорционально раскладывается 
на составляющие  ,1 0,4 / 3k kP Р  и 

 ,2 2,6 / 3k kР Р  и прикладывается к двум смеж-
ным узлам 12 и 13, соответственно (рис. 2, б). При 
формировании матрицы масс для узлов 11-13 были 
учтены присоединенные (дополнительные) массы 
mk,j, связанные с положением крана в момент ава-
рийного воздействия (рис. 2, б). 

При коэффициенте динамичности дин  3k   
максимальная амплитуда нагрузки составила 
Рk, дин = 960 кН. Длина импульса была принята 
равной   0,05 сat  . 

На рис. 3 представлены осциллограммы ки-
нематических (а, б, в) и силовых (г, д, е) парамет-
ров реакции, вычисленные по уравнениям (3)–(5) 
для узлов фермы 11-13 (рис. 2). 

При t1 = 0,045 с и t2 = 0,1196 с происходит вы-
ключение из работы раскосов 5-13 и 1-11, соответ-
ственно, вследствие потери устойчивости от кри-
тических сжимающих напряжений σcr = 297,7 МПа. 
В момент перехода системы в новое состояние 
(при t1) кривые перемещений и скоростей 
(рис. 3, а, б) являются непрерывными функциями 
времени, что обеспечивается постановкой началь-

ных условий (1, б), причем кривые скоростей 
(рис. 3, б) имеют переломы. Кривые ускорений 
(рис. 3, в) и силовых параметров реакции (рис. 3, 
г–е) имеют разрывы. 

На интервале 1 2[ ; ]t t t  резко меняется харак-
тер колебаний узлов фермы: при выключении из 
работы раскоса 5-13 в спектре динамической реак-
ции наряду с основным тоном усиливается вклад 
высших гармоник (рис. 3). 

На рис. 4 показаны осциллограммы напря-
жений в стержнях левого (нагруженного) проле-
та фермы. Пунктиром показаны кривые, относя-
щиеся к выключаемым из работы раскосам 5-13 
и 1-11. 

При потере устойчивости раскоса 1-11 (при t2) 
левая половина РДМ фермы становится геометри-
чески изменяемой системой и, следовательно, для 
заданной модели с шарнирными узлами резервы 
прочности оказываются исчерпанными, что неиз-
бежно приведет к прогрессирующему обрушению. 
Однако в силу того, что верхний пояс фермы вы-
полнен в виде неразрезной двутавровой балки, 
можно считать, что данная система еще обладает 
некоторой несущей способностью. Расчетная мо-
дель поврежденной конструкции в этом случае 
представляется в виде комбинированной системы, 
состоящей из балки жесткости и неполной шар-
нирной цепи (так как часть элементов решетки и 
нижнего пояса выключена из работы).  

Для балочного механизма разрушения с пла-
стическим шарниром в узле 11 предельная нагруз-
ка составила Рu = 460 кН, что значительно ниже 
(более чем в 2 раза) амплитудного значения нагруз-
ки при аварийном воздействии Pk, дин = 960 кН. 
Следовательно, данное запроектное воздействие 
приведет к полному обрушению левой части под-
крановой конструкции. 

Для оценки точности решения динамической 
задачи (1) была выполнена подстановка найден-
ных вектор-функций кинематических параметров 
(3) в левую часть уравнения движения (1, а). Ос-
циллограммы невязок этого уравнения на рис. 5 
показывают, что погрешность вычислений не пре-
вышает величины 10( ) 3,6 10kP t     кН. Данный 

результат позволяет сделать предположение о том, 
что полученное решение является точным. 

Сравнение с напряжениями по методикам [8, 
9] показывает, что эти методики в целом дают за-
вышенный результат: наибольшие отличия дос-
тигнуты для стержней 3-4 (расхождение в 5,85 раз) 
и 13-14 (расхождение в 8 раз) и для большинства 
стержней эти напряжения превышают предел 
прочности материала на растяжение (σu,t= 305 МПа) 
и критические сжимающие напряжения (σcr = 
282...315 МПа). 

Все вычисления и подготовка графических 
материалов выполнялись с использованием систе-
мы инженерных и научных расчетов MATLAB. 
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Рис. 3. Осциллограммы параметров реакции: а – перемещений; б – скоростей; в – ускорений;  

г – восстанавливающих сил; д – диссипативных сил; е – инерционных сил 
 
 

 
Рис. 4. Осциллограммы сжимающих и растягивающих напряжений 
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Выводы. В аналитической форме построены 
уравнения динамической реакции ДДС с выклю-
чающимися (разрушающимися) связями. Пред-
ставленные уравнения в рамках принятых моде-
лей имеют замкнутую форму. Это подтверждает 
пример расчета подкрановой фермы на аварийное 
воздействие с выключающимися раскосами. По-
лученные результаты позволяют давать оценку 
несущей способности конструкции при отказе 
одного или нескольких последовательно выклю-
чающихся несущих элементов в процессе вре-
менного анализа. Открывается возможность для 
прогнозирования состояния конструкции в плане 
ее живучести, а также надежной и безопасной 
работы. 
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DYNAMIC ANALYSIS OF CRANE TRUSS 
IN CASE OF CONSTRUCTIVELY NONLINEAR OPERATION 
OF ITS ELEMENTS 

 
A.N. Potapov, South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation, potapov.alni@gmail.com. 
N.A. Zyambaev, South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation, nikzyam@mail.ru. 
  

The paper deals with time analysis of constructively nonlinear systems under dynamic load. 
The theoretical basics of the method are given. The system of resolving equations of the problem is 
presented. The authors provide an example of dynamic analysis of a two-span metallic crane truss in 
case of its complete failure from the emergency load of the bridge crane as a result of the load sling 
abruption. The proposed method is compared with traditional calculation methods. The accuracy of 
the problem solving using the time analysis is justified.  

Keywords: method, time analysis, mathematical model, oscillations, dynamic reaction, con-
structive nonlinearity, emergency impact, bridge crane, crane truss. 
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