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В архитектурном проектировании широко 
применяются разнообразные пространственные 
фермы и арки, которые могут служить не только 
самостоятельными несущими конструкциями, но и 
входить в состав тонкостенных пространственных 
покрытий в качестве диафрагм, оболочек и т. п. 
При проектировании пространственных стержне-
вых конструкций требуется находить прямые ли-
нии (трансверсали), пересекающие некоторое мно-
жество заранее заданных прямолинейных или кри-
волинейных стержней [1]. Подобные геометриче-
ские задачи также возникают в кристаллографии 
при построении моделей кристаллических реше-
ток [2], в геодезии при расчете траекторий и в дру-
гих областях техники. В своей простейшей поста-
новке задача о трансверсалях сводится к построе-
нию общей секущей двух или трех скрещиваю-
щихся прямолинейных направляющих. При этом 
получают множество прямых, образующих из-
вестные линейчатые поверхности второго порядка, 
применяемые в строительстве и архитектуре (ко-
сые плоскости, однополостные гиперболоиды). 

Особо следует рассмотреть построение общей 
секущей четырех произвольно расположенных в 
пространстве скрещивающихся прямых, так как 
эта задача не решается методами элементарной 
геометрии. Для ее точного конструктивного реше-
ния требуется использовать теорию кривых второ-

го порядка и специализированное программное 
средство [3].  

В современной начертательной геометрии про-
странство рассматривают как множество каких-
либо объектов, которые называют «точками». Од-
ним из простейших множеств является простран-
ство прямых (линейчатое пространство). В линей-
чатом пространстве в качестве основного базового, 
неделимого элемента («точки») принята прямая 
линия, а все геометрические объекты рассматри-
ваются как множества прямых. Например, плос-
кость рассматривают как поле прямых, а точку 
плоскости как пучок прямых линий. Студенты, 
изучающие теорию перспективы, знают, что пер-
спективное изображение точки строится как место 
пересечения двух каких-либо характерных вспо-
могательных прямых (радиальных, перпендикуляр-
ных к картине, идущих в общую точку схода и др.). 
Иначе говоря, точка в перспективе моделируется 
двумя прямыми линиями.  

Напомним, что в обычном точечном про-
странстве прямая моделируется двумя точками. 
Поэтому двумерное точечное и линейчатое дву-
мерное пространства взаимно двойственны (оба 
пространства двупараметричны). 

При переходе в трехмерное пространство 
двойственность нарушается. Если обычное точеч-
ное пространство трехпараметрично (содержит ∞3 
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точек), то линейчатое пространство состоит из 
четырехпараметрического множества прямых (со-
держит ∞4 прямых), так как каждая прямая трех-
мерного пространства определяется четырьмя па-
раметрами.  

Решение задачи о трансверсали четырех дан-
ных прямых a, b, c, d сводится, как известно, к по-
строению линейчатой поверхности Θ с тремя пря-
молинейными направляющими, в качестве кото-
рых берут любые три прямые из четырех задан-
ных, и к последующему поиску точек пересечения 
четвертой прямой с поверхностью Θ.  
 

 
Рис. 1. Пространственная стержневая  

конструкция (чертеж) 
 

Пусть дан двухпроекционный чертеж про-
странственной стержневой конструкции, состоя-
щей из четырех непересекающихся стержней  
a, b, c, d (рис. 1). Требуется найти положение 
стержней, пересекающих данные, то есть постро-
ить трансверсали четырех скрещивающихся пря-
мых. Алгоритм построения трансверсалей остается 
неизменным при использовании любой геометри-
ческой модели, изоморфной трехмерному евкли-
дову пространству. В частности, задача совершен-
но одинаково решается как на двухпроекционном 

чертеже (см. рис. 1), так и на 3D-макете, выстраи-
ваемом на экране компьютера. Изоморфизм моде-
ли является обязательным условием не только 
геометрического, но любого другого моделирова-
ния (математического, физического, технического 
и др.). Рассмотрим алгоритм решения задачи о 
трансверсалях (общих секущих) четырех непере-
секающихся прямых a, b, c, d, произвольно распо-
ложенных в пространстве. 

Действие первое. Принимая любые три из 
четырех данных прямых (например, прямые a, b, c) 
за направляющие линейчатой поверхности Θ, 
строим сетку прямых, пересекающих направляю-
щие a, b, c. Как известно, Θ – поверхность второго 
порядка (однополостный эллиптический гипербо-
лоид), поэтому любое плоское сечение поверхно-
сти Θ – кривая второго порядка, которая вполне 
определена пятью своими точками. Поэтому дос-
таточно «дополнить» сетку гиперболоида Θ всего 
двумя прямыми m, n, пересекающими данные 
прямые a, b, c (рис. 2, а). Поскольку эта задача ре-
шается известным способом, то на чертеже не по-
казаны вспомогательные построения. После вы-
полнения вспомогательных построений получаем 
сетку, содержащую пять прямых a, b, c, m, n, ле-
жащих на поверхности гиперболоида Θ. Каждая из 
скрещивающихся прямых a, b, c пересекается с 
прямыми m, n, образуя шесть точек пересечения 
(см. рис. 2, а).  

Действие второе. Находим точки пересече-
ния заданной прямой d с поверхностью Θ. Это по-
строение выполняется по схеме решения первой 
позиционной задачи. В соответствии со схемой 
через прямую d проводим вспомогательную се-
кущую плоскость Σ, которая пересекает сетку  
a, b, c, n, m в точках 1, 2, 3, 4, 5. Горизонтальные 
проекции этих точек отмечены на чертеже (рис. 2, б) 
двойными кружками. Через найденные точки 1…5 
проходит коническое сечение g поверхности Θ се-

 
        а)     б)        в) 

Рис. 2. Построение кривой второго порядка по пяти точкам 
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кущей плоскостью Σ. В пересечении прямой d с ко-
ническим сечением g отмечаем точки M, N (рис. 2, в). 

Отметим, что посредством обычных инстру-
ментов (циркуля, линейки) невозможно вычертить 
кривую второго порядка, проходящую через за-
данные точки 1…5. Такая опция (вычерчивание 
кривой второго порядка, проходящей через пять 
заданных точек) для общего случая не предусмот-
рена ни в одной из современных графических про-
грамм. Поэтому для решения задач геометриче-
ского моделирования составлено программное 
средство [3], с помощью которого вычерчивается 
кривая второго порядка g (в данном примере – 
гипербола), инцидентная пяти точкам 1…5 (см. 
рис. 2, в). В точках M, N прямая d пересекается с 
поверхностью гиперболоида Θ(a, b, c…).  

Действие третье. Искомая трансверсаль t в 
соответствии с условием задачи должна пересечь-
ся с прямыми a, b, c, следовательно, прямая t 
должна находиться на поверхности гиперболоида 
Θ(a, b, c…). С другой стороны, прямая t должна 
пересекать данную прямую d, которая имеет с ги-
перболоидом Θ всего две общие точки M, N. По-
этому искомая прямая должна быть образующей 
гиперболоида и проходить через точку N (или M). 
Через точку N на поверхности гиперболоида про-
ходит единственная прямолинейная образующая, 
пересекающая направляющие a, b, c, которая и 
является искомой трансверсалью t. Для оконча-
тельного решения задачи достаточно провести 
через точку N (или точку M) прямую, пересе-
кающую любые две из трех заданных прямых  
a, b, c.  

Пусть, например, построена прямая t, прохо-
дящая через N и пересекающая прямые a, b в точ-
ках A, B (рис. 3). Построение такой прямой выпол-
няется обычными средствами начертательной гео-
метрии, поэтому на чертеже условно не показаны 
соответствующие вспомогательные построения. 
Найденная прямая t имеет три общие точки A, B, N 
с поверхностью гиперболоида Θ, следовательно, 
прямая t принадлежит поверхности гиперболоида 
и в некоторой точке C пересекает направляющую c 
(см. рис. 3). Прямая t является искомой трансвер-
салью, пересекающей данные прямые a, b, c, d в 
точках A, B, C, N.  

 
Рис. 3. Построение трансверсали 

 
Повторяя указанное рассуждение для точки 

M, находим еще одно решение задачи. Очевидно, 
если точки пересечения M, N с гиперболоидом Θ 
мнимые, то задача не имеет решения. Если точки 
M, N совпали (прямая d касается гиперболоида Θ) – 
получаем одно решение. Таким образом, задача о 
трансверсалях четырех данных прямых может 
иметь два, одно или вовсе не иметь решений.  

Вывод 
Алгоритм решения задачи о трансверсалях 

может быть реализован в практике конструирова-
ния пространственных стержневых конструкций с 
помощью специализированных средств компью-
терной графики в сочетании с классическими ме-
тодами начертательной геометрии.  
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