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Введение. Конструкции современных зданий 
и сооружений подвергаются действию различных 
нагрузок (импульсы, взрывы, удары, химическая 
коррозия и др.), что может стать причиной нели-
нейного поведения строительных объектов. В ли-
тературе широко известны три вида нелинейности: 
физическая [1–3], конструктивная [4–6] и геомет-
рическая [7–9]. Для оценки силового сопротивле-
ния в таких случаях определяются различные па-
раметры реакции: кинематические, силовые, энер-
гетические и т.д. 

Данная статья посвящена исследованию энер-
гетических параметров реакции дискретной сис-
темы (потенциальной, кинетической и полной ме-
ханической энергии) при её конструктивно нели-
нейной работе, когда расчётная схема в процессе 
анализа изменяется [10]. При этом система совер-
шает переход в промежуточное состояние, вы-
званный отказом одного из несущих элементов 
вследствие потери прочности при коррозионном 
воздействии. 

Для решения такой динамической задачи 
используется метод временного анализа (МВА), 
основанный на исследовании характеристиче-
ского матричного квадратного уравнения (МКУ) 
[11]. Процесс вычисления реакции разбивается 
на квазилинейные интервалы времени t  [ti, 
ti+1], на которых параметры РДМ (жесткостные, 

демпфирующие, инерционные) постоянны. В 
качестве граничных (критических) точек ti при-
нимаются моменты выключения (отказа) эле-
ментов из работы. Переход системы из i-го в 
новое (i+1)-е состояние считается мгновенным. 
Решение по МВА на квазилинейном интервале 
строится в замкнутой форме интеграла Дюаме-
ля, т. е. является точным [11]. 

Использование МВА иллюстрируется на при-
мере расчёта статически нагруженной плоской 
стальной ферменной конструкции в процессе сво-
бодных колебаний, вызванных внезапным отказом 
одного из несущих элементов. 

Уравнение движения дискретной диссипа-
тивной системы. Дифференциальное уравнение 
движения конструктивно нелинейной дискретной 
диссипативной системы (ДДС) (1), находящейся 
под действием постоянной статической нагрузки 
Q, при свободных колебаниях на любом интервале 
движения t  [ti, ti+1] совместно с начальными ус-
ловиями (2) имеет вид: 

 
   0

( ) ( )  ,  
, ,

i i i

i i

M Y t C Y t K Y t Q
Y Y t t
   
  

 
 

(1)

(2)

где iM , iC , KiMn(R) – соответственно, матрицы 
масс, демпфирования и жёсткости системы в i-м 
состоянии; Y(t) – вектор искомых узловых пере-
мещений ДДС. 
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Интегрирование однородного ОДУ, соответст-
вующего (1), связано с построением фундаменталь-
ной матрицы Ф(t) =  e iS t , где SiMn (C) – корень 
МКУ: 

2  0.i i i i iM S C S K                                       (3) 
Матрица Si содержит в своём спектре внут-

ренние динамические характеристики ДДС: собст-
венные частоты, коэффициенты демпфирования и 
формы собственных колебаний [11]. 

При переходе системы из i-го в новое (i+1)-е 
состояние в левых частях уравнений (1) и (3) пере-
считываются матрицы Mi+1, Ci+1, Ki+1, на основе 
которых вычисляется новое значение Si+1. В дан-
ном исследовании принято допущение, что при 
таком переходе элементы матрицы масс сохраня-
ют свои значения, а элементы матриц демпфиро-
вания и жёсткости – нет. 

Описанное моделирование конструктивно-
нелинейного процесса позволяет свести задачу к 
разработанному расчётному алгоритму, когда 
нелинейный анализ рассматривается как после-
довательность расчёта упругих систем [11]. 

Параметры динамической реакции дис-
кретной системы. Система уравнений, позво-
ляющая при решении динамической задачи (1), (2) 
с единых позиций определять реакцию квазили-
нейной ДДС в i-м состоянии на интервале времени 
t  [ti, ti+1] имеет вид: 
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(4) 

Здесь t = t– ti;  Ф( t ) = e iS t ; Ui = MiSi + Si
ТMi + Ci. 

Выражения (4) определяют узловые кинема-
тические параметры: перемещения, скорости и 
ускорения. На их основе определяются силовые 
характеристики (соответственно, векторы восста-
навливающих, диссипативных и инерционных 
сил): 

R(t) = KiY(t), F(t) = Ci ( )Y t , I(t) = –Mi ( )Y t .    (5) 
Через узловые перемещения Y(t) можно пе-

рейти к параметрам напряжённо-деформи-
рованного состояния (НДС) стержней конструк-
ции: деформациям ε(t), продольным силам N(t) и 
нормальным напряжениям σ(t) и др. 

Все отмеченные характеристики реакции по-
зволяют выполнить достаточно полный анализ 
силового сопротивления модели на заданном вре-
менном интервале в процессе колебаний. Тем не 
менее, качество анализа можно повысить, опреде-
лив энергетические параметры системы: полную 
потенциальную, кинетическую и полную механи-
ческую энергии. 

Полная механическая энергия системы Э(t) – 
это скалярная величина, вычисляемая в некоторый 

момент времени как сумма полной потенциальной 
П(t) и кинетической Т(t) энергий [12]: 

( )  ( )  ( ).Э t П t Т t                                                (6) 
Слагаемое П(t) зависит от взаимного располо-

жения точек системы и определяется разностью ме-
жду работой внутренних сил (энергией деформации) 
и потенциалом внешних сил: П(t) = Пд(t) – Пс(t) [13]; 
слагаемое Т(t) – это мера движения этих точек в 
процессе колебаний [12]. 

Для дискретной системы с n степенями сво-
боды величины правой части в (6) определяются 
суммами: 
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Компоненты Пk(t), Тk(t) связаны с k-й степе-
нью свободы модели. 

Для конструкции, находящейся под действи-
ем собственного веса Q, параметры (*) согласно 
[14] можно записать в векторной форме в зависи-
мости от параметров реакции (4), (5): 

     T2 –П t R t Q Y t    , 

  T( ) ( ) 2.iТ t Y t M Y t                                       (7) 
Здесь Пд(t) = R(t)T Y(t) / 2; Пс(t) = QT Y(t). 
Поведение параметров реакции при пере-

ходе системы в новое состояние. В моменты пе-
рехода упругой конструктивно нелинейной систе-
мы в новое состояние (при t = ti) некоторые из па-
раметров реакции претерпевают разрывы, которые 
определяются соответствующими разностями: 
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Здесь время  ti– и ti+ соответствуют искомым 
величинам, вычисленным, соответственно, до и 
после отказа несущего элемента. Согласно [15, 16] 
аналитические выражения невязок силовых и кине-
матических параметров имеют вид: 
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Здесь Ki = Ki–1 – Ki, Ci–1 = Ci – Ci – соответ-
ственно невязки матриц жёсткости и демпфирова-
ния, характеризующие степень поврежденности 
ДДС при её внезапной структурной перестройке в 
процессе нелинейной работы. 

Зависимости (9) свидетельствуют о том, что в 
моменты перехода системы в i-e состояние 
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(при t = ti) перемещения и скорости остаются не-
разрывными функциями времени, что обеспечива-
ется постановкой начальных условий (2), осталь-
ные параметры претерпевают разрывы, связанные 
с внезапным изменением жесткостных (K) и 
демпфирующих (C) свойств конструкции. 

Для получения уравнений невязок энергии за-
пишем необходимые параметры ДДС (см. (7)) в 
моменты времени ti

– и ti
+. При ti

–  жёсткость конст-
рукции определяется матрицей K(ti

–) = Ki–1, векто-
ры узловых перемещений и скоростей, соответст-
венно, равны  Y(ti

–) = Y(ti),  Y (ti
–) = Y (ti), вектор 

восстанавливающих сил (по (5)) –R(ti
–) = Ki–1Y(ti). 

После отказа элемента (при ti
+) эти параметры 

принимают значения: K(ti
+) = Ki, Y(ti

+) = Y(ti),  
Y (ti

+) = Y (ti), R(ti
+) = KiY(ti). Далее, подставив ука-

занные величины в (8) получим искомые невязки 
энергетических параметров: 
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Величина энергетического скачка Э(ti) = П(ti) 
соответствует высвобожденной энергии, которая 
равна запасённой в несущем элементе потенциаль-
ной энергии деформации к моменту его отказа. Эта 
величина, согласно [17] вычисляется так: 

2
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где N – продольная сила; L, A – соответственно, 
длина и площадь поперечного сечения стержня;  
E – модуль Юнга. 

Наличие разрывов в ускорениях (см. (8))и 
энергиях (10) в момент времени ti свидетельствует 
о нарушении статического равновесия в системе 
при её структурной перестройке. Работа ДДС 
осуществляется следующим образом. Стремясь 
достичь нового равновесного положения, соответ-
ствующего новой жёсткости, конструкция входит 
в колебательный процесс, в течение которого про-
исходит перераспределение усилий в несущих 
элементах. При этом восстанавливающие силы 
должны уравновешивать не только внешнюю на-
грузку, но и появившиеся силы инерции. Если 
усилия не достигают своих предельных значений, 

то несущая способность конструкции обеспечива-
ется, в противном случае – происходит выключе-
ние одного или нескольких несущих элементов 
(причиной отказа является потеря прочности или 
устойчивости). Отказ элементов, в свою очередь, 
может привести к последующему обрушению всей 
конструкции. 

Оценка несущей способности конструкции при 
отказе несущего элемента. В качестве количествен-
ных критерия для оценки несущей способности 
конструкции при нелинейной работе возможно 
использовать ранг rank (Ki) и невязку определите-
ля (Δdet) матрицы жёсткости системы Ki.  

В случае, если rank (Ki) < n, то несущая спо-
собность системы исчерпана, т. е. она является гео-
метрически изменяемой (механизмом). Здесь n – 
число степеней свободы дискретной модели. 

Невязка Δdet вычисляется при переходе систе-
мы в i-е состояние: 

   1 det – det det i iK K                             (12) 
и позволит оценить вклад жёсткости отдельного 
элемента в общую жёсткость конструкции. 

Численная реализация задачи. Применение 
описанной математической модели конструктивно 
нелинейного расчёта иллюстрируется на примере 
временного анализа стальной фермы покрытия 
цеха горячего цинкования металлоконструкций, 
расположенного в г. Шумиха Курганской области. 

РДМ фермы приведена на рис. 1. Данная кон-
струкция является 3 раза статически неопредели-
мой и имеет n = 29 динамических степеней свобо-
ды, связанных с узловыми массами mj. Материал 
фермы – сталь С245(Е = 206000 МПа). Элементы 
фермы имеют следующие жёсткости [18]: верхний 
пояс – 2∟1258 мм; нижний пояс – 2∟1007 мм;  
раскосы – 2∟1108 мм, 2∟1007 мм, 2∟636 мм; 
стойки – 2∟565 мм. 

Матрица жёсткости модели фермы К строится 
с помощью аппарата метода конечных элементов. 
Матрица масс М включает в себя массу самой 
фермы и массу элементов покрытия. Матрица 
демпфирования С формируется по модели непро-
порционального демпфирования [11] при значении 
логарифмического декремента δ = 0,085 [19]. 

В начальный момент времени (t0 = 0) ферма 

Рис. 1. Расчётная динамическая модель фермы покрытия цеха цинкования 
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покоится под действием собственного веса Q. Жё-
сткость системы определяется матрицей K0, базо-
вый уровень статических прогибов равен 
Yst,0 = K0

–1Q. 
При t1 = 0 происходит внезапное выключение 

(отказ) элемента 1-15 (показан пунктиром на 
рис. 1) вследствие химического растрескивания 
при коррозионном воздействии, связанном с нали-
чием паров серной кислоты H2SO4 в помещении 
цеха. В результате этого ферма переходит в режим 
свободных затухающих колебаний. Новая матрица 
жёсткости – K1, вектор статических прогибов 
Yst,1 = K1

–1Q. 
Определители матрицы жёсткости фермы в ис-

ходном и ослабленном состояниях, соответственно, 
равны: det (K0) = 2,88×1092, det (K1) = 3,73×1091. 
При этом невязка Δdet (12) составляет 2,507×1092 
(87 %), что свидетельствует о существенной поте-

ре жёсткости конструкции. Однако ранг матрицы 
жёсткости при отказе элемента не изменяется: 
rank (K0) = rank (K1) = 29, что говорит о геометри-
ческой неизменяемости конструкции, т. е. её не-
сущая способность обеспечена. 

Временной анализ реакции конструкции вы-
полняется с шагом интегрирования Δt = 0,0002 сна 
интервале t  [0; 10] c. Начальные условия задачи 
следующие: Y0 = Yst,0,  0Y  = 0. Задача решается в 
упругой постановке. 

На рис. 2 приведены осциллограммы кинема-
тических (перемещений (а) и скоростей (б)) и си-
ловых (восстанавливающих (в) и продольных (г) 
сил) параметров реакции. Особенности поведения 
указанных характеристик приведены и подробно 
описаны в работах [20, 21]. 

На рис. 3 показан характер изменения энергети-

Рис. 2.  Осциллограммы параметров реакции расчётной динамической модели фермы: 
а – перемещения;  б – скорости;  в – восстанавливающие силы;  г – продольные силы в стержнях 

Nj(t), кН 

t, с 

г) 

Rk(t), кН 

t, с 

в) 

 k(t), см/сݕ̇

t, с 

б) 

yk(t), см 

t, с 

а) 

Рис. 3. Осциллограммы энергетических параметров реакции модели фермы: 
а – полная потенциальная и полная энергия;  б – кинетическая энергия 

Т(t), Дж 

t, с 

б) 

П(t) 

П(t) 
Э(t) 

Э(t),П(t), Дж 
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ческих параметров реакции фермы (6), (7). Как видно 
из рис. 3, осциллограммы полной потенциальной 
(а)и кинетической (б) энергии имеют затухающий 
характер. На соответствующих фрагментах графиков 
можно видеть, что изменение данных характеристик 
происходит в противоположных фазах. 

В исходном состоянии ферма не обладает ки-
нетической энергией (Т(t0) = 0), так как находится 
в состоянии покоя; потенциальная энергия соот-
ветствует уровню статических прогибов Yst,0 и рав-
на П(t0) = –303,89 Дж. Согласно (6) величина пол-
ной механической энергии составляет Э(t0) = П(t0). 

В момент отказа элемента 1-15 (при t1 = 0) ха-
рактеристика Э(t0) согласно (10) изменяется скач-
ком на величину Э(t1) = [(Yst,0)ТK1Yst,0] =  
=–26,99 Дж до нового уровня Э(t1) = –330,88 Дж 
(рис. 4). Здесь K1 = K1 – K0. Величина |Э(t1)| со-
гласно (11) соответствует потенциальной энергии де-
формации, запасённой в выключенном элементе 1-15 
к моменту времениt1: 

2

1 15д, 1
86,6 583,6( )

2 (20600
26,99 Дж

2 19,7)
П t


 

  
. 

В процессе свободных затухающих колебаний 
(при t∞ ≥ 8 с) величины энергий приближаются к 
значениям: Т(t∞) = 0,  Э(t∞) = П(t∞) = –511,89 Дж, 
соответствующим новому уровню статического 
равновесия фермы. При этом из графика на рис. 3, а 
можно видеть, что параметр Э(t) в отличие от па-
раметров Т(t) и П(t) изменяется от уровня Э(t1) до 
уровня Э(t∞) плавно. 

На отрезке времени t  [0; 0,3] с, после вы-
ключения раскоса, ферма находится в переходном 
режиме, о чём свидетельствует наличие гармоник 
высокого порядка (см. фрагменты на рис. 3). Дан-
ное явление связано со значительным изменением 
частотного спектра конструкции при внезапном 
снижении её жесткостных характеристик. После 
t = 0,3 с ферма переходит в режим установившихся 
затухающих колебаний. 

Решение задачи выполнено с помощью языка 
технических вычислений MATLAB [22]. 

 
Выводы 
1. Исследованы особенности поведения 

энергетических параметров реакции ДДС (полной 

механической, полной потенциальной, кинетиче-
ской энергий) (скачки, асимптоты и т. д.) в про-
цессе упругих конструктивно нелинейных колеба-
ний статически нагруженной фермы. 

Установлено, что в момент отказа несущего 
элемента на осциллограммах полной механической 
и полной потенциальной энергии появляется скачок 
Э(ti) = П(ti), равный запасённой в выключенном 
элементе энергии деформации и пропорциональный 
невязке матрицы жёсткости системы Ki. Значение 
кинетической энергии не изменяется. 

Асимптотами на графиках механической и по-
тенциальной энергии являются уровни, соответст-
вующие положениям статического равновесия фермы. 

2. Выполнена оценка несущей способности 
фермы при отказе несущего элемента. В качестве 
критериев оценки рассмотрены ранг rank (Ki) и 
невязка определителя Δdet матрицы жёсткости Ki 
системы. 

При выключении стержня значение rank (Ki) 
не изменилось, а величина det (Ki) уменьшилась 
на 87 %, что позволяет сделать вывод о том, что 
выключение стержня из работы не явилось кри-
тическим, и ферма сохранила свою несущую 
способность. 
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DYNAMIC CALCULATION OF A ROOF TRUSS 
DURING THE PROCESS OF FREE STRUCTURALLY 
NONLINEAR OSCILLATIONS 

 
E.M. Ufimtsev, comtech606@yandex.ru 
M.D. Voronina, marina-mono@mail.ru 

South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
 
A mathematical model of construction of the total mechanical energy of a discrete statically 

loaded dissipative system in the process of free oscillations in the form the time analysis method, 
which is based on the study of the characteristic quadratic matrix equation, was given. The features 
of the behavior of the parameters of the dynamic response when the elastic structurally nonlinear 
system to a new state was shown. It is also given the expressions to determine the kinematic (dis-
placements, velocities, accelerations) and force (restoring, dissipative and inertial forces) parameters 
of the dynamic response. The criteria for assessing the load bearing capacity of the structure at the 
non-linear operation was suggested. Using a mathematical model is illustrated by the example of the 
calculation of flat steel statically indeterminate roof truss during the process of free oscillations, 
which was caused by a sudden failure of one of the bearing elements. Turning off the rod caused by 
the loss of strength as a result of chemical cracking due to corrosion effect. 

Keywords: method, time analysis, mathematical model, discreet system, dissipative system, 
corrosive, structural nonlinearity, elasticity, free oscillations, dynamic response, displacements, res-
toring force, mechanical energy, kinetic energy, potential energy, load bearing capacity, Matlab. 
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