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Введение. Полноценное исследование напря-
жённо-деформированного состояния строительных 
конструкций требует построения решения при учё-
те их физически [1–3], геометрически [4–6] и кон-
структивно [7–9] нелинейных свойств, что в на-
стоящее время является актуальной задачей [6]. 

В настоящей статье освещается опыт расчётов 
плоских статически неопределимых ферм и фермен-
ных конструкций при действии одиночных полуси-
нусоидальных импульсных воздействий в процессе 
нелинейных колебаний, выполненных на кафедре 
строительной механики Южно-Уральского государ-
ственного университета. В качестве метода расчёта 
используется аналитический подход – метод времен-
ного анализа (МВА) динамической реакции дискрет-
ных диссипативных систем (ДДС), разработанный 
профессором кафедры строительной механики 
ЮУрГУ А.Н. Потаповым. В основу данного метода 
положено исследование свойств характеристическо-
го матричного квадратного уравнения [10]. Колеба-
ния конструкций связаны с их физически и конст-
руктивно нелинейным поведением отдельных несу-
щих стержней. Показаны особенности поведения 
параметров динамической реакции ферм при слож-
ном нелинейном поведении в процессе колебаний. 

 
1. Математическая модель нелинейных 
колебаний дискретных систем 
При реализации математической модели не-

линейных колебаний фермы как дискретной сис-
темы с n степенями свободы приняты следующие 
допущения [11]: 

1) процесс построения динамической реак-
ции разбивается на ряд квазилинейных временных 
интервалов t  [ti, ti+1], на каждом из которых па-

раметры расчётной динамической модели (РДМ) 
неизменны; 

2) граничными (критическими) точками ин-
тервалов (при ti) принимаются: для упругопласти-
ческой задачи – время начала текучести или нача-
ла разгрузки; для конструктивно нелинейной зада-
чи – время выключения элемента из работы или 
его включения в работу; 

3) переход системы в новое i-е состояние 
происходит мгновенно. 

Реальные диаграммы деформирования мате-
риалов при расчётах часто заменяются билиней-
ной диаграммой с линейным упрочнением. Это 
позволяет смоделировать поведение только от-
дельного несущего элемента конструкции [12]. 
Однако при этом учитываются следующие основ-
ные свойства упругопластического материала: 
упрочнение, эффект Баушингера и т. д. [13]. 

Рассмотрим процесс физически нелинейного 
деформирования одного из несущих элементов 
ДДС. Для удобства динамическую восстанавли-
вающую силу (ДВС) будем моделировать били-
нейным законом в зависимости от перемещений в 
осях «R(t) ~ y(t)», а также с учётом разгрузки, про-
исходящей при начальной жёсткости системы. 

На рис. 1 показаны два полуцикла диаграммы 
жёсткости для k-й компоненты вектора ДВС R(t) 
(линия 0ABCDE), которая определяет работу сис-
темы в направлении k-й степени свободы. 

В общем случае величина ДВС Rk(t) включает 
в себя составляющие: квазилинейную Re,k(t), пре-
дельную Ru,k(ti) и остаточную Rp,k(ti). Они строятся 
для от i-го состояния системы, определяемого не-
линейной работой несущего элемента. 

Компоненты вектора ДВС на каждом полуцик-
ле будут вычисляться с учётом накопленных оста-
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точных перемещений yp,k. Тогда закон изменения k-й 
компоненты ДВС в m-м полуцикле диаграммы 
(верхний индекс в скобках) будет иметь вид: 
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Здесь tg αk, tg βk – жёсткости ДДС в направлении k-й 
степени свободы при упругом и упругопластиче-
ском деформировании (αk > βk);  ∆rk = tg k – tg k – 
изменение жёсткости ДДС при переходе элемента в 
упругопластическую стадию работы (точки A и D 

на рис. 1); ti – время начала нелинейной работы 
(точки A и D) или начала разгрузки (точки B и E) 
в j-м конструктивном элементе; yu,k(ti) – предельное 
упругое перемещение в системе, определяемое 
в момент начала нелинейной работы; yp,k(ti) – пла-
стическое (остаточное) перемещение, накопленное 
в системе к моменту начала разгрузки. 

Внезапное выключение несущего элемента 
фермы из работы приведёт к её конструктивно 
нелинейному характеру поведения вследствие из-
менения жесткостных характеристик. На диаграм-
ме деформирования это представляется в виде ло-
маной линии 0AA’B’ (рис. 1). В точке А этой линии 
имеется разрыв, который возникает в момент вы-
ключения элемента. 

В случае отсутствия в системе упругопласти-
ческих деформаций yp,k линия отрезка A’B’ пройдёт 
через начало координат, в противном случае – нет. 

 
Рис. 1.  Диаграммы деформирования системы в направлении 

 k-й степени свободы при учёте физически (0ABC) 
и конструктивно (0AA’B’) нелинейной работы 
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С учётом (1) запись математической модели 
для фермы в i-м состоянии на интервале t  [ti, ti+1] 
для произвольного полуцикла диаграммы будет 
иметь вид: 
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Здесь ( , ) ( )m s
kR t  – ДВС, действующая в направлении 

k-й степени свободы ДДС; m, s – соответственно, 
номера полуцикла и участка диаграммы: s = 1 – 
для участков упругого нагружения 0A, CD на 
рис. 1; s = 2 – для участков упругопластического 
упрочнения AB, DE; s = 3 – для участков разгрузки 
BC, EF; ( , )

, ( )m s
e kR t , ( , )

, ( )m s
iu kR t , ( , )

, ( )m s
ip kR t  – состав-

ляющие ДВС (рис. 1): соответственно, квазили-
нейная, предельная и остаточная ; ( )s

kr  – жёсткость 
ДДС по направлению k-й степени свободы, соот-
ветствующая определённому участку диаграммы 
(на рис. 1 при s = 1, 3: величина ( )s

kr  = tg k; при 

s = 2: ( )s
kr  = tgβk); abs (а), fix (а) – операции, воз-

вращающие для некоторого числа, соответственно, 
его абсолютное значение и значение, округлённое 
до ближайшего к нулю целого числа. 

Компоненты ( , )
, ( )m s

iu kR t  и ( , )
, ( )m s

ip kR t  в (3) фор-
мируются в зависимости от i-го состояния системы 
при упругопластической работе несущего элемента; 
для m = 1 слагаемые (0)

, ( )ip ky t  = 0, (0, )
, ( )s

ip kR t  = 0.  
Коэффициенты a, b, c принимают значения 0 или 1 
в зависимости от номера участка s. 

Таким образом, математическая модель (2) 
определяет величину k-й компоненты вектора ДВС 
на каждом квазилинейном интервале t  [ti, ti+1] 
при упругопластической и/или конструктивно не-
линейной работе системы. При упругих колебани-
ях конструкции ( , )

, ( )m s
iu kR t  = ( , )

, ( )m s
ip kR t  = 0. 

 
2. Векторная запись математической 
модели нелинейных колебаний ДДС 
Пусть K – матрица жёсткости исходной ДДС, 

в которой все конструктивные элементы работают 
упруго, а Ki – матрица жёсткости, формируемая в 
момент времени ti. Далее представим векторную 
запись соотношений (2), (3). 

Квазилинейная составляющая вектора ДВС 
R(t) равна Re(t) = Ki Y(t), где Y(t) = [yk(t)] – вектор 
перемещений дискретной модели. С началом не-
линейного деформирования в j-м элементе конст-
рукции вектор предельной составляющей будет 

равен Ru(ti) = ΔKiYu(ti), где ΔKi = K – Ki. Вектор 
предельных перемещений Yu(ti) определяется в 
момент перехода системы в новое i-е состояние: 
Yu(ti) = Y(ti). 

В случае разгрузки в j-м элементе ДДС воз-
вращается к жёсткости, предшествовавшей i-му 
состоянию: Ki = Ki–1. Если до этого в системе от-
сутствовали пластические деформации, то Ki–1 = K, 
и при этом вектор остаточных восстанавливающих 
сил определяется выражением: Rp(ti) = Ki–1Yp(ti), 
где Yp(ti) – вектор остаточных перемещений, фор-
мируемый при ti. 

Таким образом, выражение для ДВС (2) в век-
торной форме имеет вид: 

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) – ( ).
i up i

up i u i p i

R t K Y t R t

R t R t R t

  
 

 
(4)

(5)
При упругих колебаниях конструктивно не-

линейной системы, когда происходит внезапное 
выключение несущего элемента, величина вектора 
(5), отвечающего за физически нелинейные свой-
ства ДВС, обращается в нуль. 

 
3. Уравнение движения нелинейной ДДС 
и его решение 
Колебания ДДС с n степенями свободы в i-м 

состоянии с учётом нелинейной работы её несу-
щих элементов на интервале движения t [ti, ti+1] 
можно описать уравнением совместно с началь-
ными условиями: 
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(6) 

(7) 
где Mi, Ci, Ki – соответственно, матрицы масс, 
демпфирования и жёсткости РДМ; P(t), Qi – векто-
ры, соответственно, внешней динамической и ста-
тической (от собственного веса) нагрузок. 

Интегрирование однородного ОДУ, соответ-
ствующего (6), связано с построением фундамен-
тальной матрицы Ф(t) = eSt, где Si  Mn (C) – мат-
рица, являющаяся решением МКУ [10]: 

Mi Si
 2 + Ci Si + Ki = 0.                                       (8) 

Данное уравнение представляет собой уравнение 
движения собственных форм колебаний ДДС. 
Спектр матрицы Si содержит внутренние динами-
ческие характеристики РДМ: частоты и формы 
собственных колебаний, коэффициенты демпфи-
рования. 

При таком моделировании физически и кон-
структивно нелинейного процесса динамическую 
задачу можно свести к расчётному алгоритму, в 
котором неупругий анализ будет рассматривается 
как последовательность расчётов упругих систем 
[10]. В этом случае выражения для кинематиче-
ских параметров реакции квазилинейной РДМ на 
интервале времени t  [ti, ti+1] при произвольном 
внешнем воздействии в соответствии с [11, 14] 
будут иметь вид: 
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Здесь t = t – ti;  Ф( t ) =  Si te  ; Ui = Mi Si + Si
ТMi + Ci. 

Выражения (9), (10) позволяет с единых пози-
ций строить динамическую реакцию ДДС в i-м 
состоянии независимо от вида колебаний (вынуж-
денных или свободных) и от вида нелинейности 
(физической или конструктивной). При свободных 
колебаниях конструкции в (10) слагаемое ZP(t ̃) = 0. 

Векторы силовых параметров реакции ДДС 
(восстанавливающие, диссипативные, инерцион-
ные силы) формируются на основе векторов кине-
матических параметров (9) : 

R(t) = Ki Y(t) + Rup(ti), F(t) = Ci ( )Y t ,  

        I(t) = –Mi ( )Y t .                                                         
(11)

Параметры НДС стержней фермы – продоль-
ные силы, напряжения, деформации и т. д. – опре-
деляются через узловые перемещения (см. (9)). 

 
4. Изменение параметров реакции 
при переходе дискретной системы  
в i-е состояние 
При переходе фермы в новое состояние при ti 

вычисляются векторные невязки параметров реак-
ции (9), (11): 

ΔY(ti) = Y(ti
+) – Y(ti

–),    
ΔY (ti) = Y (ti

+) – Y (ti
–) и т. д. 

Здесь ti
–,  ti

+ – время критической точки, соответст-
венно, до и после изменения состояния системы. 
Аналитические выражения разрывов параметров 
реакции имеют вид [11]: 
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где Ki = Ki-1 – Ki,  Ci = Ci-1 – Ci,  Rup,i = Rup(ti–1) – 
– Rup(ti) – соответственно, разности матриц жёст-
кости и демпфирования, а также вектора нелиней-
ных составляющих ДВС. 

Выражения (12) показывают, что при перехо-
де системы в i-е состояние перемещения и скоро-
сти являются непрерывными функциями време-
ни – это обеспечивается постановкой начальных 
условий (7). Остальные параметры в (9) и (11) пре-
терпевают разрывы, связанные с изменением же-

сткостных (Ki) и демпфирующих (Ci) свойств 
конструкции. Разности Ki и Ci характеризуют 
степень поврежденности фермы при внезапной 
структурной перестройке. 

В случае решения упругопластической конст-
руктивно линейной задачи в формулах (12) невяз-
ка R(ti) = 0, что обусловлено непрерывным харак-
тером ломаной линии 0ABC на диаграмме, изо-
бражённой на рис. 1. 

При решении упругой конструктивно нели-
нейной задачи параметр Rup(ti) в (12) обращается 
в нуль. Следует обратить внимание на то, что раз-
ность вектора ДВС R(ti) ≠ 0, так как ломаная 
0AA’B’ на рис. 1 является разрывной линией. 

 
5. Определение точек начала  
нелинейного деформирования  
в полуциклах диаграммы жёсткости 
Процесс циклического упругопластического 

деформирования при знакопеременном нагруже-
нии для материалов с выраженными пластически-
ми свойствами по имеющимся эксперименталь-
ным данным характеризуется изменением величи-
ны предела текучести σyl при смене знака нагру-
жения. Такое поведение материала в литературе 
известно как эффект Баушингера [13]. Значение σyl 
при переходе на следующий полуцикл будет зави-
сеть от свойств материала, а также от параметров 
нагружения. 

Рассмотрим диаграмму жёсткости с кинема-
тическим упрочнением [15]. Для первого полуцик-
ла диаграммы известны предел текучести (1)σ yl  и 

соответствующая деформация (1)ε yl  (точка А на 
рис. 2). Здесь верхний индекс в скобках, как и в 
выражении (2), обозначает номер соответствую-
щего полуцикла диаграммы. 

 
Рис. 2. К определению точек начала нелинейного 

деформирования в полуциклах диаграммы жёсткости 
несущего элемента 

 
При переходе на 2-й полуцикл диаграммы после 

этапов упругопластической работы и упругой раз-
грузки (участки AB и BC) значение предела текуче-
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сти (2)σ yl  (точка D) в соответствии с эффектом Бау-

шингера будет отличаться от первоначального – (1)σ yl . 
Новое значение можно вычислить, используя прин-
цип Мазинга [13], согласно которому для ветви раз-
грузки новое значение будет отстоять на величину 
2 (1)σ yl  от напряжения, достигнутого к началу разгруз-

ки (1)
maxσ  (точка B). Значение деформаций (2)ε yl  будет 

также отличаться от (1)
maxε  на (1)2ε yl . 

При переходе на 3-й и последующие полу-
циклы различие между напряжениями ( ( 1)

maxσ m  

и ( )σ m
yl ) и деформациями ( ( 1)

maxε m  и ( )ε m
yl ) будет по-

степенно уменьшаться на некоторую величину, 
которая устанавливается экспериментальным пу-
тём и зависит от типа материала и параметров 
нагружения. Таким образом, выражения для вы-
числения координат точек начала нелинейной ра-
боты при циклическом деформировании в соот-
ветствии с вышеизложенным в общем виде будут 
выглядеть так: 

( )m
yl = ( 1)

max
m  –ξ ( 1)m

yl
 , ( )m

yl  = ( 1)
max
m  – ξ ( 1)m

yl
 , (13) 

где ( 1)
max
m , ( 1)

max
m  – соответственно, наибольшие 

напряжения и деформации в элементе конструкции к 
моменту разгрузки (точки B и E); ξ ≤ 2 – коэффици-
ент, учитывающий изменение свойств материала при 
циклической упругопластической работе. 

 
6. Численная реализация задачи 
Применение описанной математической мо-

дели нелинейных колебаний ферм иллюстрирует-
ся на примерах временного анализа плоских ста-
тически неопределимых ферм и ферменных кон-
струкций при действии полусинусоидальных им-
пульсов. 

Решение всех задач выполнено с помощью 
средств языка MATLAB [16]. 

Пример № 1. Рассматривается временной 
анализ реакции однопролётной плоской стальной 
фермы при упругих конструктивно нелинейных 
колебаниях. Выключение несущих элементов про-
исходит вследствие потери устойчивости при воз-
никновении сжимающих напряжений. Рассматри-

вается отказ конструкции при двухступенчатом 
выключении несущих элементов. 

РДМ фермы изображена на рис. 3. Конструк-
ция с учётом наложенных на неё связей имеет 
n = 24 динамических степени свободы (по две 
в каждом узле). 

Матрица жёсткости K фермы формируется в 
процедуре, составленной на языке MATLAB. Мат-
рица масс равна М = m·E, здесь m = 7 тс – узловая 
масса, E – единичная матрица. Матрица демпфи-
рования C строится по модели непропорциональ-
ного демпфирования [10]. 

Внешняя нагрузка – статическая от собствен-
ного веса и динамическая в виде импульса. Вектор 
статической нагрузки имеет вид: Q = [0, 1, 0, 1, 
…, 0, 1]Т·G, где G = mg = 70 кН. Параметры дина-
мического воздействия: закон действия полусину-
соидального импульса – P(t) = P0 sin (θt), амплиту-
да P0,10 = 120 кН, продолжительность нагрузки 
tа = 0,2 с, θ = π / tа. 

Более подробные исходные данные приведе-
ны в работе [17]. 

Вектор перемещений Y(t) имеет вид:  
Y(t) = [x1(t), y1(t), x2(t), y2(t), …, x24(t), y24(t)] Т.  

Векторы остальных кинематических (9) и сило-
вых (11) параметров имеют аналогичную струк-
туру. 

Реакция фермы и НДС ее элементов опреде-
ляется на интервале t  [0; 0,1688] c при шаге ин-
тегрирования Δt = 0,0005 с. 

В процессе анализа в РДМ происходит двух-
ступенчатое последовательное выключение несу-
щих элементов – стержней 4-5 и 4-12 (показаны 
пунктиром на рис. 3): в моменты времени 
t1 = 0,1542 с и t2 = 0,1688 с, соответственно. Отказ 
элементов происходит в результате потери устойчи-
вости при достижении критических сжимающих 
напряжений σcr, 4-5 = 308,9 МПа и σcr, 4-12 = 244,4 МПа. 
После этого ферма становится геометрически из-
меняемой системой, и происходит потеря её несу-
щей способности. 

На рис. 4, а–е представлены осциллограммы 
кинематических (а, в, д) и силовых (б, г, е) пара-
метров реакции фермы. Основной тон и период 
колебаний неповреждённой РДМ, соответственно, 
равны ω1 = 18,23 c–1 и T1 = 0,335 с.  

 
Рис. 3. Расчётная динамическая модель однопролётной фермы 
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Рис. 4. Осциллограммы параметров динамической реакции модели фермы: 
а, б – перемещения и восстанавливающие силы;  в, г – скорости и диссипативные силы;  

д, е – ускорения и инерционные силы;  ж – напряжения в стержнях;  з – невязки уравнения движения ДДС (6) 
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Величины статических перемещений до мо-
мента времени t1 и после него можно определить 
по зависимостям Yst = K–1·Q и Yst(t1) = K1

–1·Q.  
Здесь K и K1 – матрицы жёсткости, соответствен-
но, неповреждённой и повреждённой фермы. 

После выключения элемента 4-5 верхнего 
пояса (при t1) происходит значительное снижение 
жёсткости конструкции и, как следствие, основно-
го тона колебаний: ω1(t1) = 11,32 c–1. При этом 
можно наблюдать качественное изменение харак-
тера колебаний фермы, что можно проследить по 
поведению кривых на осциллограммах перемеще-
ний: оно приобретает более выраженный колеба-
тельный характер. 

Осциллограммы скоростей узлов, связанных с 
выключаемыми элементами, при t1 имеют перело-
мы (рис. 4, в). Осциллограммы ускорений 
(рис. 4, д) в тот же момент времени терпят разрывы. 

На осциллограммах силовых параметров 
(рис. 4, б, г, е) и ускорений (рис. 4, д) можно наблю-
дать разрывы, которые связаны с внезапным измене-
нием жесткостных и демпфирующих свойств систе-
мы, о чём было сказано в 1-й части статьи. 

На рис. 4, ж показаны осциллограммы на-
пряжений в стержнях наиболее нагруженной 4-й 
панели фермы. Пунктиром показаны линии для 
выключаемых из работы элементов. Здесь мож-
но заметить, что после выключения 1-го элемен-
та, происходит более чем двукратное увеличе-
ние значений напряжений в элементах рассмат-
риваемой панели. 

Для проверки решения построена невязка век-
торов левых и правых сил уравнения (6): 

Δf(t) = Mi Y (t) + Ci Y (t) + Ki Y(t) – P(t) – Qi.   (а) 
Здесь нелинейная составляющая ДВС Rup(ti) 
(см. (4), (5)) равна нулю, так как решаемая задача 
является упругой. 

Наибольшее значение невязки не превышает 
 kf t  3,95×10–11 кН (рис. 4, з), что свидетель-

ствует о точности решения задачи используемым 
методом. 

Пример № 2. Рассматриваются колебания 
подкрановой фермы, которые вызваны аварийным 
воздействием от удара крана по ферме вследствие 
обрыва стропа на тележке с грузом. На рис. 5 при-
ведена РДМ фермы (n = 32) с наиболее невыгодным 
положением крана на ней. До обрыва стропа кран 
двигался с малой скоростью, таким образом его 
воздействие на ферму можно считать статическим.  

Материал стержней – сталь 09Г2 (E = 206 000 
МПа). Верхний пояс выполнен из двутавра 50Ш4, 
нижний пояс, стойки и раскосы из парных угол-
ков, соответственно – 2∟200×125×12, 2∟125×12, 
и 2∟160×16. 

Более подробные исходные данные приведе-
ны в работах [18, 19]. 

При t = 0 на ферму действует собственный вес 
и веса крана с грузом. Затем по ней происходит 
аварийный удар крана, моделируемый в виде вер-
тикальных полусинусоидальных импульсов 
P(t) = P0sin(θt). При грузоподъёмности крана 32 т 
со средним режимом работы амплитуда нагрузки 
в рабочем режиме составляет Pк = 320 кН. На-
грузка прикладывается к узлам, ее амплитуды 
зависят от расстояния от колёс до узлов (рис. 6): 
Pк,1 = (2,6/3)Pк, Pк,2 = (0,4/3)Pк, Pк,3 = Pк.  
 

 
 

Рис. 6. Узловая крановая нагрузка 
 

 
Рис. 5. РДМ подкрановой фермы 
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Характеристики воздействия следующие: ампли-
туды P0,18 = 277,33 кН, P0,20 = 42,67 кН, 
P0,22 = 320 кН; продолжительность tа = 0,06 с; 
θ = π / tа = 52,36 с–1. Приняв коэффициент дина-
мичности kдин = 3, максимальная амплитуда на-
грузки составит Pк,дин = 960 кН. 

Вследствие потери устойчивости 
(σcr = 297,7 МПа) из работы последовательно вы-
ключаются раскосы 5-13 и 1-11, соответственно, 
при t1 = 0,0448 с и t2 = 0,1067 с. После этого левый 
пролёт фермы становится изменяемой системой и 
теряет несущую способность. 

На рис. 7, а, б приведены графики параметров 
реакции для узлов левого пролёта фермы. В мо-
мент отказа раскоса 5-13 кривые восстанавливаю-
щих сил (рис. 7, б), связанные с его концами, тер-
пят разрывы. На рис. 7, в представлены осцилло-
граммы напряжений в наиболее нагруженных 
стержнях (пунктиром отмечены графики для вы-
ключаемых раскосов). 

Для проверки решения построена невязка (а) 
векторов левых и правых сил уравнения (6). Наи-
большее значение невязки |Δfk(t)| не превышает 
величины 3,4×10–10 кН (рис. 7, г), что свидетельст-
вует точности решения задачи. 

Примеры № 3, 4. РДМ ферменной конструк-
ции показана на рис. 8, а. Система имеет n = 2 сте-
пени свободы (по вертикали и по горизонтали). 
Масса m = 10 т сосредоточена в узле 4. 

Данная задача решалась с учётом упругопла-
стического деформирования центрального стержня 

2-4 (показан пунктиром на рис. 8, а). При этом были 
рассмотрены два варианта решения: 1-й вариант – 
без учёта, 2-й вариант – с учётом потери устойчиво-
сти этого элемента. Во 2-м варианте учитывалась 
циклическая работа стержня, связанная с его попе-
ременным выключением при сжатии и включением 
при растяжении. Потеря устойчивости происходит 
при достижении критического напряжения 
σcr = 4,11 МПа. На рис. 8 приведены построенные в 
системе MATLAB диаграммы жёсткости материала 
этого стержня для обоих вариантов решения. 

Матрицы жёсткости, масс и демпфирования 
формируются аналогичным образом, как и в при-
мере № 1. 

В качестве внешней нагрузки рассматривался 
полусинусоидальный импульс длиной ta = 0,01 с. 
Амплитуды нагрузки составляли, соответственно, 
P0 = 455 кН для 1-го варианта и P0 = 250 кН  
для 2-го варианта решения. 

Более подробные исходные данные по задаче 
приведены в работе [20]. 

На рис. 9 приведены осциллограммы пара-
метров реакции системы для 1-го (а–з) и 2-го (и–р) 
вариантов решения. На фрагментах а–в, и–л изо-
бражены кинематические параметры, на фрагмен-
тах г–е, м–о – силовые. 

Осциллограммы перемещений (а, и) и ско-
ростей (б, к) массы m представляют собой не-
прерывные графики. При этом осциллограммы 

 
 

Рис. 7. Осциллограммы параметров реакции РДМ левого пролёта подкрановой фермы: 
а – перемещения;  б – восстанавливающие силы;  в – напряжения в стержнях; 

г – невязки уравнения движения ДДС (6) 
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скоростей имеют переломы в критических вре-
менных точках, при переходе системы в новое 
состояние. 

Вертикальные колебания массы происходят 
относительно ненулевой асимптоты, высота кото-
рой меняется в моменты времени ti. Для перемеще-
ний массы в горизонтальном направлении харак-
терны те же эффекты, что и для вертикальных ко-
лебаний, но в гораздо меньшей степени. При этом 
горизонтальные колебания имеют ярко выражен-
ную форму «биения», с периодом  
T = 0,822 с, что обусловлено близостью частот соб-
ственных колебаний: ω1 = 69,25 с–1, ω2 = 76,9 с–1. 
Для вертикальных колебаний этот эффект выражен 
значительно слабее. 

Графики ускорений (в, л) так же, как и осцил-
лограммы скоростей, не имеют смещения относи-
тельно положения статического равновесия. На 
фрагментах графиков ускорений массы в верти-
кальном направлении при t = 0,01 с можно видеть 
перелом, связанный с окончанием действия им-
пульсной нагрузки. Также на фрагментах можно 
видеть скачки, появляющиеся в характерных точ-
ках упругопластического процесса. 

Осциллограммы динамических восстанавли-
вающих сил (г, м) для 1-го варианта задачи являются 
непрерывными, и в точках перехода системы в новое 
состояние наблюдаются переломы. На осциллограм-
мах для 2-го варианта, помимо указанных явлений, 
можно наблюдать также и разрывы, связанные c кон-
структивно нелинейной работой системы. 

Характер диссипативных сил (д, н) на осцил-
лограммах в целом сходен с характером скоро-
стей (б, к), а кривые инерционных сил (е, о) иден-

тичны кривым ускорений (в, л). Однако в отличие 
от скоростей осциллограммы диссипативных сил 
содержат скачки. 

На фрагментах ж, п рис. 9 показаны осцилло-
граммы напряжений в стержнях фермы. Для 1-го 
варианта задачи (ж) осциллограмма напряжений в 
центральном стержне содержит 5 пологих участ-
ков упрочнения (однако явно заметны только три 
участка), которые появляются при достижении 
предела текучести σyl. Для 1-го полуцикла эта ве-
личина равна 315 МПа, для последующих полу-
циклов – по величине меньше начального значе-
ния и определяется по (13) в соответствии с прин-
ципом Мазинга [13]. 

При 2-м варианте решения задачи (п) первый 
пологий участок связан с упругопластической ра-
ботой системы (рис. 9, б). остальные – с её конст-
руктивно нелинейной работой. Эти участки полу-
чены при напряжении σ = 0 в связи c циклическим 
выключением центрального стержня из работы 
при потере устойчивости, происходящим вплоть 
до t = 0,48 с. На этом этапе стержень работает как 
односторонняя связь. В последующем он больше 
не выключается из работы, поскольку в результате 
демпфирования система переходит в режим упру-
гих колебаний с учётом накопленных пластиче-
ских деформаций. 

Осциллограммы невязок уравнения (6), вы-
численные по зависимости (а), приведены на 
фрагментах з, р рис. 9. Из графиков видно, что 
невязка |Δfk(t)| не превышает величин 5,9×10–1 кН 
и 3,95×10–13 кН, соответственно, для 1-го и 2-го 
вариантов решения. Данный факт свидетельствует 
о точности решения. 

 

                                                      а)                                                                                                                   б) 
 

Рис. 8. Диаграммы деформирования материала стержня 2-4 при учёте нелинейности: 
а – физической;  б – физической и конструктивной 
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Рис. 9. Осциллограммы параметров динамической реакции модели ферменной конструкции 
для 1-го (а–з) и 2-го (и–р) вариантов расчёта (начало): 

а, и – перемещения;  б, к – скорости;  в, л – ускорения;  г, м – восстанавливающие силы 
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Рис. 9.  (окончание): 
д, н – диссипативные силы;  е, о – инерционные силы; 

ж, п – напряжения в стержнях;  з, р – невязка уравнения движения ДДС (6) 
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Заключение 
Представленные примеры иллюстрируют на-

копленный на кафедре строительной механики 
ЮУрГУ опыт расчётов нелинейных колебаний 
ферм и ферменных конструкций на основе МВА. 
Полученные результаты дают представление о воз-
можностях количественного и качественного ана-
лиза динамической реакции конструкций при 
сложной постановке задачи, а также показывают 
эффективность используемого метода расчета в 
рамках принятых моделей. 
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MODELING OF NONLINEAR OSCILLATIONS OF FLAT TRUSSES  
DURING NONSTATIONARY PROCESSES 
BASED ON THE TIME ANALYSIS METHOD 

 
E.M. Ufimtsev, ufimtcevem@susu.ru 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 

 
The article covers the experience of calculation of statically indeterminate flat trusses and truss 

structures under the action of single half-sine pulse forces in the process of nonlinear oscillations 
performed at the Department of Structural Mechanics of South Ural State University. The work of a 
single-span bridge truss, a two-span crane truss and a 3-rods truss structure is considered in the de-
scribed examples. The structural oscillations are associated with physically and structurally nonli-
near behavior of individual load-bearing elements. The behavior of parameters of the dynamic re-
sponse of trusses in the process of oscillation is shown. The method of time analysis based on the 
study of characteristic matrix quadratic equations is used as the calculation method.  

Keywords: method, time analysis, mathematical model, discrete system, dissipative system, flat 
truss, physical nonlinearity, structural nonlinearity, oscillations, dynamic response, Matlab. 
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