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Как известно [1], расчет изгибаемых плит 
строится вокруг уравнения Софи Жермен – Ла-
гранжа. Функции, удовлетворяющие этому урав-
нению, гарантируют состояние внутреннего рав-
новесия, а также непрерывность функции переме-
щений в каждой точке плиты: 

4 ( ; ) . 
q x yW
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         (1) 

Функция w(x;y), полученная в результате по-
следовательного интегрирования уравнения (1), 
содержит в себе большое количество неизвестных 
постоянных (функций) интегрирования. Опреде-
лить эти неизвестные в общем случае невозможно 
вследствие недостаточности граничных условий, 
поэтому расчет ведётся обратным методом и сво-
дится к подбору такой функции прогибов, которая 
удовлетворяла бы, во-первых, граничным услови-
ям и, во-вторых, уравнению Софи Жермен – Ла-
гранжа. После того, как функция w(x;y) будет най-
дена, через неё легко вычислить усилия, напряже-
ния и деформации в плите. 

Следует отметить, что второе условие (удов-
летворение уравнению Софи Жермен – Лагранжа) 
в приближённых методах расчета, как правило, 
опускается, а в качестве критерия внутреннего 
равновесия и непрерывности деформаций в плите 
принимаются иные условия [2] (метод Бубнова – 
Галёркина [3–6], метод Ритца – Тимошенко [7] и 
др. [8]). 

Подбор функции w(x;y) затрудняется в связи с 
несколькими проблемами: 

1. Большинство приближенных методов рас-
чета изгибаемых плит ориентированы на примене-
ние бесконечных тригонометрических рядов [9]. 
Одно из таких решений (решение Навье)для плит, 

шарнирно опертых по контуру, имеет следующий 
вид [10–12]: 
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где Amn – коэффициенты ряда. 
Очевидно, что сходимость такого ряда дости-

гается с тем бо́ льшим числом членов, чем сложнее 
нагружение, а следовательно, последующее диф-
ференцирование (интегрирование – применитель-
но к приближённым методам) рядов достаточно 
трудоёмко. 

2. Применение тригонометрических функций, 
содержащих малое (2–4) число элементов возмож-
но только в отдельных случаях [13], поскольку 
такие функции описывают характер деформирова-
ния плиты не строго. Это хорошо видно на приме-
ре изгиба балки (рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Изгиб консольной балки 
 

Как известно из закона Гука для изгибаемых 
стержней (плит) [14, 15], кривизна изгиба в точке 
связана с внутренним моментом соотношением: 
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  ( )ρ .
M xx
EJ

          (3) 

С другой стороны, функция кривизны в при-
ближении зависит от функции прогибов [16]: 

 ρ ( ). y w y          (4) 
Следовательно, порядок функции прогибов 

будет на 2 выше, чем у функции моментов. То есть 
при линейном характере распределения моментов 
по длине (рис. 1) функция прогиба будет зависеть 
от величины y 3 степени и для представленного на 
рис. 1 примера будет иметь вид (для наглядности 
принимаем все постоянные множители равными 1; 
0 ≤ x ≤ 1): 

2 3y  3x – x .          (5) 
Тогда наибольшая величина прогиба: 

x  1y  2  . 
Функция (5), разложенная в ряд Фурье [17], бу-

дет иметь вид (при разложении по косинусам [18]): 
n 2 2 n
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Определим сумму ряда (6) при x = 1: 
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4n 5 y 1,859 (– 25 2– 2)cos5 1,88
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6 4;
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2
4n 6 y 1,884 ( 366 2 – 2)cos6 1,901.
1296

      
π

 
Как видно, разница с точным значением равна 

5 % и достигается сложением ряда вплоть до 6 члена. 
Отсюда следует, что более органично харак-

тер деформирования балок и плит описывается 
полиномом. 

3. Подбор функции прогибов в виде полинома 
затрудняется из-за необходимости в удовлетворе-
нии всех граничных условий. 

Например, для шарнирно опертой по контуру 
плиты (рис. 2), нагруженной распределенной на-
грузкой постоянной интенсивности, можно подоб-
рать следующую функцию прогибов: 

     3 3W x;y A a x x b y y .         (7) 
Функция удовлетворяет условию закрепления 

по прогибам: 
W(x = 0) = W(x = a) = W(y = 0) = W(y = b) = 0. 
Определив выражение для кривизн (напри-

мер, в направлении оси x), имеем: 
    2 3

xW x;y A 6a *x –  12x b y y   .    (8) 

Выражение (8) не удовлетворяет условиям 
шарнирного закрепления: 

    2 3
xW x a A 6a b y y 0      .     (9) 

Следовательно, исходная функция (7) нужда-
ется в уточнении, которое, возможно, не будет 
гарантировать удовлетворение остальных гранич-
ных условий, что и вызывает затруднения в под-
боре функции прогиба.  

Для решения проблем, связанных с подбором 
функции w(x;y), целесообразно применять полуоб-
ратный метод конструирования функции прогибов. 
Суть его заключается в том, что подбор начинается 
от старшей производной, а именно – второй. 

Применение такого подхода обусловлено тем, 
что при изгибе плиты главную роль в её работе игра-
ет изгибающий момент, который связан указанным 
выше соотношением с кривизной. Поэтому конст-
руирование функции прогиба, отталкиваясь от её 
второй производной, позволяет получить выражение, 
более точно описывающее характер работы плиты, а 
неизвестные, полученные в процессе последователь-
ного интегрирования, позволяют автоматически 
удовлетворить все граничные условия.  

 
Пример № 1 
Рассмотрим изгиб плиты размерами ab, за-

щемлённой по двум торцам и нагруженной сосре-
доточенной силой F, приложенной к свободному 
углу. В качестве расчетной схемы принимаем сре-
динный слой плиты (рис. 3). 

 
Рис. 2. Шарнирно опёртая плита 

 
 

Рис. 3. Схема к примеру № 1 
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Будем искать функцию прогибов плиты в виде 
полинома. Для этого зададимся функциями кривизн:

кривизна плиты вдоль оси x: 

 2 2
x xW A a – x  ;   

кривизна плиты вдоль оси y: 

 2 2
y yW A b – y ,     

где Ax = Ax(y), Ay = Ay(x) – функции, зависящие от 
материала, закрепления, вида нагружения 
динаты рассматриваемой точки, выступающие 
(при рассмотрении деформации одном из напра
лений) в качестве масштабных коэффициентов. 
Эти коэффициенты заменяют собой влияние бли
лежащих волокон плиты. 

Полная (Гауссова) кривизна: 
   2 2 2 2W x; y A a – x b – y 

где A – неизвестный коэффициент, зависящий от 
материала, закрепления и вида нагружения.

Определим выражения для углов поворота:

  2
x 1

2 2
xW A aA a x x= ––

3
x c

 
    

 
 x

x

  22 2
y y 2W A a yA b – y y=  –  c ,

 
    


 y

y

с1 = с2 = 0 – из граничных условий.
Далее определяем выражения прогибов:

3 2 2 4

x x 3
2W AA a – x –

3 2
   

        
 


 

 x
x a x xx

3 2 2 4

y y 4
2W AA a – y= –

3 2 12
   

       
  




 y
y a y yy

c3 = c4 = 0 – из граничных условий.
Комбинируя выражения (15) и (16), получаем:

 
2 2 4 2 2 4

– –
2 1

W x
2

; A
2 12

y
  

     
  

a x x a y y

2 2 2 2 2 2 4 2 2 4 4 4

4 24 24 144
A  
 

   
 

a b x y a x y b y x x y

В рассмотренном примере выражение для 
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Будем искать функцию прогибов плиты в виде 
этого зададимся функциями кривизн: 

 
   (10) 

   (11) 

функции, зависящие от 
материала, закрепления, вида нагружения и коор-
динаты рассматриваемой точки, выступающие 
(при рассмотрении деформации одном из направ-
лений) в качестве масштабных коэффициентов. 
Эти коэффициенты заменяют собой влияние близ-

 

2 2 2 2W x;y A a – x b – y ,   (12) 

неизвестный коэффициент, зависящий от 
материала, закрепления и вида нагружения. 

Определим выражения для углов поворота: 

x 1

3
–

3
x c

 
    

 

x ;   (13) 

3

y y 2W A a y
3

 –  c ,
 

    


y   (14) 

из граничных условий. 
определяем выражения прогибов: 

3 2 2 4

x x 3A a – x – c
12

;
3 2

   
        

 

x a x x   (15) 

3 2 2 4

y y 4A a – y= –
3 2 12

 c ,
   

       
  

y a y y   (16) 

из граничных условий. 
Комбинируя выражения (15) и (16), получаем: 

2 2 4 2 2 4
– –

22 12
  
    
  


a x x a y y  

2 2 2 2 2 2 4 2 2 4 4 4
.

4 24 24 144
 
  
 

a b x y a x y b y x x y   (17) 

В рассмотренном примере выражение для 

функции кривизны было получено из анализа д
формации плиты (рис. 3). Теперь рассмотрим пр
мер её отыскания на основе статического расчёта 
условной балки. 

 
Пример № 2 
Рассмотрим изгиб плиты, имеющей ширину 

длину b, нагруженной постоянной распределенной 
нагрузкой (рис. 4). Плита шарнирно закреплена на 
опорах, расположенных вдоль трёх её сторон.

Рис. 4. Схема плиты к примеру № 2
 

Значение функции прогиба в каждой точке 
плиты будем искать в виде:

zx zyW(x;y) C W (x) W (y)

где Wzx – функция прогиба, возникающего от во
действия силовых факторов, действующих вдоль 
оси x, м; Wzy – функция прогиба, возникающего от 
воздействия силовых факторов, действующих 
вдоль оси y, м; С – неизвестный коэффициент.

В примере отыщем только величину 
Для этого выделим вдоль оси 
шириной, равной единице, и рассмотрим ее изгиб 
как отдельной (условной) балки (рис. 5).

Искомая функция в таком случае может пре
ставлять собой полином n-й степени. Конструир
вание функции прогибов заключается в подборе 
такой функции, которая удовлетворяла бы услов

Рис. 5. Схема условной балки 
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функции кривизны было получено из анализа де-
формации плиты (рис. 3). Теперь рассмотрим при-
мер её отыскания на основе статического расчёта 

Рассмотрим изгиб плиты, имеющей ширину a и 
нагруженной постоянной распределенной 

шарнирно закреплена на 
опорах, расположенных вдоль трёх её сторон. 

 
Рис. 4. Схема плиты к примеру № 2 

Значение функции прогиба в каждой точке 
плиты будем искать в виде: 

zx zyW(x;y) C W (x) W (y) ,      (18) 
функция прогиба, возникающего от воз-

действия силовых факторов, действующих вдоль 
функция прогиба, возникающего от 

воздействия силовых факторов, действующих 
неизвестный коэффициент. 

В примере отыщем только величину Wzy(y). 
Для этого выделим вдоль оси yполосу длиной b и 
шириной, равной единице, и рассмотрим ее изгиб 

балки (рис. 5). 
Искомая функция в таком случае может пред-

й степени. Конструиро-
вание функции прогибов заключается в подборе 
такой функции, которая удовлетворяла бы услови-
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ям закрепленияи нагружения балки, а именно (для 
рассматриваемого примера): 

Wzy= 0, при y = 0; y = b; 
Wzy′ = θ≠0, при y = 0 (θA≠ 0); y = b (θB≠ 0); 
Wzy′′ = ρ=0, при y = 0; Wzy′′ = ρ≠0 при y = b. 
Функцию прогибов сконструируем обратным 

методом. Для этого определим выражение для кри-
визн изгиба оси условной балки через моменты 
(рис. 6). 

 
2

x
3qab qay .

2
M y  y –

2
      (19) 

 
Рис. 6. К статическому расчету 

 
Согласно закону Гука при изгибе: 

     x 2 2
zy

x x

M (y) qa
EJ 2

W y 3by y A 3
E

by y ,
J

        (20) 

где A
2


x

qa
EJ

. 

Интегрируя выражение (20) получаем: 

 
3

2
zy 1

3
2 3

W y A by –  c ;
 

    
 

y            (21) 

  3
zy 1 2

4
W y A by –  yc  c

1
.1

2 2
 

    
 

y    (22) 

Теперь определим значения постоянных ин-
тегрирования c1 и с2, подводя функцию (20) к вы-
шеуказанным краевым условиям: 

zy 2 2W (y 0) Ac 0 c 0;      

4 3
zy 1

4

1
1 b 5
2 1

W (y b) A b – bc
2 12

0 c – b .
 

       
 

 

Осуществим проверку соответствия функции 
Wzy′(y) краевым условиям: 

 
3

2
zy 1

3
2 3

W y A by –  c
 

     
 

y  

3
2 33 5–

2 3 1
A by – ;

2
b

 
   

 

y  

  3
zy x

5W y 0 – A b
2

0;
1

     

 
3

3 3 3
zy x

3 5 9– A
2 3 12

W y b A b – b – b 0.
12

 
      

 

b

Искомая функция прогибов (для плиты): 

    3
zy x

4
31 5–

2 12
W y A x by – b y

12
.

 
   

 

y   (23) 

Выводы 
1. Полиномы более органично описывают 

характер деформации плит и балок в отличие от 
тригонометрических рядов. 

2. Решение задачи изгиба плит заходит в ту-
пик при подборе полинома, начинающемся с 
функции W. Это связано с необходимостью одно-
временного удовлетворения краевым условиям и 
уравнению Софи Жермен – Лагранжа. 

3. Подбор функции прогибов более целесо-
образно начинать с ее второй производной. В этом 
случае уменьшается число неизвестных функций 
интегрирования, и вместе с тем автоматически 
удовлетворяются граничные условия в главном 
(в кривизнах). 
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The paper defines the main problems associated with the known methods of plates calculating. 
A method of calculation is proposed, which allows to solve the problems arising in the calculating 
of plates. An example is presented of designing the deflection function using the proposed method, 
based on the analysis of the deformation form, for the plate, which is clamped on two adjacent sides 
and is free on the other ones, laden with concentrated force applied to the free corner. Presented an 
example is given on designing of a component of the deflection function using the proposed me-
thod, based on the analysis of the static calculation of nominal beam, for the plate, which is hinged 
on three sides and is free on the fourth, laden with load distributed across the entire area. 

Keywords: plate calculation, deflection function, Sophie Germain equation, polynomial, ap-
proximate method, inverse method, semireversed method. 
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