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Введение 
Задача преследования как область теории 

дифференциальных игр возникла как необхо-
димость разработок приложений в военном де-
ле. Первые труды в этой области связаны с ра-
ботами Р. Айзекса, Л.С. Понтрягина, Н.Н. Кра-
совского, Л.А. Петросяна. Дальнейшее разви-
тие основоположников теории дифференциаль-
ных игр привело к развитию приложений на 
плоскости («катер-торпеда») и в пространстве 
(самолеты) с различными модификациями за-
дач. Мы в своей работе провели компьютерное 
моделирование задачи преследования, когда 
объекты находятся на поверхностях, располо-
женных одна над другой. Современное состоя-
ние IT-технологий позволяет производить мо-
делирование поверхностей для этой задачи, 
мощность и миниатюризация современных 
микропроцессоров позволяют в режиме реаль-
ного времени производить расчет координат 
дронов и мобильных роботов по разработанным 
алгоритмам. Современные средства коммуни-
каций позволяют производить требуемый об-
мен данными в поставленной задаче. Состояние 
компьютерной графики позволяет выполнить 
визуализацию процесса преследования. В этой 
связи мы считаем, что такая постановка задачи 
может обладать новизной и актуальностью. 

 

Постановка задачи 
В данной статье рассматривается задача пре-

следования, когда преследуемый объект («Кролик») 
передвигается по поверхности  ,


rP u v . Пресле-

дующий объект движется по поверхности  ,


fP u v . 

Пусть  


rR T  – точка положения «Кролика» на 

поверхности  ,

rP u v , в момент времени T, а 

 


fR T  – точка положения «Лисы» на поверхности 

 ,


fP u v  в тот же момент времени. В точках 

 


rR T  и  


fR T  поверхностей  ,

rP u v  и  ,


fP u v , 

соответственно, построим динамические локаль-
ные базисы 1 2 3  

  
E E E  и 1 2 3  

  
Q Q Q  (рис. 

1). Где  
1

1



 r

r

dR T
E

V dT
 и 

 
1

1



 f

f

dR T
Q

V dT
. Где rV  

и fV  – постоянные по модулю скорости «Кроли-

ка» и «Лисы». 3

E  и 3


Q  – единичные нормали rn ,


fn  в точках  


rR T  и  


fR T . И 2 3 1 

  
E E E , 

2 3 1 
  

Q Q Q .  
Далее, будем считать, что плоскость Σ обра-

зована векторами 1

E  и 2


E , а плоскость П – векто-

рами 1


Q  и 2


Q . Для выбора решения «Кроликом» 
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нам надо спроецировать точку 


fR  на плоскость Σ  

и получить ее проекцию 
'

fR  для анализа, на пред-
мет из какой четверти плоскости Σ  приближается 
проекция «Лисы». Точно так же для принятия ре-
шения «Лисой» необходимо спроецировать точку 

rR  на плоскость П, получить ее проекцию 
'

rR , 
для того чтобы проанализировать, в какой четвер-
ти плоскости П она находится. 

 
Рис. 1. Динамические базисы 

 
Итак, целью статьи является детальная разра-

ботка алгоритма и написание программы в системе 
компьютерной математики «MathCAD» для ука-
занной выше задачи преследования. 

 
Моделирование поверхностей  
Моделирование поверхности  ,


rP u v , по ко-

торой движется «Кролик», производится заданием 
точек линий горизонталей в среде «AutoCAD» 
с последующей полиномиальной регрессией в сре-
де «MathCAD» при помощи встроенных функций 
математического пакета. На полученной после 
полиномиальной регрессии поверхности вводится 
равномерная сетка с расчетом частных производ-
ных в узлах сетки.  

С моделью поверхности, по которой движется 
«Лиса», в нашей программе дело обстоит так. 
К поверхности «Кролика»  ,


rP u v  строится экви-

дистантная поверхность (рис. 2)  , 

eP u v

 ,  
 
r r= P u v R n , где R  – расстояние, на кото-

рое эквидистантная поверхность отстоит от ис-
ходной.  

Потом вводится горизонтальная плоскость 

0z r , и поверхность  ,


fP u v  составляется сле-
дующим образом:  

 
 

   
0

0

;, если ,
,

, , ,если ,

  





 e z
f

e e z

z P u v r
P u v

P u v P u v r
  

где r0 – некоторое пороговое значение высоты 
(рис. 3). После этого на поверхности  ,


fP u v  вво-

дится равномерная сетка с расчетом частных про-
изводных в узлах. На рис. 3 поверхность  ,


fP u v  

представлена в полупрозрачном виде, а исходная 
поверхность «Кролика» представлена 
с обозначением горизонталей.  

 
Построение проекций в локальных базисах 
Если «Кролик», двигаясь по поверхности 

 ,

rP u v , образует динамический базис 

1 2 3  
  
E E E , то плоскость Σ , образованная век-

торами 1

E   и 2


E , является касательной плоско-

стью к поверхности  ,

rP u v  в точке 


rR . Проекция 

точки 


fR  на плоскость Σ будет такой: 

 3

3 3

–
 



  
 

 r f
f f

E R R
R R

E E
 (рис. 4). «Лиса», двигаясь 

по поверхности  ,


fP u v , образует динамический 

базис 1 2 3  
  

Q Q Q . Проекция точки 


rR  на плос-

кость Π, образованную векторами 1


Q  и 2


Q , будет 

такой: 
 3

3 3

–
 



  
 

 f r
r r

E R R
R R

Q Q
 (рис. 5).    

Тогда в базисе 1 2 3  
  
E E E  локальной сис-

темы координат «Кролика», координаты проекции 

«Лисы» ሬܴ⃗ ௙′  будут такими: 

 
 
 

1

Σ 2

3

 
 
   
 

  

  

   

  

'
f r

' '
f r

'
f r

R R E

R R R E

R R E

. 

  
Рис. 2.  Эквидистантная поверхность Рис. 3. «Квазиэквидистантная» поверхность 
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В локальной системе координат 1 2 3  
  

Q Q Q   

«Лисы» координаты проекции «Кролика» 
'

rR  бу-

дут такими: 

 
 
 

1

Π 2

3

 
 
   
 

  

 

  

 

'
r f

' '
r f

'
r f

R R Q

R R R Q

R R Q

. Необходимо 

отметить, что   3 0 
  '

f rR R E ,   3 0 
 '

r fR R Q .  

Базис мировой системы координат 

1 2 3  
  
H H H  в системе координат «Кролика» 

будет выглядеть так: 

 
1

2

3







 
 

  
 
  



 



H

H H

H

,  

где 
1 1

1 2

3

1

1



 
 

  





  





 

  

 

H E

H H E

H E

, 
1

2 2

3

2

2

2



 
 

  





  





 

  

 

H E

H H E

H E

, 
1

1 2

3

3

3

3



 
 

  





  





 

  

 

H E

H H E

H E

.  

А в системе координат «Лисы» будет так:  
1П

2П

3П

П

 
 

  
 
  



 



H

H H

H

,  

где 
1

1П 2

3

1

1

1

 
 

  





  





 

  

 

H E

H H E

H E

,
1

2П 2

3

2

2

2

 
 

  





  





 

  

 

H E

H H E

H E

, 
1

3П 2

3

3

3

3

 
 

  





  





 

  

 

H E

H H E

H E

. 

 
Выбор направления движения 
Нами написана программа, которая в расчет-

ном цикле на каждом шаге делает выбор, в каком 
направлении двигаться «Кролику» и «Лисе». 
Пусть r  и  f  – угловые скорости «Кролика» и 
«Лисы». Для примера рассмотрим выбор направ-
ления движения «Кроликом». 

На плоскости Σ в системе координат «Кроли-
ка» «Кролик» имеет нулевые координаты. Анализ 
координат «Лисы» «Кроликом» состоит в том, что 
если «Лиса» находится в нижней полуплоскости , 
то «Кролик» совершает шаг против часовой стрел-
ки (рис. 6). Если «Лиса» находится в верхней по-
луплоскости, то «Кролик» совершает шаг по часо-
вой. То есть новые координаты «Кролика» за про-
межуток времени ΔT  равны в системе координат 
плоскости :  

 
   

 
   

'
2

'
2

cos
sin , if 0;

0

cos
sin , if 0.

0



   
         
      

  
       


  


 

 





 



  



  

r

r r f r

r
r

r r f r

T
V T T R R E

R
T

V T T R R E

Аналогичное можно сказать про выбор направле-
ния движения «Лисой». Если «Кролик» находится 
в верхней полуплоскости П, то «Лиса» совершает 
шаг против часовой (рис. 7). Если в нижней полу-
плоскости, то по часовой стрелке: 

 
   

 
   

'
2

П

'
2

cos

sin , if 0;

0

cos

sin , if 0.

0

   
  
          
  
    

  
 
  



 

    
 
 
 





  



 







 

f

f f r f

f

f f r

f

f

T

V T T R R Q

R
T

V T T R R Q

 
Расчет координат на следующих этапах 
итераций 
Ранее мы рассматривали, как будет выглядеть 

базис 1 2 3  
  
H H H  мировой системы коорди-

нат в локальных динамических базисах 

1 2 3  
  
E E E  и 1 2 3  

  
Q Q Q . Тогда в мировой 

 
 

Рис. 4. Проекция «Лисы» Рис. 5. Проекция «Кролика» 
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системе координат 1 2 3  
  
H H H , новые коор-

динаты «Кролика» 


rR  на плоскости Σ будут та-

кими: 

1

2

'

'

'
3







 

 

 
 

   
 







  

 

  

 

 r

r r r

r

R H

R R R H

R H

. 

А новые координаты «Лисы» П


fR  на плоско-
сти П на том же этапе итераций будут выглядеть 
в мировой системе координат так: 

1П

2П

'
П

'
П П

'
П 3П

 
 
  
 


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


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 

  

 


f

f f f

f

R H

R R R H

R H

. 

Нам нужны вертикальные проекции точек 



rR , П


fR  на поверхности  ,


rP u v  и  ,


fP u v  со-

ответственно. Поверхности  ,

rP u v  и  ,


fP u v , по 

которым движутся «Кролик» и «Лиса», всегда 

можно преобразовать к виду:  
 

,
,

 
   
  


r

r

x
P x y y

S x y
 

и  
 

,
,

 
 

  
 
 


f

f

x
P x y y

S x y
. Если координаты точек с 

плоскостей Σ и Π представлены в виде 

Σ

Σ

Σ



 
   
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 r

r r
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f f

f
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z

 соответственно. Тогда 

искомые вертикальные проекции точек, как коор-
динаты точек на последующих шагах итераций 

rn

R , fn


R , на поверхностях можно представить в 

виде:  

 

Σ

Σ

Σ Σ,

 
   
  

 r

rn r

r r r

x
R y

S x y
, 

 

П

П

П П,

f

fn f

f f f

x

R y

S x y

 
 
 
 
 
 


.  

Таким образом, мы считаем итерационный 
процесс в поставленной нами задаче преследова-
ния сформированным. Критерием достижения це-
ли в разработанной нами программе служит рас-
стояние между «Кроликом» и «Лисой» в горизон-
тальной плоскости проекций: 

   2 2
Σ Π Σ Π 0   r f r fx x y y R , где 0R  – неко-

торое заданное нами пороговое значение. 
 
Результаты  
На основе работ [1–4] нами предложена мате-

матическая модель задачи преследования, когда 
участники задачи находятся на разных поверхно-
стях. Приближенно можно считать аналогом пре-
следования с воздуха по траектории, учитываю-
щей рельеф местности. Разработан алгоритм по-
строения траекторий в зависимости от пространст-
венного расположения оппонентов. Предложен 
метод анализа координат оппонента и принятия 
решений о выборе направления движения. 

В системе компьютерной математики «Math-
CAD» разработана программа, реализующая дан-
ную модель задачи преследования. С полным тек-
стом программы с подробными комментариями 
можно ознакомиться на сайте автора [5]. Также 
там расположен архивный файл. По результатам 
работы программы изготовлено анимированное 
изображение, которое вы можете просмотреть на 
канале автора [6]. На рис. 8 представлен первый 
кадр процесса преследования. В левой части ри-
сунка поверхность «Лисы» не отображена, види-
мыми являются только траектории «Лисы», «Кро-
лика» и поверхность «Кролика». В правой части 
рисунка поверхность «Лисы» отображена в полу-
прозрачном виде. 

 

  
Рис. 6. Выбор направления движения «Кроликом» Рис. 7. Выбор направления движения «Лисой» 
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Выводы 
В данной статье рассматривалась задача пре-

следования, в которой участники находятся на 
разных поверхностях. Теоретические аспекты за-
дачи о «водителе-убийце» («катер-торпеда») были 
рассмотрены в работах Руфуса Айзекса [1]. В ра-
ботах Л.С. Понтрягина рассматривались теорети-
ческие вопросы задачи преследования в простран-
стве (самолеты) [2]. В работе [3] рассматривалась 
линеаризованная задача преследования на плоско-
сти с постоянными скоростями и ограниченной 
кривизной траекторий. В работе [4] рассматрива-
лись алгоритмические вопросы управления мо-
бильными роботами в задаче преследования на 
плоскости. Авторами предложена методика моде-
лирования поведения объектов, участников задачи 
преследования, в котором присутствуют элементы 
искусственного интеллекта. Постановка задачи в 
данной статье предполагает дальнейшее развитие 
в плане прогнозирования траекторий, получения 
информации о предполагаемых действиях оппо-
нента в задаче преследования и в плане учета фи-
зических характеристик среды, в которой идет 
преследование. 

Мы считаем, что результаты исследования, 
изложенного в данной статье, могут быть востре

бованы разработчиками робототехнических 
комплексов с элементами искусственного ин-
теллекта.  
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THE TASK OF PURSUING AN OBJECT FROM THE SURFACE 
LOCATED ABOVE THE SURFACE OF THE PURSUED 

 
А.А. Dubanov, alandubanov@mail.ru 
Buryat State University, Ulan-Ude, Russian Federation 

The purpose of this article is to describe a mathematical model of the pursuit problem in the 
case when the pursued and pursuing objects move along different surfaces placed one above the 
other. Orthonormal dynamic bases, which are determined by the vectors of velocities and normals to 
the surfaces, are introduced on the surfaces under consideration at the points where objects are lo-
cated, and the construction of tangent planes is performed. Coordinates of our model's opponent are 
projected onto each specified plane for analysis and decision making. Velocities of objects in the 
model are constant in their magnitude. Inertness of objects is modeled using the angular velocity of 
rotation, which is essential in the described model. As a result of the research, an iterative algorithm 
leading to achievement of the threshold value in the horizontal plane of projections has been ob-
tained. According to the research results, a dynamic visualization of the pursuit task has been made, 
which provides visibility to the results obtained. 

Keywords: pursuit problem, equidistant surface, dynamic local basis, behavior model, surface 
modeling, trajectory modeling, projection planes, direction of motion. 
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