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Для совершенствования технологий твердофазного восстановления металлов в рудах 

необходимо детальное исследование закономерностей роста зародышей металлической 

фазы с учетом существующих в восстановительных агрегатах условий. На первом этапе 

исследования в целом изучены закономерности процесса роста новой фазы в многокомпо-

нентной оксидной системе. Методами неравновесной термодинамики получено комплекс-

ное физико-химическое описание твердофазного восстановления металлов в многокомпо-

нентной оксидной фазе, учитывающее протекающие при этом тепловые и диффузионные 

процессы. Дополнительно на основе методов химии несовершенных кристаллов сформу-

лированы закономерности влияния перемещения анионных вакансий на термодинамиче-

ское состояние системы. Для рассматриваемой системы записаны физико-химические 

уравнения баланса вакансий и энтропии. Разработанная новая теория позволяет комплекс-

но учитывать тепловые, диффузионные процессы и процессы перемещения вакансий в 

многокомпонентной оксидной системе. С целью практического исследования восстанов-

ления металлов в рудах рассмотрен случай роста частицы металла из исходной фазы руды 

с учетом дополнительного влияния восстановителя на протекание процесса. На основе 

комплексного подхода получено общее выражение производства энтропии в системе: рас-

тущий зародыш металла, исходная рудная фаза и фаза включений восстановителя. Прове-

денные исследования позволили построить математическую модель роста металлического 

кристалла в объеме оксидной фазы в зависимости от режима нагрева и состава комплекс-

ных оксидов. В частности, разработанный математический аппарат позволяет производить 

расчет скорости роста металлического зародыша в исходной многокомпонентной оксид-

ной фазе. Полученная методика также дает возможность оценить степень влияния процес-

сов перемещения анионных вакансий на закономерности процесса восстановления. 

Ключевые слова: твердофазное восстановление, дунит, рост кристаллов, диффузия, 

анионные вакансии, неравновесная термодинамика.  

 

Введение 

Исследования процессов карботермического твердофазного восстановления металлов в ком-

плексных оксидах показали, что металлическая фаза может формироваться не на поверхности 

контакта с восстановителем, а в объеме оксидной фазы, на значительном удалении от места про-

текания химических реакций [1–2]. Кинетика восстановления металлов определяется влиянием 

многих факторов, в том числе температурными условиями протекания процесса, химическим со-

ставом исходных оксидов, формой и ориентацией кристаллов в исходной фазе [3–5], а также не-

однородностью состава в исходной фазе, наличием воды в кристаллической решетке оксида [6–

9]. Между тем ключевым фактором, определяющим скорость диффузионных процессов и, как 

следствие, скорость роста зародышей новой фазы, являются наличие и скорость перемещения 

анионных вакансий кислорода в исходной фазе [3, 4, 10]. 

Экспериментальному исследованию скорости протекания диффузионных процессов в ком-

плексных оксидах посвящено много работ, в частности [3, 4, 11]. Изучены закономерности диф-

фузии компонентов при различных физико-химических особенностях протекания процесса, по-

лучены эмпирические зависимости влияния перемещения вакансий на скорость протекания про-

цесса для конкретных рассматриваемых систем [3–5, 10–13].  

Активно развивается и теория роста зародышей новой фазы с учетом диффузионных и теп-

ловых процессов [14–20]. Совершенствование методов химии несовершенных кристаллов позво-

лило сформулировать закономерности влияния анионных вакансий на термодинамическое со-

стояние системы [21–28]. Однако авторам неизвестно о наличии математических моделей, ком-

плексно учитывающих диффузионные процессы и процессы перемещения вакансий для системы 
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растущий зародыш – исходный многокомпонентный расплав, что ограничивает применимость 

имеющихся методов для практических исследований. Обширные экспериментальные исследова-

ния требуют обобщения на основе теоретического подхода описания роста новой фазы в ком-

плексных оксидах. 

Целью данной работы является развитие теории [18–20] и построение физико-химического 

описания роста отдельного зародыша новой (металлической) фазы с учетом тепловых и диффу-

зионных процессов, включая процессы перемещения анионных вакансий. На основе такой тео-

рии должен быть разработан математический аппарат, который позволил бы производить расчет 

скорости роста металлического зародыша в исходной многокомпонентной оксидной фазе, на-

пример, железа в железосодержащей горной породе – дунит. 

 

1. Термодинамическое описание системы:  

растущая частица металла – исходная оксидная фаза  

Представим схематически процесс роста частицы металла (см. рисунок), которую для про-

стоты будем считать сферической. В исходной многокомпонентной оксидной фазе   (например, 

оксидная фаза на основе дунита) растет зародыш фазы   (кристалл металла). Фазы   и   раз-

делены фазовой границей F . Рост фазы   происходит за счет диффузионного потока метал-

ла FeJ . 

 
 

Схематическое изображение фазового объема 
 

Восстановление металла происходит за счет создания восстановительной среды. В этом слу-

чае запускается механизм образования на поверхности оксида анионных вакансий (кислорода) и 

перемещения их в объем оксидной фазы. Наличие анионных вакансий увеличивает скорость 

диффузии атомов металла, что создает возможность образования кристаллов металла в исходной 

твердой фазе.  

Для оценки влияния восстановительной среды на рост отдельного зародыша будем упро-

щенно считать, что имеется фаза   – фаза восстановителя, отделенная от фазы   сплошной не-

подвижной границей раздела фаз F (см. рисунок). Обмен массой с фазой   будет определяться 

диффузионным потоком кислорода OJ .  

Кроме того, будем учитывать изменение количества вакансий Z в системе и поток вакан-

сий ZJ . Здесь мы не определяем природу вакансий, стремясь получить максимально общее опи-

сание системы. При практическом использовании получаемых зависимостей можно учесть меха-
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низм вакансионных перемещений, соответствующий конкретному случаю. Для упрощения будем 

считать, что фазовые границы имеют сферическую форму, и выполняются условия сферической 

симметрии всех параметров системы относительно центра зародыша фазы металла.   

На первом этапе для общности будем рассматривать исходную систему, состоящую 

из k компонентов, массы которых обозначим символами 1 , , km m . Кроме того, будем считать, 

что в этой исходной фазе имеется Z вакансий. Свободная энергия Гиббса системы G является 

функцией температуры T, давления P, масс компонентов 1 , , km m  и количества вакансий Z: 

 1, , , , ,kG G T P m m Z  . Соответственно мы можем записать  

1

,
k

i i Z

i

dg sdT vdP dc g dz


       (1) 

где s и v  – соответственно удельные энтропия и объем, i  и ic  –  химический потенциал и кон-

центрация i-го компонента, z – удельное количество вакансий, Z

G
g

Z





 – парциальная свободная 

энергия Гиббса, обусловленная наличием вакансий в исходной системе. Последний член выра-

жения определяет вклад, связанный изменением количества вакансий в системе [24]. 

Кроме того, нам понадобится выражение для удельной внутренней энергии 

1

.
k

i i Z

i

du Tds Pdv dc g dz


      (2) 

Для дальнейшего термодинамического описания нашей системы методами неравновесной 

термодинамики необходимо записать локальные физико-химические уравнения. Выводы уравне-

ний, связанные с балансом вакансий, для такой системы выполнены впервые и будут приведены 

подробно. Методика построения остальных локальных уравнений детально рассмотрена в ряде 

работ [18–19, 29, 30], поэтому мы приведем лишь окончательные уравнения.  

 

2. Локальные физико-химические уравнения  

Уравнение баланса вакансий. Для произвольного микрообъема рассматриваемой системы 

изменение количества вакансий составит ,

V

z
dV

t




 где V  – объем выделенной области, t  – 

время, – плотность системы. С другой стороны, поток вакансий на поверхность микрообъема 

равен  0 0div ,Z Z

F V

J ndF J dV    где F  площадь поверхности выделенной области, Zw  и  

0
Z ZJ zw  – скорость и плотность потока вакансий, n  – единичный вектор нормали к поверхно-

сти. Объединяя эти выражения, получим уравнение неразрывности для вакансий:  

0div 0.Z

z
J

t


 


 (3) 

Теперь рассмотрим диффузионный поток вакансий – поток вакансий по отношению к потоку 

среды  Z ZJ z w w  , w  – скорость центра масс материальной точки системы. Подставляя это 

выражение в (3) и учитывая зависимость grad
dy y

w y
dt t


  


 полных и частных производных 

произвольной скалярной величины y, получим  

1
div .Z

dz
J

dt
 


 (4) 

Дополним наши выводы уравнениями неразрывности [18, 19, 29] 

1
div ,i

i

dc
J

dt
 


 (5) 
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где iJ  – плотность диффузионного потока i-го компонента, а также уравнением баланса внут-

ренней энергии [18, 19, 29] 

1
div ,u

du dv
P J

dt dt

 
   

 
 (6) 

где uJ  – поток внутренней энергии. 

Уравнение баланса энтропии. Объединим сделанные выводы. Воспользовавшись выражени-

ем (2) для внутренней энергии и уравнениями (4–6), получим  

1

1 1 1
div div div .

k

u i i Z Z

i

ds
J J g J

dt T T T

       (7) 

Для дальнейших выводов дополним известное уравнение плотности теплового потока по-

средством теплопроводности [16, 17] членом, связанным с потоком вакансий: 

1

k

q u i i Z Z

i

J J h J h J


   ,  (8) 

где ih – парциальная энтальпия i-го компонента, Z

H
h

Z





 – парциальная энтальпия, обусловлен-

ная наличием вакансий в исходной системе. Таким образом, из потока внутренней энергии uJ  

исключается перенос тепла 
1

k

i i

i

h J


 , обусловленный диффузионным переносом массы, и поток 

тепла Z Zh J , связанный с потоком вакансий.  

Учитывая (8), перепишем (7) в виде 

div ,S

ds
J

dt
     (9) 

где 

   
1

1 k

s q i i i Z Z Z

i

J J J h J h g
T 

 
     

 
 , (10) 

1 1

1 1 1
grad grad grad grad grad .

k k
i Z

q i i Z Z i Z

i i

g
J h J h J J J

T T T T T 


        

Последнее выражение можно переписать в более удобной форме [19]: 

   
1

1 1 1
grad grad grad ,

k

q i i Z Z TT
i

J J J g
T T T

      (11) 

где  grad i T
  и  grad Z T

g  – градиенты при условии постоянной температуры. 

 

3. Глобальные уравнения системы частица металла – исходная фаза 

Продолжим рассуждения применительно к нашему практическому случаю (см. рисунок) 

роста частицы металла (фаза  ) из исходной фазы руды (фаза  ). Дополнительно, как указыва-

лось ранее, будем считать, что имеется фаза восстановителя (фаза  ). При этом можно принять, 

что фазовая поверхность F
значительно удалена от поверхности растущего зародыша F

, по-

этому упрощенно примем поверхность F
 неподвижной. Кроме того, для удобства записи вве-

дем следующие обозначения потоков. Поток из фазы   в фазу   будем обозначать J
, поток 

из фазы   в фазу   – J 
. Аналогично будем использовать обозначения для фаз   и  . 

Получим выражение для изменения количества вакансий в нашем объеме V 
 за счет пере-

хода вакансий через поверхность F . С одной стороны, скорость изменения количества вакан-

сий в объеме V 
 за счет потока вакансий через границу F  равна ZI F  , где ZI   – скорость об-

разования вакансий на единице площади поверхности F
. С другой стороны, скорость измене-
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ния количества вакансий в объеме V   равно .

V

d
z dV

dt 

   Приравнивая эти выражения, при-

меняя формулу Остроградского – Гаусса, а также учитывая (3) и допущение о сферической сим-

метрии системы, получим на границе    
0 ,Z ZJ I    (12) 

где 0
ZJ   – плотность потока вакансий из фазы   в фазу  . По аналогии с плотностью диффу-

зионного потока вещества можно говорить о плотности потока вакансий по отношению к потоку 

среды. Объединяя (12) и выражение  Z ZJ z w w  , получим 

0
Z Z ZJ z J I      , (13) 

где z  – удельное количество вакансий в фазе  . Рассуждая подобным образом, можно запи-

сать выражение для потока вакансий через поверхность раздела из фазы  .   
0 0 0 ,Z Z Z Z ZJ J z J z J I            (14) 

где z  – удельное количество вакансий в фазе  . 

Проводя аналогичные рассуждения для балансов масс компонентов, можно получить выра-

жения для изменения массы i-го компонента нашего объема V 
 за счет диффузии через границы 

раздела фаз. При этом нужно учитывать подвижность фазовой границы  , и неподвижность 

границы  . Учитывая детальное рассмотрение методики получения таких уравнений в работах 

[18–19], опустим подробные выводы и запишем окончательные уравнения. 

Для фазовой границы  : 

0
Fe FeF

J w M I
    , 0 ,Fe FeF

J w M I
     (15) 

 1 ,Fe Fe Fe FeJ M I c     (16) 

где M  и I  – молекулярные массы и скорости образования продукта на единице поверхности для 

соответствующих компонентов. При этом важно отметить, что поскольку фаза   состоит только 

из атомов металла, то речь идет о самодиффузии металла.  

Для фазовой границы  : 

0
O OJ M I   , 0 ,O OJ M I    (17) 

 1 ,O O O OJ M I c      1 .O O O OJ M I c     (18) 

Учитывая выражение (17), можно упростить выражения (13) и (14) для потока вакансий 

,Z O O ZJ z M I I      .Z O O ZJ z M I I       (19) 

Глобальные уравнения баланса энтропии. Применяя (9), запишем уравнение баланса энтро-

пии в целом для нашего объема V 
[17] 

 
F F

V V F

sdS d
s dV dV sw n dF

dt dt t
 

  

 

 
 

      
  

 

   0 0 .S SF

V F F

dV J sJ sw dF J sJ dF

  

             (20) 

Наша система описывает межфазовый переход компонентов. Поэтому в нашем случае, при-

веденные в уравнении потоки являются разностями потоков из объема V 
 и потоков в объем 

V 
, т. е. S S SJ J J    , S S SJ J J    . В соответствии с методикой [18], применяя к полу-

ченному уравнению выражения (1), (10), (17)–(19), а также выражение g h s T    , преобра-

зуем второе подынтегральное выражение:  

 0 1
,S q q O O Z Z O O Z ZJ sJ J J I H I H I A I A

T

                     (21) 

где  O O O OH M h h     , Z Z ZH h h     ,  O O O OA M     , Z Z ZA g g    .  
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Поскольку количество тепла, образуемого на границе раздела фаз, равно разности тепловых по-

токов, то можно записать [18, 19, 29] 

0.q q O O Z ZJ J I H I H            (22) 

Тогда, подставляя (22) в (21), получим 

 0 1
.S O O Z ZJ sJ I A I A

T

         (23) 

Подобным образом запишем выражение для первого интеграла (20) 

0 1
.S Fe FeF

J sJ sw I A
T


       (24) 

Подставляя (23) и (24) в (20), окончательно получим 

dS

dt
  1

.
S

Fe Fe
O O Z Z

V F F

I A
dV dF I A I A dF

T T 

 
          (25) 

Полученные уравнения (11) и (25) представляют общее выражение производства энтропии 

рассматриваемой системы: растущий зародыш металла, исходная рудная фаза и фаза включений 

углерода. Важно отметить, что в случае обычного диффузионного роста выражения для произ-

водства энтропии в системе в соответствии с методикой [18, 19] приняли бы вид  

dS

dt


1
,

S

Fe Fe
O O

V F F

I A
dV dF I A dF

T T 

 
       (26) 

 
1

1 1
grad grad .

k

q i i T
i

J J
T T 

     (27) 

Таким образом, мы получили, что член  
1

gradZ Z T
J g

T
 в (11) характеризует влияние процес-

сов перемещения вакансий в фазе   на производство энтропии системы, а член Z ZI A

T

 

 в (25) 

характеризует влияние процессов, связанных с переходом вакансий через поверхность раздела 

  и  . 

Для проведения практических расчетов, используя метод Онсагера [29–31] либо разви-

ваемый авторами вариационный метод [20], можно преобразовать полученные выражения к 

системе физико-химических уравнений [18–20], описывающих диффузионные процессы в 

исходной оксидной фазе, процессы на границах раздела фаз, а также процессы перемещения 

вакансий. Решение полученных уравнений может быть выполнено разностными методами 

[32–33].  

Преимуществом полученной модели является возможность прогнозирования скорости роста 

зародыша с учетом совокупности изменяющихся во времени взаимосвязанных физико-

химических параметров: распределения температуры и концентраций компонентов, а также из-

менения количества вакансий в исходной фазе. Таким образом, предваряя экспериментальные 

исследования, можно оценить закономерности процессов твердофазного восстановления металла 

при различных температурных режимах для оксидов различного состава. 

 

Выводы 

1. Разработана новая вариационная теория роста новой фазы в многокомпонентной системе, 

учитывающая влияние тепловых и диффузионных процессов, а также процессов перемещения 

вакансий. 

2. Построена математическая модель, позволяющая прогнозировать закономерности про-

цесса твердофазного восстановления металлического кристалла в зависимости от режима нагрева 

и состава комплексных оксидов с учетом перемещения анионных вакансий. 

 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Челябинской области в рам-

ках научного проекта № 20-48-740034. 
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To improve the technologies of solid-phase reduction of metals in ores, it is necessary to 

study in detail the regularities of the growth of nuclei of the metal phase, taking into account the 

conditions existing in the reduction aggregates. At the first stage of the study, the general regular-

ities of the growth of a new phase in a multicomponent oxide system were studied. Using the me-

thods of non-equilibrium thermodynamics, a complex physicochemical description of the solid-

phase reduction of metals in a multicomponent oxide phase was obtained, taking into account the 

thermal and diffusion processes occurring in this case. Additionally, using the methods of chemi-

stry of imperfect crystals, the regularities of the influence of the movement of anionic vacancies 

on the thermodynamic state of the system were formulated. For the considered system the physi-

cochemical equations for the balance of vacancies and entropy were written. The developed new 

theory made it possible to consider thermal and diffusion processes, as well as the processes of 

vacancy movement in a multicomponent oxide system in their complexity. For a practical study 

of the reduction of metals in ores, the case of the growth of a metal particle from the initial phase 

of the ore was considered, taking into account the additional effect of the reducing agent on the 

process. On the basis of an integrated approach, a general expression for the production of entro-

py in the system of a growing metal nucleus, an initial ore phase and a phase of reducer inclu-

sions was obtained. The carried out research made it possible to develop a mathematical model of 

the growth of a metal crystal in the volume of the oxide phase, depending on the heating mode 

and the composition of complex oxides. In particular, the developed mathematical model made it 

possible to calculate the growth rate of the metal nucleus in the initial multicomponent oxide 

phase. The obtained technique also made it possible to evaluate the degree of influence of the 

movement of anionic vacancies on the regularities of the reduction process.  

Keywords: solid phase reduction, dunite, crystal growth, diffusion, anion vacancies, non-

equilibrium thermodynamics.  
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