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Проблема повышения эффективности параллельных вычислений чрезвычайно актуальна. В статье
продемонстрировано применение концепции Q-детерминанта для эффективной реализации численных ал-
горитмов на примере метода сопряженных градиентов для решения систем линейных уравнений. Кон-
цепция Q-детерминанта основана на унифицированном представлении численных алгоритмов в форме Q-
детерминанта. Любой численный алгоритм имеет Q-детерминант. Q-детерминант состоит из Q-термов. Их
число равно числу выходных данных алгоритма. Каждый Q-терм описывает все возможные способы вы-
числения одного из выходных данных на основе входных данных. Q-детерминант позволяет выразить и
оценить внутренний параллелизм алгоритма, а также показать способ его параллельного исполнения. В ра-
боте приведены основные понятия концепции Q-детерминанта, необходимые для понимания приведенного
исследования. Также описан основанный на концепции Q-детерминанта метод проектирования эффектив-
ных программ для численных алгоритмов. Результатом применения метода является программа, полно-
стью использующая ресурс параллелизма алгоритма. Такая программа называется Q-эффективной. В ка-
честве применения метода проектирования Q-эффективных программ описано проектирование программ
для реализации метода сопряженных градиентов на параллельных вычислительных системах с общей и
распределенной памятью. Приведены также результаты экспериментального исследования разработанных
программ, проведенного с помощью суперкомпьютера «Торнадо ЮУрГУ».

Ключевые слова: повышение эффективности параллельных вычислений, Q-детерминант алгоритма,
представление алгоритма в форме Q-детерминанта, Q-эффективная реализация алгоритма, ресурс па-
раллелизма алгоритма, Q-эффективная программа.

ОБРАЗЕЦ ЦИТИРОВАНИЯ
Алеева В.Н., Шатов М.Б. Применение концепции Q-детерминанта для эффективной

реализации численных алгоритмов на примере метода сопряженных градиентов для реше-
ния систем линейных уравнений // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика
и информатика. 2021. Т. 10, № 3. С. 56–71. DOI: 10.14529/cmse210304.

Введение

Основной целью параллельных вычислений является ускорение решения вычислитель-
ных задач. Для достижения этой цели используется распараллеливание алгоритмов, при-
меняемых для решения задач. Чем больше реализация алгоритма использует ресурс па-
раллелизма алгоритма, тем большее ускорение решения задачи она обеспечивает и тем она
эффективнее. Самая эффективная реализация алгоритма использует ресурс параллелиз-
ма алгоритма полностью. Для ее выполнения требуется одновременно применять больше
вычислителей (процессоров, ядер) параллельной вычислительной системы (ПВС), чем для
выполнения любой другой реализации алгоритма, так как одновременно нужно выполнять
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большее количество операций. Вычислительные мощности ПВС растут, что способствует
эффективной реализации алгоритмов. Однако, на практике, как правило, параллельные
программы выполняют не самые эффективные реализации алгоритмов, следовательно, не
применяют вычислительные ресурсы ПВС настолько, насколько допускают алгоритмы, а
это приводит к потере ускорения решения вычислительных задач. Таким образом, проблема
эффективной реализации алгоритмов на ПВС является актуальной.

Целью исследования является демонстрация применения концепции Q-детерминанта
для эффективной реализации численных алгоритмов на примере метода сопряженных гра-
диентов для решения систем линейных уравнений. Для достижения цели решаются следу-
ющие задачи:

1) построение Q-детерминанта алгоритма, выполняющего метод сопряженных градиен-
тов;

2) описание эффективной реализации алгоритма, выполняющего метод сопряженных
градиентов;

3) разработка эффективных программ для метода сопряженных градиентов, предназна-
ченных для ПВС с общей и распределенной памятью.

Статья относится к направлению исследований, представленному работами [1, 2, 8–12],
и вносит вклад в развитие данного направления.

Статья организована следующим образом. Раздел 1 содержит обзор работ по теме иссле-
дования. В разделе 2 приведены некоторые основные понятия концепции Q-детерминанта,
используемые в статье. В разделе 3 изложен метод проектирования Q-эффективных про-
грамм. В разделе 4 описано применение метода проектирования Q-эффективных программ
для эффективной реализации алгоритма, выполняющего метод сопряженных градиентов.
В разделе 5 представлены результаты экспериментального исследования Q-эффективных
программ, реализующих метод сопряженных градиентов. которые были разработаны в по-
следнее время, а также приведен обзор Q-эффективных программ, разработанных ранее.
Заключение содержит краткое изложение полученных результатов, выводы об их примене-
нии и описание одного из перспективных направлений дальнейшего исследования.

1. Обзор работ по теме исследования

Приведем обзор работ по теме исследования ресурса параллелизма численных алгорит-
мов и его реализации. Таких работ, использующих универсальные подходы, очень мало.

Во-первых, отметим работы [3, 23], где есть очень важные и развитые исследования
параллельной структуры алгоритмов и программ для их реализации на ПВС. Для иссле-
дования используются графы алгоритмов. Эти исследования адаптированы в открытой
энциклопедии свойств алгоритмов AlgoWiki [5, 13]. При определении и реализации ресур-
са параллелизма алгоритмов используется индивидуальный подход к каждому алгоритму.
Программное обеспечение для анализа ресурса параллелизма алгоритмов не рассматривает-
ся. Не рассматривается также единый для алгоритмов метод проектирования параллельных
программ, использующих весь ресурс параллелизма алгоритмов.

Во-вторых, предлагаются подходы к разработке параллельных программ. Это приве-
ло к созданию различных языков параллельного программирования и инструментов. Т-
система [20] — одна из таких разработок. Она является инструментом для программирова-
ния, обеспечивающим автоматическое динамическое распараллеливание программ. Однако
в работах по данному направлению исследований не показано, что параллельные програм-
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мы, созданные с использованием T-системы, полностью используют ресурс параллелизма
алгоритмов. Синтез параллельных программ — это еще один подход к созданию парал-
лельных программ. Он заключается в разработке новых параллельных алгоритмов с ис-
пользованием базы знаний параллельных алгоритмов для решения более сложных задач.
Технология фрагментированного программирования, язык ее реализации и система про-
граммирования LuNA разработаны на основе метода синтеза параллельных программ [7].
Такой подход не решает проблему исследования ресурса параллелизма алгоритмов и ис-
пользования его в полной мере. Для снятия ограничений на ресурсы ПВС используется
проектирование параллельных программ с помощью функционального языка программи-
рования, который не зависит от архитектуры ПВС. Примером такого направления иссле-
дований может служить работа [15]. Однако здесь также нет обоснования, что созданные
программы используют весь ресурс параллелизма реализуемых алгоритмов.

В-третьих, существует множество исследований, заключающихся в разработке парал-
лельных программ для конкретных алгоритмов или для конкретной архитектуры ПВС.
Например, к таким исследованиям относятся [17, 18, 21, 24]. Подобные исследования повы-
шают эффективность реализации конкретных алгоритмов или реализации алгоритмов на
ПВС определенной архитектуры, но они не обеспечивают общего универсального подхода.

Приведенный обзор показывает, что существующие подходы при решении проблемы
исследования и использования ресурса параллелизма алгоритмов либо малоэффективны,
либо неприменимы, либо не являются универсальными. Возможно, данный обзор не явля-
ется полным, так как он основан на доступных авторам источниках. Вместе с тем, как мы
отмечали ранее, ресурс параллелизма алгоритмов при реализации на ПВС используется не
полностью. Этот факт дает основание сделать вывод, что либо приемлемое решение про-
блемы исследования и использования ресурса параллелизма алгоритмов разработано, но не
достаточно широко известно, поэтому не применяется, либо его нет.

2. Некоторые основные понятия концепции Q-детерминанта

Рассмотрим алгоритмическую проблему \=y = F (N,B), где N = \{ n1, . . . , nk\} — мно-
жество параметров размерности проблемы или N — пустое множество, B — множество
входных данных, \=y = \{ y1, . . . , ym\} — множество выходных данных, при этом целое число m
является либо константой, либо значением вычислимой функции параметров N при усло-
вии, что N \not = \varnothing . Здесь ni (i \in \{ 1, . . . , k\} ) равно любому положительному целому числу.
Если N = \{ n1, . . . , nk\} , то через \=N = \{ \=n1, . . . , \=nk\} обозначим набор из k положительных це-
лых чисел, где \=ni — некоторое заданное значение параметра ni для каждого i \in \{ 1, . . . , k\} .
Через \{ \=N\} обозначим множество всех возможных k-наборов \=N . Пусть \frakA — алгоритм для
решения алгоритмической проблемы, Q — набор операций, используемых алгоритмом \frakA .

Определение 1. Определим выражение над B и Q, как терм в стандартном смысле
математической логики [4].

Определение 2. Мы называем выражение цепочкой длины n, если оно является резуль-
татом применения некоторой ассоциативной операции из Q к n выражениям.

Определение 3. Если N = \varnothing , то любое выражение w над B и Q мы называем безуслов-
ным Q-термом. Пусть N \not = \varnothing и V — множество всех выражений над B и Q. Тогда любое
отображение w :

\bigl\{ 
\=N
\bigr\} 
\rightarrow V \cup \varnothing также называется безусловным Q-термом.

Применение концепции Q-детерминанта для эффективной реализации численных...
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Определение 4. Пусть N = \varnothing и w — безусловный Q-терм. Предположим, что выражение
w над B и Q имеет значение логического типа при любой интерпретации переменных B.
Тогда безусловный Q-терм w называется безусловным логическим Q-термом. Пусть N \not = \varnothing 
и w — безусловный Q-терм. Если выражение w( \=N) для каждого \=N \in \{ \=N\} имеет значе-
ние логического типа при любой интерпретации переменных B, то безусловный Q-терм w

называется безусловным логическим Q-термом.

Определение 5. Пусть u1, . . . , ul — безусловные логические Q-термы, w1, . . . , wl — без-
условные Q-термы. Тогда множество l пар (\widehat u, \widehat w) = \{ (ui, wi)\} i\in \{ 1,...,l\} называется условным
Q-термом длины l.

Определение 6. Пусть (\widehat u, \widehat w) = \{ (ui, wi)\} i=1,2,... — счетное множество пар безусловных
Q-термов. Предположим, что \{ (ui, wi)\} i\in \{ 1,...,l\} — условный Q-терм для любого l <\infty . Тогда
мы называем (\widehat u, \widehat w) условным бесконечным Q-термом.

Опишем нахождение значения безусловного Q-терма w при интерпретации переменных
B. Если N = \varnothing , то нахождение значения выражения w означает нахождение значения без-
условного Q-терма w при любой интерпретации переменных B. Если N \not = \varnothing и w( \=N) \not = \varnothing , то
w( \=N) является выражением над B и Q. Можно найти значение выражения w( \=N) при любой
интерпретации переменных B. Конечно, мы опускаем значение w( \=N) = \varnothing . Следовательно,
мы находим значение безусловного Q-терма w при любой интерпретации переменных B.
Теперь опишем нахождение значения условного Q-терма (\widehat u, \widehat w) при интерпретации пере-
менных B. Пусть N = \varnothing . Находим значения выражений ui, wi для i \in \{ i = 1, . . . , l\} . При
нахождении значений мы можем найти пару ui0 , wi0 такую, что ui0 имеет значение true.
Следовательно, мы можем найти значение wi0 . Тогда считаем, что (\widehat u, \widehat w) имеет значение wi0 .
В противном случае считаем, что значение (\widehat u, \widehat w) при интерпретации переменных B не опре-
делено. Пусть N \not = \varnothing и \=N \in \{ \=N\} . Находим выражения ui( \=N), wi( \=N) для i \in \{ i = 1, . . . , l\} .
При нахождении значений мы можем найти пару ui0( \=N), wi0( \=N) такую, что ui0( \=N) име-
ет значение true. Следовательно, мы можем найти значение wi0( \=N). Тогда мы считаем,
что (\widehat u, \widehat w) имеет значение wi0( \=N). В противном случае считаем, что значение (\widehat u, \widehat w) для \=N

и при такой интерпретации переменных B не определено. Аналогично можно определить
значение условного бесконечного Q-терма.

Определение 7. Пусть M = \{ 1, . . . ,m\} . Предположим, что алгоритм \frakA состоит в на-
хождении для каждого i \in M значения yi путем вычисления значения Q-терма fi. Тогда
набор Q-термов \{ fi | i \in M\} называется Q-детерминантом алгоритма \frakA . Система уравнений
\{ yi = fi | i \in M\} называется представлением алгоритма \frakA в форме Q-детерминанта.

Определение 8. Процесс вычисления Q-термов \{ fi | i \in M\} алгоритма \frakA называется
реализацией алгоритма \frakA . Реализация алгоритма \frakA называется параллельной, если суще-
ствуют операции, которые выполняются одновременно.

Определение 9. Реализация алгоритма \frakA называется Q-эффективной, если Q-термы
\{ fi | i \in M\} вычисляются одновременно, операции при их вычислении выполняются по
мере готовности, при этом, если несколько операций цепочки готовы к выполнению, то они
выполняются по схеме сдваивания.

Замечание 1. Определение Q-эффективной реализации показывает, что она полностью
использует ресурс параллелизма алгоритма.
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Ресурс параллелизма алгоритма характеризуют его высота и ширина. Эти понятия
рассматриваются в работах [2, 9–11]. В [2, 11] описана программная Q-система, разрабо-
танная для автоматизированного исследования ресурса параллелизма алгоритмов, а также
сравнения ресурсов параллелизма алгоритмов, решающих одну и ту же алгоритмическую
проблему.

Определение 10. Реализация алгоритма \frakA называется выполнимой, если одновременно
должно выполняться конечное (непустое) множество операций.

Замечание 2. Существуют алгоритмы, Q-эффективная реализация которых невыполни-
ма. Пример такого алгоритма приведен в работе [2].

3. Метод проектирования Q-эффективных программ

Блок-схема численного алгоритма позволяет разработать последовательную програм-
му, реализующую алгоритм. Аналогично, используя представление численного алгоритма в
форме Q-детерминанта, можно разработать параллельную программу, реализующую пред-
ставленный алгоритм. Эта идея лежит в основе метода проектирования Q-эффективных
программ. Модель концепции Q-детерминанта, которую мы называем базовой, позволяет
исследовать только машинно-независимые свойства алгоритмов. Поэтому базовая модель
была расширена, чтобы учесть особенности реализации алгоритмов на реальных ПВС. Рас-
ширенная модель концепции Q-детерминанта получена путем добавления моделей парал-
лельных вычислений: PRAM [19] для общей памяти и BSP [22] для распределенной памяти.
Метод проектирования Q-эффективных программ использует расширенную модель концеп-
ции Q-детерминанта и состоит из этапов:

1) построение Q-детерминанта алгоритма;
2) описание Q-эффективной реализации алгоритма;
3) разработка параллельной программы для выполнимой Q-эффективной реализации

алгоритма.
На первых двух этапах метода используется базовая модель концепции Q-

детерминанта, а на третьем этапе — расширенная модель. Программа, полученная с
помощью данного метода, была названа Q-эффективной, а процесс ее разработки Q-
эффективным программированием. Так как Q-эффективная программа выполняет Q-
эффективную реализацию алгоритма, то она полностью использует ресурс параллелизма
алгоритма. Таким образом, Q-эффективная программа имеет самый высокий параллелизм
среди программ, реализующих алгоритм.

Для разработки Q-эффективной программы для общей памяти достаточно описания
Q-эффективной реализации алгоритма. При разработке Q-эффективной программы для
распределенной памяти следует учитывать, что данные должны обладать свойством ло-
кальности, иначе могут возникнуть многочисленные промахи кэша при их считывании из
памяти, что приведет к снижению быстродействия. Обеспечить локальность данных поз-
воляет распределение вычислений между вычислительными узлами ПВС, основанное на
описании Q-эффективной реализации алгоритма. В нашем исследовании для распределе-
ния вычислений между вычислительными узлами применяется принцип «master-slave» [16].
При этом мы используем один вычислительный узел «master» и несколько вычислительных
узлов «slave». Узел «master» обозначается буквой M , а множество узлов «slave» — буквой
S. В этом исследовании при разработке Q-эффективных программ используется язык про-

Применение концепции Q-детерминанта для эффективной реализации численных...

60 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



граммирования C++, технология OpenMP для ПВС с общей памятью, технологии MPI и
OpenMP для ПВС с распределенной памятью.

Дальнейшим развитием модели концепции Q-детерминанта может быть добавление мо-
делей параллельных вычислений для вычислительных систем с другими архитектурными
особенностями. Также для создания Q-эффективных программ можно использовать раз-
личные языки программирования и технологии параллельного программирования. Таким
образом, для одного численного алгоритма существует потенциально бесконечное множе-
ство Q-эффективных программ, каждая из которых создается и используется в рамках
определенной вычислительной инфраструктуры. По-видимому, из всех Q-эффективных
программ для данного алгоритма не существует лучшей по производительности, но каждая
из этих программ является наиболее эффективной для той вычислительной инфраструк-
туры, для которой она создавалась.

Более подробно метод проектирования Q-эффективных программ описан в работе [8].

4. Применение метода проектирования Q-эффективных
программ для эффективной реализации метода
сопряженных градиентов

Метод сопряженных градиентов для решения систем линейных уравне-
ний [14] широко применяется на практике, поэтому его исследование с це-
лью эффективной реализации является актуальным. Опишем метод сопряжен-
ных градиентов. Предположим, нужно решить систему линейных уравнений
A\vec{}x = \vec{}b, где A = [aij ]i,j=1,...,n — симметричная положительно определенная матрица, \vec{}x =

(x1, . . . , xn)
T и \vec{}b = (b1, . . . , bn)

T . Пусть \vec{}x0 = (x01, . . . , x
0
n)

T — начальное приближение
решения системы. Процесс решения системы можно представить как минимизацию
функционала (A\vec{}x, \vec{}x)  - 2(\vec{}b, \vec{}x). Минимизируя данный функционал с использованием
подпространств Крылова, получаем алгоритм \frakB , реализующий метод сопряженных
градиентов.

Итерационный процесс алгоритма \frakB можно записать так:

\vec{}r0 = \vec{}b - A\vec{}x0, (1)

\vec{}z0 = \vec{}r0, (2)

\vec{}xk = \vec{}xk - 1 + \alpha k\vec{}z
k - 1, где k \in \{ 1, 2, . . . \} , (3)

\alpha k = (\vec{}rk - 1, \vec{}rk - 1)/(A\vec{}zk - 1, \vec{}zk - 1), (4)

\vec{}rk = \vec{}rk - 1  - \alpha kA\vec{}z
k - 1, (5)

\beta k = (\vec{}rk, \vec{}rk)/(\vec{}rk - 1, \vec{}rk - 1), (6)

\vec{}zk = \vec{}rk + \beta k\vec{}z
k - 1. (7)

В результате применения метода решение системы линейных уравнений может быть
достигнуто на итерации n, если отсутствует погрешность вычислений. Если реализовывать
метод на ПВС, то погрешность вычислений существует, поэтому для получения решения ко-
личество итераций будет больше n. В качестве критерия остановки итерационного процесса
будем использовать выполнение условия

\| \vec{}rk\| /\| \vec{}b\| < \epsilon , (8)
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где \| \vec{}rk\| /\| \vec{}b\| — относительная невязка на k-м шаге итерации, \epsilon — точность вычислений.
Продемонстрируем применение метода проектирования Q-эффективных программ для

эффективной реализации алгоритма \frakB .
Этап 1. Q-детерминант алгоритма \frakB состоит из n условных бесконечных Q-термов, а

представление алгоритма \frakB в форме Q-детерминанта имеет вид

xi = \{ (u0, x0i ), (u1, x1i ), . . . , (uk, xki ), . . . \} , где i \in \{ 1, . . . , n\} ,

ul = \| \vec{}rl\| /\| \vec{}b\| < \epsilon для любого l \in \{ 0, 1, . . . \} .
Этап 2. Опишем Q-эффективную реализацию алгоритма \frakB . В соответствии с опре-

делением Q-эффективной реализации все Q-термы, составляющие Q-детерминант, должны
вычисляться одновременно, при этом их операции должны выполняться по мере готовности.
Во-первых, нужно вычислить Q-терм u0. Если значение u0 true, то вычисление заканчива-
ется, так как получено решение с заданной точностью, при этом n-кортеж \{ xi = x0i \} i\in \{ 1,...,n\} 
является решением. Если значение u0 false, то должно продолжаться вычисление Q-термов
u1 и x1i для всех i \in \{ 1, . . . , n\} одновременно. Предположим, что вычисление продолжается
на шаге итерации k \geq 1, при этом вычислены Q-термы uk и xki для всех i \in \{ 1, . . . , n\} и
значением uk является true. Тогда вычисление должно быть завершено, так как получено
решение с заданной точностью, при этом решением является n-кортеж \{ xi = xki \} i\in \{ 1,...,n\} .
Если значение uk false, то должно продолжаться вычисление Q-термов uk+1 и xk+1

i для
всех i \in \{ 1, . . . , n\} одновременно.

Приведем описание процесса вычисления Q-термов ul и xli для всех l \in \{ 0, 1, . . . \} и
i \in \{ 1, . . . , n\} . Вычисление u0 состоит в вычислении по формуле (1) одновременно с вы-
числением \| \vec{}b\| , а затем по формуле (8) при k = 0. Мы видим, что вычисление \vec{}x1 должно
состоять из вычислений по формулам (4) при k = 1, а затем (3) при k = 1 с учетом того,
что \vec{}z0 = \vec{}r0. Вычисление u1 состоит в последовательном вычислении по формулам (5) при
k = 1, а затем (8) при k = 1. Для подготовки второй итерации должно быть выполнено
вычисление по формуле (6) при k = 1, а затем (7) при k = 1. Вычисление \vec{}xl для всех
l \in \{ 2, 3, . . . \} должно состоять из вычислений по формулам (4) при k = l, (3) при k = l,
применяемым последовательно. Вычисление ul для всех l \in \{ 2, 3, . . . \} состоит в вычисле-
нии по формулам (5) при k = l, а затем (8) при k = l. Для подготовки следующей (l + 1)-й
итерации должно быть выполнено вычисление по формуле (6) при k = l, а затем (7) при
k = l. При вычислении по формулам операции должны выполняться по мере готовности к
выполнению. При этом операции цепочки должны выполняться по схеме сдваивания.

Q-эффективная реализация алгоритма \frakB выполнима, так как при реализации одновре-
менно необходимо выполнять конечное число операций.

Этап 3. Описание Q-эффективной реализации алгоритма \frakB , полученное на втором
этапе метода, можно использовать для разработки Q-эффективной программы для общей
памяти. Опишем процесс реализации алгоритма \frakB на ПВС с распределенной памятью,
применяя принцип «master-slave».

Каждая компонента вектора \vec{}r0 (см. (1)) вычисляется на отдельном узле S. Если ко-
личество узлов S меньше n, то каждый из узлов S должен выполнять вычисления для
нескольких компонент вектора \vec{}r0. Перед вычислением r0i , где i \in \{ 1, . . . , n\} узел S по-
лучает от узла M компоненту bi вектора \vec{}b, строку матрицы A с номером i и вектор \vec{}x0.
Одновременно с вычислением вектора \vec{}r0 вычисляется значение \| \vec{}b\| на узле M . Вычислен-
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ный вектор \vec{}r0 передается на узел M . На узле M выполняется вычисление Q-терма u0. Если
значение u0 true, то вычисление заканчивается.

Для определения коэффициента \alpha 1 (см. (4)) вычисление A\vec{}z0, учитывая, что \vec{}z0 = \vec{}r0,
выполняется на узлах S по аналогии с вычислением A\vec{}x0. Для этого узел M передает на
узлы S вектор \vec{}r0. Одновременно с операцией A\vec{}z0 выполняется вычисление скалярного
произведения (\vec{}r0, \vec{}r0) на узле M . Полученные на узлах S результаты, которые являются
компонентами вектора A\vec{}z0, передаются на узел M для вычисления скалярного произведе-
ния векторов A\vec{}z0 и \vec{}z0. Завершает вычисление \alpha 1 операция деления на узле M . После этого
выполняется вычисление приближения решения \vec{}x1 (см. (3)) на узле M .

Одновременно с вычислением \vec{}x1 на узле M на некотором одном узле S вычисляется
\vec{}r1 (см. (5)). Использовать несколько узлов S в этом случае нецелесообразно. Перед вычис-
лением \vec{}r1 узел M передает на узел S вектор \vec{}r0, коэффициент \alpha 1, вектор A\vec{}z0 и результат
скалярного произведения (\vec{}r0, \vec{}r0). На этом же узле S вычисляется коэффициент \beta 1 (см. (6)).
Для этого находится скалярное произведение (\vec{}r1, \vec{}r1) и выполняется операция деления. По-
сле этого на узле S вычисляется также вектор \vec{}z1 (см. (7)). Вычисленные на узле S значения
\vec{}r1, (\vec{}r1, \vec{}r1), \beta 1 и \vec{}z1 передаются на узел M . На узле M вычисляется Q-терм u1. Если значение
u1 true, то вычисление заканчивается.

Для определения коэффициента \alpha 2 (см. (4)) вычисление A\vec{}z1 выполняется аналогично
вычислению A\vec{}z0. Для этого узел M передает на узлы S вектор \vec{}z1. Полученные на узлах S
компоненты вектора A\vec{}z1 передаются на узел M для вычисления скалярного произведения
векторов A\vec{}z1 и \vec{}z1. Вычислять скалярное произведения (\vec{}r1, \vec{}r1) не нужно, так как оно было
вычислено в процессе вычисления коэффициента \beta 1. Завершает вычисление \alpha 2 операция
деления на узле M . Вычисление \vec{}x2 (см. (3)) выполняется на узле M .

Одновременно с вычислением \vec{}x2 вычисляется \vec{}r2 (см. (5)) на одном из узлов S. Перед
вычислением \vec{}r2 узел M передает на узел S вектор \vec{}r1, коэффициент \alpha 2, вектор A\vec{}z1, резуль-
тат скалярного произведения (\vec{}r1, \vec{}r1) и вектор \vec{}z1. Коэффициент \beta 2 (см. (6)) вычисляется
на этом же узле S. Для этого выполняется скалярное произведение (\vec{}r2, \vec{}r2) и операция де-
ления. Затем на узле S вычисляется вектор \vec{}z2 (см. (7)). Вычисленные на узле S значения
\vec{}r2, (\vec{}r2, \vec{}r2), \beta 2 и \vec{}z2 передаются на узел M . На узле M выполняется вычисление Q-терма u2.
Если значение u2 true, то вычисление заканчивается.

Все последующие итерации алгоритма \frakB выполняются по аналогии со второй итераци-
ей.

5. Разработка и экспериментальное исследование
Q-эффективных программ

Для выполнения Q-эффективной реализации алгоритма \frakB были разработаны Q-
эффективные программы для общей памяти и для распределенной памяти с применением
принципа «master-slave», проектирование которых описано в разделе 4. Также была разра-
ботана Q-эффективная программа для распределенной памяти, не использующая принцип
«master-slave», и две программы, которые не являются Q-эффективными, при этом первая
из них предназначена для общей памяти, а вторая для распределенной памяти с примене-
нием принципа «master-slave». Программы, не являющиеся Q-эффективными, выполняют
реализацию алгоритма \frakB , отличающуюся от Q-эффективной реализации тем, что вычис-
ления по формулам (5), (6) и (7) выполняются последовательно.
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Для всех разработанных программ было проведено экспериментальное исследование
динамических характеристик — времени выполнения и ускорения. Оно проводилось на
суперкомпьютере «Торнадо» Южно-Уральского государственного университета. Для об-
щей памяти был использован один вычислительный узел, для распределенной памяти —
несколько вычислительных узлов. В экспериментах были задействованы два центральных
процессора вычислительных узлов с многоядерными ускорителями Intel Xeon X5680 с ча-
стотой 3.33 GHz, каждый из которых имеет 6 ядер и поддерживает 12 потоков, оперативная
память узла 24 Гб ECC DDR3 Full buffered [6]. При экспериментальном исследовании на-
ходилось решение системы линейных уравнений с плотной матрицей A, имеющей размер
n = 1000, которая была сгенерирована с помощью специально разработанного программно-
го обеспечения. Компоненты векторов \vec{}b и \vec{}x0 формировались путем генерации случайных
чисел.

На рис. 1 показаны графики времени выполнения и ускорения программ для общей
памяти. Рисунок 2 содержит графики времени выполнения и ускорения программ для рас-
пределенной памяти.

Рис. 1. Время выполнения и ускорение программ для общей памяти (Q — Q-эффективная
программа, nQ — не Q-эффективная программа)

Поясним результаты экспериментального исследования.
На динамические характеристики Q-эффективной программы влияет множество фак-

торов. Однако главное влияние оказывает ресурс параллелизма алгоритма, который про-
грамма выполняет. Ресурсы параллелизма у алгоритмов разные. Существуют алгоритмы,
все операции которых могут быть выполнены параллельно. Примером такого алгоритма
является алгоритм сложения двух векторов. Но есть также алгоритмы, которые не имеют
параллельных реализаций, например, алгоритм, Q-детерминант которого состоит из одного
безусловного Q-терма, имеющего вид

(. . . ((((a1 + a2)\times a3 + a4)\times a5 + a6)\times a7 + a8) . . . )\times a2n - 1 + a2n,

где n— параметр размерности. Подавляющее большинство алгоритмов имеют ресурс парал-
лелизма, находящийся между этими двумя крайностями. Любой подход к проектированию
параллельных программ основывается на распараллеливании выполняемых программой
алгоритмов в рамках их ресурса параллелизма. Следовательно, значения динамических
характеристик проектируемых программ из-за разных ресурсов параллелизма выполняе-
мых алгоритмов будут разными.
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Рис. 2. Времея выполнения и ускорение программ для распределенной памяти (QMS —
Q-эффективная программа, использующая принцип «master-slave», nQMS — не Q-
эффективная программа, использующая принцип «master-slave», QnMS — Q-эффективная
программа, не использующая принцип «master-slave»)

Проводя экспериментальное исследование Q-эффективных программ, можно лишь кон-
статировать, каковы значения их динамических характеристик, но улучшить эти значения,
не меняя используемую вычислительную инфраструктуру, то есть условия разработки и
исполнения программ, не удастся. С помощью данного исследования получены значения
динамических характеристик Q-эффективных программ, выполняющих алгоритм \frakB , кото-
рый реализует метод сопряженных градиентов. Если эти значения не устраивают пользо-
вателя, то для решаемой алгоритмической проблемы возможно с помощью программной
Q-системы [2, 11] подобрать алгоритм с лучшим ресурсом параллелизма, чем алгоритм \frakB .

Кроме ресурса параллелизма выполняемого параллельной программой алгоритма от-
метим и другие факторы, которые могут существенно влиять на динамические характери-
стики программы.

Следует подчеркнуть, что, как известно, время выполнения параллельных программ
увеличивают пересылки информации между вычислительными узлами ПВС, а также син-
хронизация вычислений.

Если при реализации на ПВС Q-эффективной программе выделено не достаточное ко-
личество вычислительных ресурсов, в нашем случае вычислительных ядер, узлов, чтобы
могла быть выполнена Q-эффективная реализация алгоритма, то значения динамических
характеристик ухудшаются. Разработанные в данном исследовании Q-эффективные про-
граммы используют ресурс параллелизма алгоритма \frakB полностью, но выделенных ресурсов
ПВС не достаточно для выполнения Q-эффективной реализации, поэтому полученные зна-
чения динамических характеристик всех трех Q-эффективных программ Q (рис. 1), QMS
и QnMS (рис. 2) хуже, чем могли бы быть, если бы ресурсов было достаточно. Особенно
нехватка ресурсов ПВС повлияла на время выполнения и ускорение Q-эффективной про-
граммы Q для общей памяти. Отметим, что на динамические характеристики программ nQ
(рис. 1) и nQMS (рис. 2), не являющихся Q-эффективными, нехватка ресурсов ПВС также
оказала влияние.
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На рис. 2 можно видеть, что Q-эффективная программа QMS для распределенной па-
мяти с применением принципа «master-slave» демонстрирует наивысшее среди соперников
ускорение. Объясним этот факт.

Лучшие динамические характеристики программы QMS по сравнению с программой
QnMS, по нашему мнению, можно объяснить, в частности, тем, что при разработке програм-
мы QMS обеспечивается свойство локальности данных за счет распределения вычислений
по узлам, а при разработке программы QnMS нет, в результате чего возникают многочис-
ленные промахи кэша при считывании данных из памяти. Обеспечение локальности данных
при параллельных вычислениях имеет важное значение, так как повышает быстродействие
программ.

Если программа, не являющаяся Q-эффективной, и Q-эффективная программа имеют
одинаковые условия разработки и исполнения, то динамические характеристики програм-
мы, не являющейся Q-эффективной, хуже, чем Q-эффективной, так как она использует не
весь ресурс параллелизма алгоритма. Результаты экспериментального исследования про-
грамм QMS и nQMS (рис. 2), а также программ Q и nQ (рис. 1) подтверждают это.

Все три Q-эффективные программы Q (рис. 1), QMS и QnMS (рис. 2) соответствуют
разным вычислительным инфраструктурам. С помощью экспериментального исследования
мы установили, что эти Q-эффективные программы имеют разное быстродействие. Но да-
же при влиянии на динамические характеристики перечисленных выше факторов каждая
из Q-эффективных программ является наиболее эффективной для своей вычислительной
инфраструктуры.

Применение метода проектирования параллельных программ для Q-эффективной реа-
лизации алгоритмов с Q-детерминантами различной структуры рассмотрено ранее в ряде
выпускных квалификационных работ студентов Южно-Уральского государственного уни-
верситета. Их обзор приведен в [9]. В этих работах были исследованы алгоритмы умножения
плотных и разреженных матриц, метод Гаусса—Жордана, метод Якоби для решения систем
линейных уравнений. Рассмотрен также метод прогонки для решения систем трехточечных
уравнений, имеющий малый ресурс параллелизма. В этом случае не следует использовать
распределенную память, поскольку это может привести к снижению производительности.
Также рассмотрен метод Фурье для решения системы разностных уравнений, обладаю-
щий большим ресурсом параллелизма. Его можно эффективно реализовать на распреде-
ленной памяти, используя принцип «master-slave». Следует отметить, что исследования,
приведенные в работах, показали, что для некоторых алгоритмов использовать принцип
«master-slave» не целесообразно, так как это может привести к увеличению обменов меж-
ду вычислительными узлами. Примером в этом случае является алгоритм для реализации
метода Якоби для решения систем пятиточечных разностных уравнений. Исследования по-
казали также, что некоторые алгоритмы имеют сложные, но хорошо структурированные
Q-детерминанты. Например, такие алгоритмы реализуют метод Гаусса—Жордана и метод
Гаусса—Зейделя для решения систем линейных уравнений. Аналогичными свойствами обла-
дают и многие другие известные алгоритмы. Хорошо структурированные Q-детерминанты
алгоритмов упрощают создание Q-эффективных программ для этих алгоритмов.

Заключение

В статье показано применение метода проектирования Q-эффективных программ, осно-
ванного на концепции Q-детерминанта, для эффективной реализации численных алгорит-
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мов на примере метода сопряженных градиентов для решения систем линейных уравнений.
Для этого были решены следующие задачи:
1) построение Q-детерминанта алгоритма, выполняющего метод сопряженных градиен-

тов;
2) описание Q-эффективной реализации алгоритма, выполняющего метод сопряженных

градиентов;
3) разработка Q-эффективных программ для метода сопряженных градиентов, предна-

значенных для ПВС с общей и распределенной памятью, и их экспериментальное ис-
следование.
Данное исследование пополнило коллекцию алгоритмов, для которых разработаны Q-

эффективные программы и оценены их динамические характеристики.
Применение метода проектирования Q-эффективных программ решает проблему наи-

более полного использования ресурса параллелизма численных алгоритмов и тем самым
делает возможной эффективную реализацию численных алгоритмов на ПВС. Программ-
ная Q-система для исследования ресурса параллелизма численных алгоритмов [2, 11], метод
проектирования Q-эффективных программ и технология Q-эффективного программирова-
ния [9] в комплексе являются одним из решений проблемы повышения эффективности па-
раллельных вычислений, использующих численные алгоритмы. Их могут применять разра-
ботчики программного обеспечения для проектирования эффективных программ, предна-
значенных для любых ПВС — от персональных компьютеров с многоядерными процессора-
ми до суперкомпьютеров. Это приведет к уменьшению времени выполнения программного
обеспечения и повышению быстродействия вычислительных систем.

Одним из перспективных направлений развития описанных в статье исследований яв-
ляется автоматизированное проектирование и исполнение Q-эффективных программ. Ис-
следования по данному направлению уже ведутся.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 17-07-00865 а и при поддержке Правительства РФ в соответствии с Постановлением
№ 211 от 16.03.2013 г. (соглашение № 02.A03.21.0011).
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The problem of improving the efficiency of parallel computing is very topical. The article demonstrates
the application of the concept of Q-determinant for the effective implementation of numerical algorithms by
the example of the conjugate gradient method for solving systems of linear equations. The concept of the Q-
determinant is based on a unified representation of numerical algorithms in the form of the Q-determinant. Any
numerical algorithm has a Q-determinant. The Q-determinant consists of Q-terms. Their number is equal to the
number of output data items. Each Q-term describes all possible ways to compute one of the output data items
based on the input data. The Q-determinant allows you to express and evaluate the internal parallelism of the
algorithm, as well as to show the method of its parallel execution. The article gives the main notions of the Q-
determinant concept necessary for better understanding of our research. Also, we describe a method of designing
effective programs for numerical algorithms on the base of the concept of the Q-determinant. As a result, we
obtain the program which uses the parallelism resource of the algorithm completely, and this program is called
Q-effective. As application of the method for design of Q-effective programs, we describe the designing programs
for conjugate gradient method for implementation on parallel computing systems with shared and distributed
memory. Finally, for developed programs we present the results of experiments on a supercomputer “Tornado
SUSU”.

Keywords: improving parallel computing efficiency, Q-determinant of algorithm, representation of algorithm
in the form of Q-determinant, Q-effective implementation of algorithm, parallelism resource of algorithm, Q-
effective program.
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