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В работе проводится сравнение двух целевых функций в задаче Прони аппроксимации данных из-
мерений решениями линейного дифференциального уравнения заданного порядка с постоянными коэф-
фициентами. Целевые функции различаются типом зависимости градиента от коэффициентов уравнения
(линейная или со сложной нелинейностью) и являются 1) нормой невязки уравнения (линейный метод
наименьших квадратов) или 2) нормой ошибки аппроксимации по А. Хаусхолдеру (вариационный метод
идентификации). В последнем случае производится совместная оптимизация коэффициентов дифферен-
циального уравнения и начальных условий решения. Для рассмотренных целевых функций вычислены
константы локальной устойчивости решения задачи Прони с использованием локальных разложений зави-
симостей оптимальных коэффициентов уравнения как неявных функций от данных из условия равенства
градиента целевой функции нулю. На этой основе предложен способ определения допустимой погрешно-
сти в данных задачи для обеспечения заданного уровня отклонения решения от истинного значения. На
примере К. Ланцоша вычисления показателей экспонент по наблюдениям суммы трех экспонент с ошибка-
ми округления показано существенное преимущество (с точки зрения допустимой погрешности в данных)
использования вариационной целевой функции. Адекватность используемых локальных показателей устой-
чивости для немалых возмущений проверяется численным экспериментом.
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Введение

При аппроксимации данных измерений широко используется принцип минимизации
невязки подбираемого уравнения. В задачах аппроксимации типа Прони этот подход при-
водит к переопределенной системе уравнений с решением в виде матричной формулы ли-
нейного метода наименьших квадратов [1, 2]. В отличие от целевой функции по невязке
уравнения, целевые функции по ошибкам в переменных (невязке сигналов) не имеют яв-
ных формул для точек минимума, вследствие чего возникают вопросы сходимости вычис-
лительных алгоритмов [1, 3, 4].

Интуитивные предположения (подтверждаемые асимптотической теорией [5]) состоят
в том, что при случайных аддитивных возмущениях в аппроксимируемых данных предпо-
чтительны целевые функции по ошибкам в переменных. В статье предлагается обоснование
этого факта в неасимптотическом случае произвольных конечных выборок путем сравнения
целевых функций по количественным показателям локальной устойчивости решений [6, 7].
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В пределе больших объемов выборок предлагаемые показатели совпадают с известными
асимптотическими критериями, основанными на информационной матрице [6]. В качестве
примера применения методики рассматривается задача К. Ланцоша восстановления экспо-
ненциальных слагаемых из возмущенных наблюдений суммы трех экспонент [8]. Теорети-
ческие расчеты показывают, что в задаче К. Ланцоша более сложная целевая функция (по
ошибкам в переменных) приводит к решениям, которые на порядок более точны, чем ре-
шения, полученные по невязке уравнения. Результаты подтверждаются вычислительным
экспериментом.

Заметим, что в настоящее время, учитывая мощность доступных вычислительных
устройств, вопросы трудоемкости решения отходят на второй план, и поэтому в статье
они не рассматриваются. Главным становится вопрос о гарантиях сходимости алгоритма.
Если имеет место сходимость «почти наверное» за конечное число шагов [9], то вычис-
лительный алгоритм, если пренебречь трудоемкостью, приближается по эффективности к
явной формуле.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 кратко описаны известные по-
становки задачи Прони, приведены соответствующие целевые функции, охарактеризованы
методы решения. В разделе 2 предложена методика сравнения целевых функций через вы-
числение констант локальной устойчивости решений задачи Прони. В разделе 3 описан
вычислительный эксперимент с приложением методики сравнения к задаче К. Ланцоша
восстановления показателей экспонент по наблюдениям их суммы с возмущениями. В за-
ключении приводится краткая сводка результатов, полученных в работе, и указаны направ-
ления дальнейших исследований.

1. Целевые функции в задаче Прони

Задача Прони [10] является исторически первой задачей аппроксимации наблюдений
решениями линейного дифференциального или разностного уравнения заданного порядка
с неопределенными коэффициентами. Задачи такого типа возникают во многих областях: в
геологии [11], радиоэлектронике, спектральном анализе, медицине и биоинформатике [12] и
др. Гаспар Риш де Прони1 предложил метод построения разностного уравнения, описыва-
ющего наблюдения процесса испарения смеси жидкостей [10]. Он использовал предположе-
ние о малости возмущений в наблюдениях; тем не менее, в предложенном им решении были
заложены идеи, позволившие впоследствии решить задачу в общем случае немалых возму-
щений с использованием метода наименьших квадратов, опубликованного немного позже в
работах К. Гаусса и П. Лежандра [13].

В литературе нет устоявшейся традиции употребления словосочетаний «задача Прони»,
«метод Прони». Мы предпочитаем говорить о «задачах типа Прони». Использование раз-
личных целевых функций для нахождения коэффициентов аппроксимирующего уравнения
формально приводит к разным оптимизационным задачам, или, в другой терминологии, к
разным методам решения «задачи Прони».

Классическая задача и метод Прони для малых возмущений. Введем вектор наблю-

дений f =
\Bigl( 
f1 . . . fN

\Bigr) \top 
\in \BbbR N , где N — число моментов времени (длина процесса), и

fi — значения некоторой функции на равномерной временной сетке (неравномерная сетка
сводится к равномерной аффинными преобразованиями [2]). Классическая задача Прони

1Сам Г. Р. де Прони подписал свою работу как «Par R. Prony» («Автор Р. Прони») [10]
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состоит в аппроксимации f линейной комбинацией z =
\Bigl( 
z1 . . . zN

\Bigr) \top 
синусоид или экс-

понент:

zk
.
=

l\sum 

i=1

(Cie
\lambda ik + Cie

\lambda ik) \approx fk, (1)

где k = 1, N , l =
\bigl[ 
N
2

\bigr] 
, \lambda i, Ci \in \BbbC , \forall i = 1, l , черта в \lambda i, Ci означает комплексное сопряже-

ние. Коэффициенты \lambda 1, . . . , \lambda l , C1, . . . , Cl подлежат определению, их найденные значения
вместе с z1, . . . , zN считаются решением задачи Прони.

Решение достигается за два шага. Сначала определяются показатели \lambda 1, . . . , \lambda l . Клю-
чевая идея Прони состоит в том, чтобы сумму (1) рассматривать как решение некоторого
разностного уравнения:

\alpha nzk+n + \alpha n - 1zk+n - 1 + \cdot \cdot \cdot + \alpha 0zk = 0, (2)

где n = 2l, k = 1, N  - n, \alpha n = 1 . Коэффициенты \alpha 0, . . . , \alpha n - 1 находятся из предположе-
ния, что измерения fk близки к точному процессу zk . Составляется система из n уравне-
ний для n неизвестных:

\left\{ 
      
      

fn+1 + \alpha n - 1fn + \cdot \cdot \cdot + \alpha 0f1 \approx 0,

fn+2 + \alpha n - 1fn+1 + \cdot \cdot \cdot + \alpha 0f2 \approx 0,
...

f2n + \alpha n - 1f2n - 1 + \cdot \cdot \cdot + \alpha 0fn \approx 0.

(3)

Определив коэффициенты \alpha 0, . . . , \alpha n - 1 из последней системы уравнений, можно найти
значения \lambda 1 = ln \zeta 1, . . . , \lambda l = ln \zeta l через корни \zeta 1, . . . , \zeta l , \zeta 1, . . . , \zeta l характеристического
многочлена \alpha (\zeta ) = \zeta n + \alpha n - 1\zeta 

n - 1 + \cdot \cdot \cdot + \alpha 0.

На втором шаге вычисляются коэффициенты C1, . . . , Cl , исходя из полученных на
первом шаге значений \lambda 1, . . . , \lambda l . Составляется представление, устанавливающее взаимно-
однозначное соответствие между комплексными C1, . . . , Cl и вещественными коэффициен-
тами A11, . . . , A1l , A21, . . . , A2l :

Cie
\lambda ik + Cie

\lambda ik = (A1i sin(\omega ik) +A2i cos(\omega ik))e
\tau ik,

\omega = arg(\lambda ), \tau = mod (\lambda ).

Для нахождения A1i, A2i , i = 1, l , используется система из n = 2l уравнений:

\left\{ 
      
      

f1 \approx 
\sum l

i=1 e
\tau i(A1i sin(\omega i) +A2i cos(\omega i)),

f2 \approx 
\sum l

i=1 e
2\tau i(A1i sin(2\omega i) +A2i cos(2\omega i)),

...

fn \approx \sum l
i=1 e

n\tau i(A1i sin(n\omega i) +A2i cos(n\omega i)).

(4)

Найдя решение A1i, A2i , восстанавливаем коэффициенты Ci, i = 1, l .
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«Обобщенный» метод Прони [1] (раздел 11.5), [3]. Для нахождения коэффициентов
\alpha 0, . . . , \alpha n - 1 вместо (3) используется переопределенная система уравнений

\left( 
     

f1 . . . fn fn+1

f2 . . . fn+1 fn+2

...
. . .

...
...

fN - n . . . fN - 1 fN

\right) 
     

\left( 
     

\alpha 0

...
\alpha n - 1

1

\right) 
     

.
= (5)

.
=
\Bigl( 

V1 V2

\Bigr) \Biggl( \alpha 
1

\Biggr) 
.
= e.

Из условия минимума целевой функции метода наименьших квадратов

J = \| e\| 2 \rightarrow min
\alpha 

(6)

следует решение

\^\alpha =  - 
\Bigl( 
V \top 
1 V1

\Bigr)  - 1 \Bigl( 
V \top 
1 V2

\Bigr) 
. (7)

Для нахождения A1i, A2i , i = 1, l , вместо (4) используется система уравнений

\left( 
  

f1
...
fN

\right) 
   - 

\left( 
  

e\tau 1 sin(\omega 1) . . . e\tau l cos(\omega l)
...

...
eN\tau 1 sin(N\omega 1) . . . eN\tau l cos(N\omega l)

\right) 
  

\left( 
  
A11

...
A2l

\right) 
  .

=

.
= f  - H\theta 

.
= \varepsilon ,

По методу наименьших квадратов из условия минимума \| \varepsilon \| 2 \rightarrow min\theta получаем

\^\theta =
\Bigl( 
H\top H

\Bigr)  - 1
H\top f, z = H \^\theta .

Если нужно найти только аппроксимирующую функцию z , можно обойтись без поиска
корней многочлена \alpha (\zeta ) и вычисления матрицы H :

z =

\biggl[ 
I  - G\top 

\Bigl( 
GG\top 

\Bigr)  - 1
G

\biggr] 
f, (8)

G
.
=

\left( 
     

\alpha 0 . . . \alpha n - 1 1 0

\alpha 0 . . . \alpha n - 1 1
. . . . . . . . .

0 \alpha 0 . . . \alpha n - 1 1

\right) 
     

.

Полная задача и «модифицированный» метод Прони. Из постановки задачи аппрокси-
мации (1) вытекает целевая функция [3]

JП
.
= \| f  - z\| 2 \rightarrow min

Gz=0
, (9)

которую можно использовать для поиска коэффициентов \alpha вместо целевой функции МНК
(5), (6). Соответствующая задача минимизации уже не имеет решения в виде явных фор-
мул [1] (раздел 11.3), [3]. А. Хаусхолдер [3] использовал алгоритм типа Ньютона в простран-
стве переменных z , \alpha и множителей Лагранжа. Задачу (9) будем называть полной задачей
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Прони (ПП) («вариационная задача идентификации», «вариационный метод» в [4], «моди-
фицированный метод Прони» в [14]), а целевую функцию JП — вариационной. Задача (9)
была исследована М. Осборном [15] и А. О.Егоршиным [16], предложившими независимо
друг от друга2 эффективные вычислительные алгоритмы решения ПП с гарантирован-
ной при малых возмущениях сходимостью из «почти любого» начального приближения [9].
Для алгоритмов, основанных на локальных оценках производных, в частности, алгоритма
А. Хаусхолдера [3], насколько известно, такого рода гарантий не существует.

2. Устойчивость решений и вычисление допустимой
погрешности

Рассмотрим оценку параметров \^\alpha (f) = argmin\alpha J(\alpha , f) как функцию наблюдений f .
Целевая функция J(\alpha , f) может иметь вид МНК (6), ПП (9). Предположим, что f =

z + \Delta z , где \Delta z — малое возмущение, и выполнено условие единственности3 \^\alpha (z) = \alpha .
Тогда \^\alpha (f) = \alpha + \Delta \alpha , где \Delta \alpha — отклонение оценки параметров. Определим матрицу
производных (см. [17, формула (1.2.5)])

S\top =
d\^\alpha 

df
=  - 

\bigl( 
J \prime \prime 
\alpha \alpha 

\bigr)  - 1
J \prime \prime 
\alpha f

\bigm| \bigm| \bigm| 
f=z

\in \BbbR n\times N .

Пусть B\sigma 
.
= \{ \| \Delta z\| \leqslant \sigma \} — шар возмущений. Для малых \sigma множеству наблюдений f =

z + B\sigma при отображении f \mapsto \rightarrow \^\alpha (f) соответствует эллипсоид E\sigma значений оценки \^\alpha (f) =

\alpha + E\sigma , который определяется с помощью матрицы S\top :

E\sigma = S\top B\sigma =

\biggl\{ 
\Delta \alpha : \Delta \alpha \top 

\Bigl( 
S\top S

\Bigr)  - 1
\Delta \alpha \leqslant \sigma 2

\biggr\} 
.

Матрицу S\top S будем называть матрицей эллипсоида рассеяния. Наибольшее отклонение
оценки \| \Delta \alpha \| \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} определяется вдоль наибольшей полуоси эллипсоида E\sigma , откуда следует
соотношение

\| \Delta z\| \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = \sigma =
\| \Delta \alpha \| \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\sqrt{} 
\lambda \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(S\top S)

. (10)

Как следствие, для нахождения допустимого значения погрешности наблюдений \| \Delta z\| \leqslant 
\| \Delta z\| \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} необходимо задать желаемый относительный уровень p = \| \Delta \alpha \| \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\| \alpha \| погрешности
вычисления коэффициентов и найти наибольшее собственное значение матрицы эллипсоида
рассеяния S\top S , которое и определяет искомую константу устойчивости решения.

Утверждение 1. [7] Для целевых функций МНК (6) и ПП (9) верны следующие формулы
нахождения матриц эллипсоидов рассеяния.

S\top S
\bigm| \bigm| \bigm| 
МНК

=
\Bigl( 
V \top 
1 V1

\Bigr)  - 1
V \top 
1 GG\top V1

\Bigl( 
V \top 
1 V1

\Bigr)  - 1
, (11)

S\top S
\bigm| \bigm| \bigm| 
ПП

=

\biggl[ 
V \top 
1

\Bigl( 
GG\top 

\Bigr)  - 1
V1

\biggr]  - 1

. (12)

Доказательство. Из формул (19)–(21) статьи [7] прямо следуют выражения

\Delta \^\alpha | МНК =  - 
\Bigl( 
V \top 
1 V1

\Bigr)  - 1
V \top 
1

\Bigl( 
\Delta V1 \Delta V2

\Bigr) \Biggl( \alpha 
1

\Biggr) 
=  - 

\Bigl( 
V \top 
1 V1

\Bigr)  - 1
V \top 
1 G\Delta z,

2Работы [3, 15] были практически недоступны в СССР в 1970-е гг.
3Это условие равносильно линейной независимости столбцов матрицы наблюдений V1 .
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\Delta \^\alpha | ПП =  - 
\Bigl( 
V \top 
1 CV1

\Bigr)  - 1
V \top 
1 CG\Delta z, C =

\Bigl( 
GG\top 

\Bigr)  - 1
,

из которых получаем

S\top 
\bigm| \bigm| \bigm| 
МНК

=  - 
\Bigl( 
V \top 
1 V1

\Bigr)  - 1
V \top 
1 G, S\top 

\bigm| \bigm| \bigm| 
ПП

=  - 
\Bigl( 
V \top 
1 CV1

\Bigr)  - 1
V \top 
1 CG.

Отсюда сразу следуют формулы (11), (12).

Замечание 1. Пусть вектор коэффициентов \~\alpha 
.
=
\Bigl( 
\alpha 0 . . . \alpha n - 1 \alpha n

\Bigr) \top 
зависит аффин-

ным образом от некоторого векторного параметра

a
.
=
\Bigl( 
a0 . . . an - 1

\Bigr) \top 
, \~\alpha = Da+ d, (13)

где матрица D \in \BbbR (n+1)\times n и столбец d \in \BbbR (n+1)\times 1 заданы, rank
\Bigl( 
D d

\Bigr) 
= n+ 1 . Тогда в

формулах (7), (11), (12) следует заменить \alpha на a , матрицу V1 и столбец V2 соответствено
на матрицу W1

.
=
\Bigl( 

V1 V2

\Bigr) 
D и столбец W2

.
=
\Bigl( 

V1 V2

\Bigr) 
d [7].

Линейное соотношение (10) применимо в предельном случае малых возмущений \sigma \rightarrow 0 .
Остается открытым вопрос, для каких величин \sigma линейное приближение \Delta \^\alpha = S\top \Delta z

зависимости \Delta \^\alpha (\Delta z) и соответствующая оценка (10) сохраняют актуальность. Известные
теоретические оценки допустимых \sigma крайне малы [7]. В рассматриваемом ниже примере
адекватность соотношения (10) проверяется вычислительным экспериментом.

3. Пример К. Ланцоша

Рассмотрим пример К. Ланцоша ([8], гл. IV, раздел 23) неустойчивости задачи восста-
новления трех экспонент при погрешности в третьем разряде наблюдений f . Дан точный
процесс

z(t) = 0.0951e - t + 0.8607e - 3t + 1.5576e - 5t, (14)

описываемый дифференциальным уравнением

z\prime \prime \prime + a2z
\prime \prime + a1z

\prime + a0z = 0 (15)

с «истинными» значениями коэффициентов

a2 = 9, a1 = 23, a0 = 15. (16)

Для восстановления показателей и амплитуд экспонент используются наблюдения fk =

zk+\Delta zk , k = 1, . . . , 24 процесса z(t) в равноотстоящие с шагом h = 0.05 моменты времени
с ошибками округления \Delta zk (табл. 1).

Решая задачу, К.Ланцош получил аппроксимацию \^z :

\^zk = 2.202 e - 4.45 kh + 0.305 e - 1.58 kh, k = 1, 24. (17)

Простая проверка показывает, что расхождения между найденным решением \^z и наблюде-
ниями f нигде не превышают 0.006, а среднее отклонение равно 0.0026, что не превышает
пределов ошибок данных, при этом в полученной функции (17) не просто утеряна третья
экспонента с показателем  - 5t , но ее отсутствие оказало влияние на показатели двух других
экспонент. Отношение амплитуд экспонент также искажено.
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Таблица 1. Данные наблюдений

k fk k fk k fk k fk

1 2.51 7 0.77 13 0.27 19 0.11

2 2.04 8 0.64 14 0.23 20 0.10

3 1.67 9 0.53 15 0.20 21 0.09

4 1.37 10 0.45 16 0.17 22 0.08

5 1.12 11 0.38 17 0.15 23 0.07

6 0.93 12 0.32 18 0.13 24 0.06

Рассмотрение случая, когда заранее известно число экспонент в искомой функции, так-
же не дает решения, близкого к истинному; полученная К. Ланцошем функция из трех
экспонент имеет вид

\^zk = 0.041 e - 0.50 kh + 0.79 e - 2.73 kh + 1.68 e - 4.96 kh,

также с отличием от наблюдений в пределах ошибок данных.
Анализируя полученные решения, К. Ланцош делает вывод, что никакие математиче-

ские методы не смогут привести к лучшим результатам, т. к. проблема сокрыта именно в
округлениях наблюдений.

Далее обоснуем этот вывод К. Ланцоша на основе соотношения (10) и вычислим по-
грешности наблюдений, при которых можно получить приемлемые по точности значения
коэффициентов дифференциального уравнения (15) и показателей экспонент в выраже-
нии (14).

Будем использовать аффинное приближение вида (13) для связи коэффициентов раз-
ностного (2) и дифференциального (15) уравнений (следствие формул (21), (23), (25)
из [18]):

\~\alpha = T - \top \~a, \~a =

\Biggl( 
I

0

\Biggr) 
a+

\Biggl( 
0

1

\Biggr) 
.
= Daa+ da, (18)

T
.
= \| tij\| i,j\in 1,n+1 , tij =

\bigl( 
 - n

2h+ (i - 1)h
\bigr) j - 1

(j  - 1)!
,

D = T - \top Da, d = T - \top da.

Заметим, что ввиду приближенности дискретизации (18) никакое решение разностного
уравнения (2) с коэффициентами \~\alpha (18) точно не совпадает с функцией z(t) (14) в уз-
лах сетки tk = kh . Поэтому выберем решение \^z\ast , ближайшее к точному z\ast (14), и назовем
\^z\ast эталоном, прибавляя в вычислительных экспериментах возмущения к эталону. Этим бу-
дет обеспечено, что при уменьшении возмущений до нуля получаемое в результате решения
обратной задачи разностное уравнение будет иметь решение, совпадающее с эталоном, и ко-
эффициенты a из формул (18) будут совпадать при нулевых возмущениях с «истинными»
значениями (16).

Эталонное решение \^z\ast вычисляем из точного z\ast , взятого в узлах сетки tk = kh (14),
путем проецирования z\ast на множество решений разностного уравнения (2) с коэффици-

ентами \~\alpha \ast = T - \top 
\Bigl( 
15 23 9 1

\Bigr) \top 
. Эта операция соответствует второму шагу решения
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задачи Прони, см. (8):

\^z\ast =
\biggl[ 
I  - G\top 

\Bigl( 
GG\top 

\Bigr)  - 1
G

\biggr] 
z\ast , G = G(\~\alpha \ast ).

Для расчетов допустимой погрешности в наблюдениях f при идентификации коэффи-
циентов a (18) дифференциального уравнения (15) с заданной точностью p = \| \Delta a\| \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\| a\| = 0.1
использовались формулы (10) – (12) с учетом замечания 1. В результате получено, что до-
пустимая погрешность наблюдений при решении полной задачи Прони ограничена величи-
ной

\| \Delta z\| ПП
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \simeq 3.2 \cdot 10 - 5. (19)

Если использовать метод наименьших квадратов, то получится на порядок менее выгодное
значение

\| \Delta z\| МНК
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \simeq 3.6 \cdot 10 - 6. (20)

Теоретические расчеты подтверждаются результатами моделирования. Для минимиза-
ции ЦФ ПП использовался вычислительный алгоритм Е73-НР [9]. В табл. 2 приведены
средние значения для норм относительных отклонений вектора параметров a (13) и по-
казателей экспонент от истинных значений (16), \lambda 1 =  - 1 , \lambda 2 =  - 3 , \lambda 3 =  - 5 . Усредне-
ние проводилось по M = 100 экспериментам с независимыми случайными наблюдениями
f(i) = \^z\ast + \Delta z(i) , i \in 1,M . Возмущения \Delta z(i) были распределены равномерно на интер-

вале [ - \sigma , \sigma ] . Относительные отклонения | \Delta отн x| оценок x \in 
\Bigl\{ 
\^a, \^\lambda 1\div 3

\Bigr\} 
вычислялись по

формуле | \Delta отн x| .
= \| x - x\ast \| 

\| x\ast \| , где x\ast — истинное значение, а черта означает усреднение
по M экспериментам. В теле таблицы в числителях приведены результаты расчетов с ЦФ
ПП, в знаменателях — с ЦФ МНК. Если относительное смещение \| \Delta x\| 

\| x\| превышало единицу,
то данные заменялись звездочками \ast \ast \ast . Для уровней возмущений вблизи теоретических
границ (19), (20) отличия относительных смещений оценок с ЦФ ПП, МНК от расчетной
величины p = 0.1 оказываются несущественными.

В аналогичных расчетах для разностного уравнения (когда в (18) заменяется T на I и,
соответственно, a на \alpha ) для разбросов оценок корней \lambda 1\div 3 в показателях экспонент (14)
получаются качественно те же результаты, что и в табл. 2. Разбросы оценок коэффициен-
тов \alpha разностного уравнения получаются на порядок меньше, чем разбросы оценок коэф-
фициентов a дифференциального уравнения. Допустимые погрешности наблюдений (19)
и (20) для оценок коэффициентов разностного уравнения получаются на порядок более
выгодными, чем для коэффициентов дифференциального уравнения ( 4.7 \cdot 10 - 4 в (19) и
5.5 \cdot 10 - 5 в (20)).

Заключение

Количественные показатели локальной устойчивости решения выступают как удобный
инструмент для сравнения целевых функций в задаче аппроксимации данных измерений.
В статье на основе линейных приближений получены выражения для констант локальной
устойчивости решений задачи Прони при использовании целевой функции МНК по норме
невязки уравнения и вариационной целевой функции по норме ошибки аппроксимации. Ис-
ходя из полученных выражений на примере задачи К. Ланцоша показано, что для восста-
новления коэффициентов и корней характеристического многочлена дифференциального
уравнения, решения которого наилучшим образом аппроксимируют данные возмущенных
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Таблица 2. Результаты оценивания коэффициен-
тов и корней характеристического многочлена ДУ
для целевых функций ПП (в числителе) и МНК (в
знаменателе); \ast \ast \ast — относительное смещение > 1

\sigma 

| \Delta отн\^a| 

ПП
МНК

| \Delta отн\^\lambda 3| 

ПП
МНК

| \Delta отн\^\lambda 2| 

ПП
МНК

| \Delta отн\^\lambda 1| 

ПП
МНК

3 \cdot 10 - 7 4.1 \cdot 10 - 4

3.9 \cdot 10 - 3

5.8 \cdot 10 - 6

4.7 \cdot 10 - 5

1.3 \cdot 10 - 4

1.2 \cdot 10 - 3

5.3 \cdot 10 - 4

5.1 \cdot 10 - 3

3 \cdot 10 - 6 4.6 \cdot 10 - 3

3.6 \cdot 10 - 2

7.2 \cdot 10 - 5

4.9 \cdot 10 - 4

1.5 \cdot 10 - 3

1.1 \cdot 10 - 2

5.9 \cdot 10 - 3

4.7 \cdot 10 - 2

3 \cdot 10 - 5 0.043
0.47

5.8 \cdot 10 - 4

1.5 \cdot 10 - 2

0.013
0.20

0.055
0.45

3 \cdot 10 - 4 0.37
\ast \ast \ast 

0.0091
\ast \ast \ast 

0.12
0.71

0.44
\ast \ast \ast 

наблюдений, предпочтительней использовать вариационную целевую функцию. Дальней-
шие исследования направлены на изучение допустимых уровней возмущений в данных, при
которых полученные по линейным приближениям оценки констант устойчивости сохраняют
актуальность.

Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики
им. С.Л. Соболева СО РАН (проект № FWNF-2022-0008).
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In the article, we compare two objective functions in the Prony’s problem of approximation of measurement
data by solutions of a linear differential equation of a given order with constant coefficients. The target functions
differ in the type of dependence of the gradient on the coefficients of the equation (linear or with complex
nonlinearity) and are 1) the norm of the residual of the equation (linear least squares method) or 2) the norm
of the approximation error according to A. Householder (variational identification method). In the latter case,
the coefficients of the differential equation and the initial conditions of the solution are jointly optimized. For the
considered objective functions, the local stability constants of the solution to the Prony’s problem are calculated
using local expansions of the dependencies of the optimal coefficients of the equation as implicit functions of the
data with the condition that the gradient of the objective function is identically equal to zero. On this basis, a
method is proposed for determining the permissible error in the data to ensure a given level of deviation of the
solution from the true value. We use the example of K. Lanczos of calculating the exponents given observations
of the sum of three exponents with rounding errors to confirm a significant advantage (in terms of the allowable
errors in the data) of using the variational objective function. The adequacy of the used local stability indices for
considerable perturbations is verified by numerical experiment.
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