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В работе рассматривается новый итеративный метод построения на плоскости гладкого сплайна, состоя-
щего из кубических кривых Безье и повторяющего форму заданной ломаной линии с требуемой точностью.
На каждой итерации метода выполняются следующие операции: выбор количества узлов интерполяции
сплайна, размещение их на заданной ломаной линии по определенному правилу, построение гладкого со-
ставного сплайна Безье, проходящего через эти узлы, и оценка точности аппроксимации, то есть, близости
построенного сплайна и заданной ломаной линии. Выбор положения узлов интерполяции сплайна на за-
данной ломаной линии выполняется с помощью сопоставления мер близости смежных кривых Безье, из
которых состоит сплайн, и участков ломаной линии, которые аппроксимируют эти кривые. Приводятся
примеры сглаживания ломаных линий различной сложности, в том числе ломаных линий с самопересече-
ниями, подтверждающие эффективность предложенного метода. Результаты работы можно использовать в
различных приложениях, например, при построении траектории движения автоматических транспортных
средств и мобильных роботов, при проектировании технических объектов в системах автоматизированного
проектирования, при картографической генерализации линейных картографических объектов, при проек-
тировании шрифтов и др.
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Введение

Задача сглаживания ломаных линий возникает в различных приложениях, например,
при построении траектории движения автоматических транспортных средств и мобильных
роботов [1–3], при проектировании технических объектов в системах автоматизированно-
го проектирования [4], при картографической генерализации линейных картографических
объектов [5, 6], при проектировании шрифтов [7], при распознавании образов [8], при обра-
ботке результатов вычислительных или натурных экспериментов [9] и др.

В настоящей работе под сглаживанием ломаной линии подразумевается построение
гладкой кривой, которая достаточно точно повторяет форму этой ломаной линии. В ка-
честве гладкой кривой рассматривается составной сплайн, состоящий из нескольких ку-
бических кривых Безье. Порядок кривых Безье выбран таким, чтобы, с одной стороны,
обеспечить гладкость сплайна, а с другой — снизить вычислительную сложность алгорит-
мов при программной реализации.

Один из важных вопросов при построении составного сплайна заключается в том,
сколько кривых Безье должен содержать сплайн и как именно расположить на плоско-
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сти опорные точки этих кривых, чтобы обеспечить достаточную точность сглаживания
ломаной линии.

В известных методах сглаживания ломаных линий с помощью сплайнов сначала про-
водится предварительное упрощение ломаной линии, т.е. удаление из ломаной линии части
вершин, затем в оставшихся вершинах размещаются узлы интерполяции и контрольные
точки кривых, и далее по этим узлам строится сплайн. Например, в [7] в заданной ло-
маной линии определяются особые, так называемые угловые вершины, используемые в
дальнейшем для построения составного кубического сплайна Безье. В [1] из заданной ло-
маной линии удаляются вершины, не попадающие в заданный линейный допуск, после чего
через оставшиеся вершины проводится составной кубический сплайн Безье. В [3, 10] перед
построением составного сплайна Безье из заданной ломаной линии вместо каждого подмно-
жества близко расположенных вершин ломаной линии оставляется только одна вершина.
В [5] предлагается предварительно упрощать заданную ломаную линию с использованием
алгоритма Свентека с оценкой значимости исходных вершин и удалением вершин с низкой
значимостью. В [9] заданная ломаная линия упрощается с использованием модифициро-
ванного алгоритма упрощения линейных данных Дугласа—Пейкера с адаптивной шириной
коридора. В [8] вдобавок к наиболее значимым вершинам ломаной линии добавляются до-
полнительные вершины ломаной линии, которые служат для снижения неравномерности
расстояний между соседними значимыми вершинами.

В перечисленных методах предлагается проводить сплайн через некоторое множество
вершин исходной ломаной линии. В настоящей работе предлагается метод, в котором раз-
решается размещать узлы интерполяции сплайна не только на вершинах исходной ломаной
линии, но и в любой точке ломаной линии. Отличительная особенность метода состоит в
том, что он автоматически выбирает количество узлов интерполяции и их положение на
ломаной линии таким образом, чтобы составной сплайн проходил как можно ближе к этой
линии. Поскольку узлы интерполяции сплайна могут быть размещены в любой точке ло-
маной линии, то предварительного упрощения или разбиения ломаной линии не требуется.

Дальнейшее изложение статьи построено следующим образом. В разделе 1 описан пред-
лагаемый метод сглаживания ломаных линий. В разделе 2 рассмотрены особенности про-
граммной реализации метода. В разделе 3 приведены примеры сглаживания ломаных линий
с использованием предложенного метода. В заключении содержатся основные полученные
результаты.

1. Итеративный метод сглаживания ломаных линий

В настоящей работе предлагается новый итеративный метод построения гладкого
сплайна, состоящего из кубических кривых Безье и аппроксимирующего заданную ломаную
линию с требуемой точностью. На каждой итерации выполняются следующие операции: вы-
бор количества узлов интерполяции сплайна, размещение их на заданной ломаной линии,
построение проходящего через них гладкого составного сплайна Безье и оценка точности
аппроксимации.

Пусть задана ломаная линия P1P2 . . . PM , см. рис. 1а. Зафиксируем количество узлов
интерполяции сплайна N \geq 3 и равномерно расположим узлы интерполяции Q1, Q2, . . . , QN

на ломаной линии, так чтобы два крайних узла Q1 и QN совпадали соответственно с началь-
ной и конечной вершинами ломаной линии P1 и PM , а длины участков ломаной линии меж-
ду соседними узлами Qi и Qi+1 были равны друг другу (i = 1, . . . , N - 1). Построим гладкий
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сплайн, проходящий через выбранные узлы интерполяции. Для этого воспользуемся извест-
ным способом построения гладкого сплайна, проходящего через N заданных точек (узлов
интерполяции) и состоящего из N  - 1 кубической кривой Безье Bi (i = 1, . . . , N  - 1) [11].
Исходными данными в этом способе являются узлы интерполяции Q1, Q2, . . . , QN , а ко-
ординаты контрольных точек кривых Безье вычисляются с помощью системы из 2N  - 2

линейных уравнений, решение которой обеспечивает непрерывность первой и второй про-
изводной сплайна в узлах интерполяции. На рис. 1б показано исходное размещение узлов
интерполяции (обозначены красными точками) для заданной ломаной линии при N = 5

и сплайн, проходящий через эти узлы и состоящий из четырех кривых Безье (обозначен
коричневым цветом).

Вычислим ∆ — меру близости построенного сплайна и заданной ломаной линии. Обо-
значим через Li участок ломаной линии между узлами интерполяции Qi и Qi+1 (i =

1, . . . , N  - 1). Будем вычислять ∆ как сумму ∆1 + \cdot \cdot \cdot + ∆N - 1, где ∆i — мера близости
кривой Безье Bi и участка ломаной линии Li, который аппроксимируется кривой Bi. В ка-
честве ∆i можно использовать, например, площадь области, ограниченной кривой Безье Bi

и участком ломаной линии Li (далее в работе используется именно эта мера), или рассто-
яние Фреше между Bi и Li (i = 1, . . . , N  - 1). Если вычисленное ∆ превышает допустимое
значение, то будем считать точность аппроксимации недостаточной и попытаемся повысить
ее, изменив расположение узлов интерполяции на ломаной линии. Для каждого промежу-
точного узла интерполяции Qi (i = 2, . . . , N  - 1) сравним значения ∆i - 1 и ∆i, вычисленные
для двух смежных с ним кривых Bi - 1 и Bi. Переместим узел интерполяции Qi по лома-
ной линии в направлении узла Qi+1, если ∆i - 1 < ∆i, или в направлении узла Qi - 1, если
∆i - 1 > ∆i (то есть, в сторону смежной области с большим значением площади), уменьшая
тем самым площадь большей из двух смежных областей. Таким образом, значения ∆i ис-
пользуются, с одной стороны, для оценки точности аппроксимации, а с другой стороны —
для итеративного перемещения узлов интерполяции. Расстояние, на которое перемещается
узел интерполяции, следует выбирать таким образом, чтобы не нарушалась последователь-
ность размещения промежуточных узлов на ломаной линии. На рис. 1б области между
кривыми Безье и соответствующими им участками ломаной линии для наглядности закра-
шены разными цветами, а положения, в которые будут перемещены узлы интерполяции на
следующей итерации, обозначены желтыми точками.

После перемещения всех промежуточных узлов интерполяции снова построим прохо-
дящий через них гладкий сплайн и оценим точность аппроксимации. На рис. 1в показан
сплайн, построенный на второй итерации после перемещения промежуточных узлов, а жел-
тыми точками обозначены положения, в которые будут перемещены узлы интерполяции на
третьей итерации. Продолжим выполнять итерации, см. рис. 1г, д, до тех пор, пока не бу-
дет достигнута требуемая точность аппроксимации ∆\ast или заранее заданное максимальное
число итераций K\ast . При необходимости, обусловленной прикладной задачей, помимо оцен-
ки точности аппроксимации можно выполнять дополнительные проверки, например, что
у построенного сплайна нет самопересечений, что его кривизна не превышает заданного
значения, или что он не выходит за пределы заданного коридора.

По результатам итераций, выполненных с зафиксированным значением N , выберем
сплайн с наименьшим значением ∆, см. рис. 1е. Если не удается достичь требуемой точ-
ности и выполнения дополнительных условий за максимальное число итераций K\ast , тогда
увеличим количество узлов интерполяции N и повторим всю процедуру заново, начиная
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а) ломаная линия б) сплайн на первой итерации (∆ = 51.3)

в) сплайн на второй итерации (∆ = 48.6) г) промежуточная итерация (∆ = 37.4)

д) промежуточная итерация (∆ = 21.0) е) результирующий сплайн (∆ = 12.4)

Рис. 1. Сглаживание ломаной линии при фиксированном значении N
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с равномерного размещения узлов интерполяции на ломаной линии [4]. Если количество
узлов интерполяции N превысило заранее заданное максимальное количество узлов Nmax,
тогда будем считать, что при заданных параметрах исходную ломаную линию аппрокси-
мировать предложенным методом невозможно; в этом случае следует изменить параметры
метода ∆\ast , K\ast , Nmax и коэффициент s, который будет определен ниже.

Остановимся более подробно на правиле перемещения узлов интерполяции сплайна
в сторону смежной области с большим значением меры близости. При N = 3 составной
сплайн состоит из двух кривых Безье. В этом случае разрешается перемещение только од-
ного, среднего узла интерполяции. В результате итераций с применением предложенного
правила, этот узел будет стремиться к положению, в котором меры близости двух смежных
кривых равны. При N = 4 составной сплайн состоит уже из трех кривых Безье. В этом
случае разрешается перемещение двух средних узлов интерполяции. В результате итераций
с применением предложенного правила, каждый из узлов будет стремиться к положению, в
котором меры близости двух смежных с ним кривых равны. А значит, оба узла будут стре-
миться к такому совокупному положению, в котором меры близости всех кривых Безье, из
которых состоит сплайн, равны. И так далее. Таким образом, предложенное правило фор-
мирует сплайн, у которого все составляющие кривые приблизительно одинаково близки
к соответствующим им участкам ломаной линии. Если одна или несколько кривых менее
близки к ломаной линии, то применение правила начинает «проталкивать» соответству-
ющие им узлы интерполяции, а вслед за ними — и другие узлы интерполяции, к такому
положению, в котором все кривые имеют приблизительно одинаковую близость к ломаной
линии. Количество итераций, которые требуется выполнить для достижения необходимой
точности сглаживания, зависит, в том числе, от расстояния, на которое перемещаются узлы
интерполяции по ломаной линии на каждой итерации. В рассмотренном примере исполь-
зовалась следующая формула для расстояния:

Di = s Ci
max(∆i - 1,∆i)

∆i - 1 + ∆i
, (1)

где s — коэффициент, определяющий скорость перемещения узлов интерполяции, Ci — дли-
на отрезка ломаной линии, по которой будет перемещаться узел интерполяции Qi. Дроб-
ный множитель в правой части построен таким образом, чтобы увеличение разницы между
значениями ∆i - 1 и ∆i приводило к увеличению расстояния Di. Коэффициент s влияет на
скорость и точность сходимости сплайна к исходной ломаной линии. На рис. 2 показаны
графики темпа сходимости сплайна, показанного на рис. 1е, при s = 0.1 и s = 0.01. Видно,
что при большем значении s выше скорость сходимости, а при меньшем значении s вы-
ше точность аппроксимации. Выбор в пользу скорости или точности сходимости должен
определяться прикладной задачей.

2. Программная реализация предложенного метода

Разработано программное обеспечение на языке С++, реализующее предложенный ме-
тод сглаживания ломаных линий составными сплайнами. На рис. 3 показана блок-схема
алгоритма построения составного сплайна. Входными данными для алгоритма являются
ломаная линия, заданная координатами своих вершин Pi, коэффициент s, определяющий
скорость перемещения узлов интерполяции, требуемая точность аппроксимации ∆\ast , мак-
симальное число итераций K\ast , начальное и максимальное количество узлов сплайна N0 и
Nmax. Алгоритм включает два вложенных цикла: внешний цикл перебирает количество
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Рис. 2. Сходимость сплайна при различных значениях s

Рис. 3. Блок-схема алгоритма построения сплайна
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узлов N от N0 до Nmax, а внутренний цикл на каждой итерации перемещает N узлов ин-
терполяции по ломаной линии, строит составной сплайн и вычисляет его меру близости с
исходной ломаной линией. Критериями останова являются достижение требуемой точности
аппроксимации ∆\ast или максимального количества узлов сплайна Nmax. В первом случае
задача считается решенной, во втором случае для получения решения следует изменить
параметры метода.

В качестве меры близости ∆i выбрана площадь области между кривой Безье Bi и со-
ответствующим ей участком ломаной линии Li. Вычисление приблизительного значения
этой площади выполняется следующим образом. На кривой Безье Bi равномерно распо-
лагается некоторое количество точек E1

i , E2
i , . . . , ET

i , а на участке ломаной линии Li —
такое же количество точек F 1

i , F 2
i , . . . , F T

i (см. рис. 4). Искомая площадь вычисляется
как сумма площадей двух треугольников QiE

1
i F

1
i и Qi+1E

T
i F

T
i и T  - 1 четырехугольников

Ej
i F

j
i F

j+1
i Ej+1

i (j = 1, . . . , T  - 1).

Рис. 4. Аппроксимация меры близости

3. Примеры сглаживания ломаных линий

Рассмотрим несколько примеров сглаживания ломаной линии с использованием пред-
ложенного метода. Для каждого примера приводится рисунок с исходной ломаной линией,
которую требуется сгладить, и сплайнами, полученными в результате выполнения итераций
с различным количеством узлов интерполяции. Для каждого сплайна в подписи к рисунку
указано количество узлов N и значение площади ∆, равной сумме площадей, ограничен-
ных кривыми Безье и соответствующими им участками ломаной линии. Размер сетки на
рисунках равен 1\times 1.
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Пример 1. На рис. 5а изображен пример простой ломаной линии в форме буквы «П», а на
рис. 5б, в — сплайны, полученные в результате выполнения итераций при фиксированном
значении N = 5 и 6 соответственно.

а) ломаная линия б) сплайн при N = 5

(∆ = 2.5)
в) сплайн при N = 6

(∆ = 0.1)

Рис. 5. Пример 1

Пример 2. На рис. 6а изображен пример более сложной ломаной линии в форме архиме-
довой спирали, а на рис. 6б, в — сплайны, полученные в результате выполнения итераций
при фиксированном значении N = 7 и 10 соответственно.

а) ломаная линия б) сплайн при N = 7

(∆ = 8.9)
в) сплайн при N = 10

(∆ = 4.0)

Рис. 6. Пример 2

Пример 3. На рис. 7а изображен пример ломаной линии в форме прямоугольной спирали, а
на рис. 7б, в — сплайны, полученные в результате выполнения итераций при фиксированном
значении N = 10 и 15 соответственно.

Пример 4. На рис. 8а изображен пример ломаной линии в форме зигзага, а на рис. 8б, в —
сплайны, полученные в результате выполнения итераций при фиксированном значении N =

9 и 14 соответственно.
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а) ломаная линия б) сплайн при N = 10

(∆ = 15.3)
в) сплайн при N = 15

(∆ = 5.0)

Рис. 7. Пример 3

а) ломаная линия

б) сплайн при N = 9 (∆ = 5.1)

в) сплайн при N = 14 (∆ = 1.6)

Рис. 8. Пример 4
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Пример 5. На рис. 9а изображен пример ломаной линии с самопересечениями, а на
рис. 9б, в, г — сплайны, полученные в результате выполнения итераций при фиксированном
значении N = 7, 13 и 15 соответственно.

а) ломаная линия б) сплайн при N = 7 (∆ = 1.9)

в) сплайн при N = 13 (∆ = 0.6) г) сплайн при N = 15 (∆ = 0.4)

Рис. 9. Пример 5

Пример 6. Рассмотрим ломаную линию, изображенную на рис. 10а. Эта ломаная линия
взята из [1], где решалась аналогичная задача проведения составного сплайна Безье по
возможности ближе к исходной ломаной линии. Для этого авторы предлагают определить
наиболее важные вершины исходной ломаной линии и провести составной сплайн через
них. На рис. 10б показан результат этого метода — составной сплайн, проведенный через
значимые вершины исходной ломаной линии (на рисунке эти вершины отмечены оранже-
выми точками). На рис. 10в показан составной кубический сплайн, построенный методом,
предложенным в настоящей работе. Видно, что полученные разными методами сплайны
практически идентичны. Сплайн, построенный предложенным методом имеет на одну вер-
шину больше, но зато проходит ближе к ломаной линии.
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а) ломаная линия б) сплайн, проведенный
через вершины упрощенной

ломаной линии
(N = 8, ∆ = 0.14)

в) сплайн, построенный
предложенным в работе

методом
(N = 9, ∆ = 0.09)

Рис. 10. Пример 6

Заключение

Приведенные примеры сглаживания ломаных линий подтверждают эффективность
предложенного метода применительно к ломаным линиям различной сложности, в том
числе к ломаным линиям с самопересечениями. Показано, что в отличие от существующих
методов сглаживания ломаных линий, предложенный метод не требует предварительного
упрощения или разбиения исходной ломаной линии. Практический пример использования
разработанного метода описан в [4], где решалась задача трассировки соединений струйных
устройств, то есть построение на плоскости платы струйного устройства гладких каналов
между входами и выходами струйных элементов. Модель струйного устройства задавалась
с помощью многоугольной фигуры, у которой внешняя граница описывала границу платы
струйного устройства, а «дыры» — контуры струйных элементов, размещенных на плате.
Затем строился прямолинейный скелет многоугольной фигуры и на графе прямолинейного
скелета для каждого соединения между струйными элементами находился путь, соединя-
ющий выход одного элемента со входом другого элемента. Полученные ломаные линии,
представляющие найденные пути на графе, сглаживались с помощью предложенного мето-
да. Затем для каждого сплайна строились границы канала, так чтобы сплайн проходил по
центру канала, а ширина канала линейно менялась от ширины выхода струйного элемента
до ширины входа приемного струйного элемента.

Таким образом, разработан метод сглаживания ломаных линий составными сплайнами
Безье, автоматически выбирающий количество узлов интерполяции сплайна и их положе-
ние на заданной ломаной линии таким образом, чтобы результирующий сплайн проходил
достаточно близко к заданной ломаной линии и повторял ее форму с заданной точностью.
Разработано программное обеспечение, реализующее предложенный метод. Возможные об-
ласти применения метода: задачи построения траекторий движения роботов, проектирова-
ние технических объектов, обработка результатов вычислительных или натурных экспери-
ментов и прочие сферы, где требуется построение гладких линий на основе предварительно
построенных ломаных линий.
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The paper considers a new iterative method for constructing a smooth spline on a plane, consisting of cubic
Bezier curves and repeating the shape of a given polyline with the required accuracy. At each iteration of the
method, the following operations are performed: choosing the number of spline interpolation nodes, placing them
on a given polyline according to certain rule, constructing a smooth compound Bezier spline passing through
these nodes, and estimating the approximation accuracy, that is, the proximity of the constructed spline to a
given polyline. The choice of the position of the spline interpolation nodes on a given polyline is performed by
comparing the proximity measures of adjacent Bezier curves that make up the spline and the segments of the
polyline that approximate these curves. The examples of smoothing polylines of varying complexity, including
polylines with self-intersections, are given, confirming the effectiveness of the proposed method. The results of the
work can be used in various applications, for example, when constructing the trajectory of automatic vehicles and
mobile robots, when designing technical objects in computer-aided design systems, when performing cartographic
generalization of linear cartographic objects, when designing fonts, etc.

Keywords: polyline smoothing, compound splines, Bezier curves, measure of proximity, interpolation,
approximation.
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