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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ  

ПРИМЕНЕНИЯ АНТИВИРУСНЫХ ПРЕПАРАТОВ  

ПРИ ЛЕЧЕНИИ ВИЧ-ИНФЕКЦИИ  

И.П. Болодурина, Ю.П. Иванова 

Рассмотрена методологическая проблема применения современных математических и 

информационных методов для управления восстановлением иммунной системы человека в 

целях увеличения продолжительности его жизни. Разработана и численно решена задача 

оптимального управления динамикой ВИЧ-инфекции на основе применения принципа мак-

симума Л.С. Понтрягина для нелинейных систем с постоянным запаздыванием и негладкой 

правой частью. На основе программной реализации численного алгоритма приведены ре-

зультаты моделирования динамики иммунной системы при использовании различных стра-

тегий применения лекарственных средств. Путем преобразования базовой системы диффе-

ренциальных уравнений, проведено исследование влияния вторичных инфекционных заболе-

ваний на динамику ВИЧ-инфекции.  

Ключевые слова: негладкие нелинейные динамические системы с запаздыванием, оп-

тимальное управление, математические модели ВИЧ-инфекции. 

Введение 

ВИЧ-инфекция представляет серьезную опасность, так как является одним из фак-

торов, способствующих снижению численности человеческих популяций. Стремитель-

ный рост числа случаев ВИЧ-инфекции на всей территории России обуславливает необ-

ходимость изучения механизмов становления и развития данного вида инфекционного 

заболевания. Одним из подходов, направленных на изучение общей картины протекания 

заболевания, является математическое моделирование. Построение и исследование ма-

тематических моделей заболеваний и процессов иммунной защиты, часто формулируе-

мых в виде систем обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-

фициентами, вычисляемыми путем обработки статистических данных, является объек-

том научных исследований, развитых в работах Ж.И. Белла, Г.И. Марчука, Л.Н. Бе-

лых, Г.А. Бочарова, И.Б. Погожева, С.М. Зуева, А.А. Романюхи, В.В. Величенко и дру-

гих ученых. 

Разработанные математические модели иммунных механизмов при ВИЧ-инфекции 

[2–5] описывают столь сложную динамику иммунной системы человека и внедряющихся 

в нее вирусов, что позволяют выявлять количественные характеристики, определяющие 

течение и исход заболевания. В случае ВИЧ-инфекции одним из таких количественных 

показателей служит концентрация Т-клеток в крови, определяющая категории тяжести 

заболевания: первая – более 600 ед/мм3, вторая – 200-600 ед/мм3, третья, приводящая к 

летальному исходу на фоне развития синдрома приобретенного иммунодефицита 

(СПИД), – менее 200 ед/мм3 [6]. 

В последнее время выработка гибкой программы лечения ВИЧ-инфекции, основан-

ной на управлении функционированием иммунной системы, становится одной из важ-
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нейших задач медицины. В связи с этим представляют интерес задачи оптимального 

управления иммунным ответом, где управления можно рассматривать как функции от 

времени, отражающие возможные фармакологические или физиологические воздей-

ствия на иммунный процесс с целью увеличения продолжительности жизни больному. 

В данной статье рассматривается применение математических и информационных 

методов теории управления для выявления иммунологических закономерностей разви-

тия ВИЧ-инфекции на фоне вторичных инфекционных заболеваний и оценки эффек-

тивности антивирусной терапии ВИЧ-инфицированных больных, направленной на про-

дление их жизни. 

Статья состоит из трех самостоятельных разделов. В первом разделе представлено 

исследование закономерностей динамики иммунного ответа при ВИЧ-инфекции на фоне 

воздействия вторичных вирусных заболеваний. Во втором разделе осуществляется 

управление улучшением функционированием иммунной системы для увеличения про-

должительности жизни больного путем минимизации количества вируса в организме и 

увеличения концентрации неинфицированных Т-клеток. В качестве средства поиска оп-

тимальных управляющих воздействий и формирования оптимальной программы лече-

ния предложен вычислительный метод, основанный на условиях оптимальности для не-

гладких систем с постоянным запаздыванием в фазовых переменных, который позволя-

ет на основе компьютерной реализации оперативно дать предварительное заключение об 

эффективности выбранной стратегии лечения. В третьем разделе представлены опти-

мальные программы лечения, описано их воздействие на организм, приведены рекомен-

даций по выбору наиболее эффективных из них. В заключении сформулированы основ-

ные выводы и результаты работы.  

1. Математическое моделирование ВИЧ-инфекции на фоне  

вторичного инфекционного заболевания 

Для выявления количественных характеристик, существенных для динамики проте-

кания ВИЧ-инфекции, в основу исследования положена модель, предложенная амери-

канскими математиками Д.Е. Киршнером и Г.Ф. Веббом, которая отражает основные 

механизмы взаимодействия иммунной системы и ВИЧ-инфекции [2–4]. В модели описы-

ваются процессы взаимодействия ВИЧ-инфекции ( )(tV
S

) с Т-лимфоцитами, переход 

Т-лимфоцитов под действием вируса из разряда неинфицированных Т-клеток ( )(tT ) в 

разряд Т-клеток, инфицированных вирусом иммунодефицита ( )(tT
S

). Модель, основан-

ная на принципах функционирования как гуморальной так и клеточной иммунной си-

стемы организма человека, представлена нелинейной системой дифференциальных 

уравнений с полиномиальной правой частью, записанной в нормальной форме Коши 
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Подробное описание модели (1) изложено в работах [2–4]. 

На рисунке представлены результаты численного интегрирования модели (1), полу-

ченные методом Рунге-Кутта 4-го порядка, реализованного на языке Delphi. Интегриро-

И.П. Болодурина, Ю.П. Иванова

2013, т. 2, № 4 95



вание проводилось на отрезке времени равном 3500 дней (≈ 10 лет) с начальными усло-

виями Т(0)=600 ед/мм3, Ts(0)=0 ед/мм3, Vs(0)=10 ед/мм3 при значениях параметров, 

представленных в работе [2]. 
 

 
Динамика здоровых Т-клеток и антигенов при ВИЧ-инфекции 

 

Динамика изменения числа здоровых Т-клеток и антигенов при ВИЧ-инфекции, 

представленная на рисунке, хорошо согласуется с результатами клинических исследова-

ний ВИЧ [6]. Время жизни больного составило 3243 дня (≈ 9 лет).  При этом время 

наступления последней стадии развития ВИЧ-инфекции – СПИДа составило 2860 дней. 

Согласно клиническим исследованиям, продолжительность жизни после инфициро-

вания ВИЧ обычно составляет 8–10 лет, однако в некоторых случаях она может не пре-

вышать даже и одного года [4]. Одной из причин снижения продолжительности жизни 

ВИЧ-инфицированных людей являются наличие вторичного вирусного заболевания, ве-

роятность заражения которым при снижении иммунитета велика. По классификации 

стадий ВИЧ-инфекции, предложенной В.В. Покровским [6], как правило, время особой 

опасности заболевания вторичным вирусом совпадает с третьей стадией развития ВИЧ-

инфекции, когда концентрация Т-клеток в крови менее 200 ед/мм3. 

Для исследования динамики развития ВИЧ-инфекции на фоне вторичного заболе-

вания рассмотрен синтез моделей стороннего вирусного заболевания, основная идея по-

строения которой предложена в работе [5], и ВИЧ-инфекции, описанной системой (1). 

Уравнения динамики клеточных популяций, участвующих в иммунном ответе против 

вируса ВИЧ-инфекции на фоне вторичного заболевания, примут вид 
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В модели (2) )(tVf – клетки вируса, отличного от ВИЧ; М(t) – клетки, подвергшиеся 

атаке со стороны вируса вторичного заболевания; I(t) – клетки, пораженные вирусом 

вторичного заболевания. Параметры модели (2) – постоянные, положительные величи-

ны, часть значений которых определена в работах [2–4], а другая часть, представленная 

в табл. 1, получена в ходе вычислительных экспериментов по настройке модели сторон-

него вирусного заболевания на данные субклинической формы его протекания. 

В табл. 2 представлены количественные оценки численной реализация динамики 

развития ВИЧ-инфекции на фоне вторичного заболевания, присоединенного на поздних 

стадиях развития ВИЧ. Результаты численного интегрирования получены методом Рун-

ге-Кутта 4-го порядка, реализованным на языке Delphi. Интегрирование проводилось на 

отрезке времени равном 3500 дней с начальными условиями Т(0)= *
T ед./мм3, 

Ts(0)= *
Тs ед./мм3, Vs(0)= *

Vs ед./мм3, M(0)=0 ед./мм3, I(0)=0 ед./мм3, Vf(0)=10 ед./мм3 

при ранее рассматриваемых значениях параметров. 

 

Таблица 1 

Значения параметров модели инфекционного заболевания, отличного от ВИЧ 

Обозначение Параметр Значение 
p  Скорость воспроизводства вирусов, пораженной клеткой  0,08/день  

Vfk  Скорость уничтожения вируса здоровыми Т-клетками,  

вызванная иммунным ответом 

0,00014 

мм
3
/день  

MT
SS

,

 Естественная скорость размножения неинфицированных 

Т-клеток в отсутствии вируса 

4 мм
3
день 

MT
αµ ,  Естественная скорость смертности неинфицированных 

Т-клеток 

0,005 /день 

β  Скорость поражения клеток, подвергшихся атаке со стороны 

вируса 

0,00015 

мм
3
/день 

I
α  Скорость естественной гибели клеток, пораженных вирусом 0,23 /день 

I
k  Скорость уничтожения клеток, пораженных вирусом, в  

результате иммунного ответа  

0,0004 мм
3
/день 

43
, SS  Скорость уменьшения притока неинфицированных Т-клеток  2,8 мм

3 
день 

MT
BB ,

 
Коэффициент насыщения источника неинфицированных 

Т-клеток 

13,8 / мм
3
 

4
λ  Скорость воспроизводства неинфицированных Т-клеток  0,025 / день 

fC  Коэффициент насыщения неинфицированных Т-клеток 47 /мм
3
 

Результаты численного интегрирования модели (2) показали, что динамика вторич-

ного заболевания на начальных стадиях развития ВИЧ-инфекции не вызывает наруше-

ний функционирования иммунной системы организма человека и не приводит к сокра-

щению продолжительности жизни больного. При малых концентрациях ВИЧ-инфекции, 

несмотря на истощение популяции Т-клеток, происходит вторичный ответ на 

не-ВИЧ-антигены, приводящий к избавлению организма от вторичного заболевания. 
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Таблица 2 

Количественные оценки динамики развития ВИЧ-инфекции 

на фоне вторичного заболевания 

*
T , 

ед/мм
3
 

*
Тs , 

ед/мм
3
 

*
Vs , 

ед/мм
3
 

Время жизни больного  

с ВИЧ-инфекцией, сут. 

Время  

полного выздоровления  

от стороннего заболевания,  

сут. 

Vf(0)=0  

ед/мм
3
 

Vf(0)=10 

ед/мм
3
 

500 9,8 11 2980 3033 48 

400 9,8 15 2327 2403 66 

300 9,9 21 1079 682 
Выздоровление  

не наступает 

200 9,9 33 379 179 
Выздоровление  

не наступает 
 

По результатам численного интегрирования модели (2), представленным в табл. 2, 

можно утверждать, что иммунная система на более поздних стадиях развития 

ВИЧ-инфекции не в состоянии эффективно справиться с вторичным заболеванием. 

Концентрация неинфицированных Т-клеток снижается (в то время как при отсутствии 

вторичного заболевания она была бы постоянной), количество вирусных клеток начина-

ет с большей скоростью расти. Организм не в состоянии избавиться от вторичной ин-

фекции, что приводит к тому, что больной ВИЧ-инфекцией погибает от вторичной ин-

фекции, а не от вируса иммунодефицита в более ранние сроки. 

Таким образом, как показали результаты моделирования, если организм ослаблен 

ВИЧ-инфекцией, то любая доза заражения другими вирусами на поздних стадиях при-

водит к повышению вирусной нагрузки ВИЧ и снижению иммунных показателей. Им-

мунная система в данном случае не в состоянии эффективно справиться с заболеванием, 

что требует своевременного лечебного вмешательства. 

2. Формирование задачи оптимального управления  

динамикой ВИЧ-инфекции и реализация алгоритма  

оптимизации 

Результаты, описывающие закономерности иммунного ответа при ВИЧ-инфекции, 

позволяют осуществлять управление улучшением ее функционирования. Управляемая 

модель построена на базе модели, предложенной Д.Е. Киршнером и Г.Ф. Веббом [2-4]. 

Модель описывает взаимодействие процессов размножения и нейтрализации вирусов 

( ))()()( tVtVtV
rS

+= , чувствительных к воздействию лекарственных препаратов ( )(tV
S

) и ре-

зистентных к химиотерапии ( )(tV
r

); переход под действием  вируса неинфицированных 

Т-клеток ( )(tT ) в разряд Т-клеток, инфицированных вирусом иммунодефицита, чув-

ствительного к воздействию лекарственных препаратов ( )(tT
S

), и Т-клеток, инфициро-

ванных вирусом иммунодефицита, резистентного к химиотерапии ( )(tT
r

). В качестве 

управления, регулирующего интенсивность процессов иммунного ответа при ВИЧ-

инфекции, выступают используемые при лечении препараты, приводящие к подавлению 

темпа поражения Т-клеток вирусом ВИЧ-инфекции ( )(
1
tu ) и препараты, приводящие к 

снижению притока вируса из внешнего лимфоидного источника ( )(
2
tu ). 
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Таким образом, управляемая модель динамики иммунной защиты при ВИЧ-

инфекции описывается нелинейной системой дифференциальных уравнений с разрывной 

правой частью и запаздывающим аргументом  
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где функции управления  )(),(
21
tutu  характеризуют скорость введения  лекарственных 

препаратов и удовлетворят ограничениям    
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где 0>
i
b , 2,1=i  – максимальная доза лекарственных препаратов, вводимых в организм  

больного человека.  

Наличие разрыва в правой части системы дифференциальных уравнений (3) связано 

с функцией  
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учитывающей замещение чувствительного вируса резистентным при большой концен-

трации лекарственных препаратов, где *
V – пороговая концентрация вируса. Постоянное 

запаздывание 0>τ  объясняется тем, что вирус, попадая в организм, проявляется не  

сразу, а спустя некоторый промежуток времени. 

Для исследования закономерностей противоинфекционной защиты предположим, 

что среди допустимых вариантов иммунной защиты реализуются те, которые миними-

зируют количество вируса в организме человека и максимизируют концентрацию неин-

фицированных Т-клеток за фиксированное время T̂ . 

Тогда, в рамках построенной управляемой модели (3)-(7), выбор оптимального 

управления рассматривается как задача минимизации функционала )(uJ  на временном 

отрезке [ ]Т̂,0  

( ) ( ) min,)()(

ˆ

0
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T

                                                      (8) 
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где 2,1,0 => il
i

 – весовые коэффициенты, придающие значимость одному из критериев 

аддитивной свертки. 

Для решения краевой задачи принципа максимума Понтрягина для негладких си-

стем с постоянным запаздыванием, технология построения которой представлена в ра-

боте [1], использован метод множителей Лагранжа, основанный на сведении исходной 

непрерывной задачи оптимального управления к дискретной задаче. Для реализации 

численного алгоритма получены условия стационарности функции Лагранжа и условия 

дополняющей нежесткости, которым с необходимостью удовлетворяет оптимальный 

процесс. Для поиска оптимальных динамических траекторий и оптимального управле-

ния программно реализован алгоритм, основанный на итерационном методе, позволяю-

щий получить численные результаты решения поставленной задачи. 

3. Результаты численного моделирования 

Количественные оценки программ лечения ВИЧ-инфекции получены с использова-

нием среды Delphi. Численное моделирование проводилось на отрезке времени равном 

3500 дней (10 лет) с начальными условиями Т(0)=600 ед./мм3, Ts(0)=0 ед./мм3, 

Vs(0)=10 ед./мм3 при значениях параметров, представленных в работе [2] и величиной 

запаздывания 0,5 дней. 

Результаты расчетов задачи оптимального управления (3)–(8) показали, что после 

заражения организма вирусом ВИЧ-инфекции при отсутствии лечебного вмешательства 

уровень неинфицированных Т-клеток держится почти на постоянном уровне (около 

600 ед/мм3) в течение 2,5 месяцев. Через 2,5 года развития ВИЧ-инфекции уровень здо-

ровых Т-клеток снижается до 400, что свидетельствует о развитии второй стадии болез-

ни. Организм устает постоянно бороться с инфекцией и уже не в состоянии вырабаты-

вать необходимое для организма количество здоровых Т-клеток. К восьмому году раз-

вития болезни уровень здоровых Т-клеток снижается ниже допустимой нормы (меньше 

200 ед/мм3), что свидетельствует о последней стадии развития болезни – СПИД. Стадия 

эта длится недолго – около 1 года, – после чего человек умирает. 

При применении лечебного препарата, приводящего к подавлению темпа поражения 

Т-клеток вирусом ВИЧ-инфекции, удается продлить первую стадию развития болезни 

до трех месяцев и отодвинуть стадию наступления СПИДа до 11 лет, что подтверждает 

положительный эффект влияния лекарственного препарата, применять который необ-

ходимо с самого начала заболевания. 

Применение лечебного препарата, приводящего к снижению притока вируса из 

внешнего лимфоидного источника, является не столь эффективным по отношению к 

предыдущему методу терапии, так как при применении препарата с начала заболевания 

отодвигает стадию наступления СПИДа до 10 лет.  

При применении сразу двух препаратов с первого дня лечения позволит продлить 

первую стадию развития ВИЧ-инфекции, то есть удержать стабильный уровень здоро-

вых Т-клеток на протяжении четырех месяцев и отодвинуть стадию наступления 

СПИДа до 14 лет. 

Результаты расчетов показали, что значение функционала, определяющее количе-

ство вируса в организме человека, заметно уменьшается с применением лечебных пре-

паратов, в то время как суммарный уровень неинфицированных Т-клеток на всем пери-
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оде исследования, несмотря на применении различных методов терапии, остается ста-

бильным.  

Таким образом, анализируя все программы лечения, можно сделать вывод, что са-

мая лучшая программа лечения ВИЧ-инфекции – это лечение с самого начала заболе-

вания одновременно двумя препаратами. Рассмотренные программы лечения ВИЧ-

инфекции, полученные при численной реализации алгоритмов оптимизации, приводят к 

результатам, которые допускают содержательную интерпретацию и не противоречат 

имеющимся фактическим данным. 

Заключение 

Работа посвящена методологической проблеме использования современных матема-

тических и информационных методов для управления иммунной системой человека при 

ВИЧ-инфекции. Полученные в ходе исследования модели программы лечения доказы-

вают возможность эффективного использования математических методов теории управ-

ления при лечении ВИЧ-заболеваний. Результаты демонстрируют теоретическую воз-

можность увеличения жизни больного за счет оптимизации программ лечения. 

Рассмотренный в работе метод может быть положен в основу новых схем терапии 

ВИЧ-инфекции с учетом влияния вторичных заболеваний, так как компьютерная реа-

лизация модели способна оперативно дать предварительное заключение об их эффек-

тивности, подробностях воздействия на организм и рекомендации по их применению. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ, проект 12-01-31325. 
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OPTIMUM CONTROL OF PROCESS OF APPLICATION  

OF ANTIVIRUS PREPARATIONS AT HIV INFECTION  

TREATMENT 

I.P. Bolodurina, Orenburg State University (Orenburg, Russian Federation), 

Yu.P. Ivanova, Orenburg State University (Orenburg Russian Federation) 

The methodological problem of application of modern mathematical and information meth-

ods for management of restoration of immune system of the person for increase in duration of 

his/her life is considered. Developed and numerically solved the problem of optimum control by 

dynamics of HIV infection on the basis of application of the principle of a maximum of 

Pontryagin for nonlinear systems with continuous delay and rough right part. On the basis of 

program realization of numerical algorithm results of modeling of dynamics of immune system are 

given when using various strategy of application of medicines. By transformation of basic system 

of the differential equations, research of influence of secondary infectious diseases on dynamics of 

HIV infection is conducted. 

Keywords: rough nonlinear dynamic systems with delay, optimum control, mathematical 

models of HIV infection. 
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