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В работе предлагается новый подход для оценки стоимостной меры риска (VaR) многомерных портфе-
лей, основанный на смеси вероятностных анализаторов главных компонент (mPPCA) и информационном
критерии Акаике. Проверяется эффективность рассматриваемого подхода на основе исторических данных с
учетом различного количества компонент смесей в методе mPPCA. Исследование проводится на 100 сильно
и 100 слабо диверсифицированных портфелях акций индекса S&P 500 за период 2009–2023 гг., используя
скользящие окна размером 350 торговых дней. Вероятностный метод главных компонент (PPCA) позво-
ляет моделировать сложные зависимости между активами и учитывать «тяжелые» хвосты распределений.
Благодаря этому метод mPPCA превосходит классический метод главных компонент (PCA) в точности
оценки. Помимо этого, за счет понижения размерности модель оказывается вычислительно существенно
легче и стабильнее, чем смесь гауссовских распределений (GMM). В работе показывается зависимость во-
латильности и «тяжести» хвостов распределений лог-приростов стоимости портфеля как от оптимального
количества компонент в методе mPPCA, так и от минимального достаточного количества основных ком-
понент в методах PCA и PPCA для объяснения 80 % дисперсии в данных. Новый подход с оптимизацией
количества компонент методом mPPCA показывает более высокие результаты, чем подходы с методами
GMM, PCA и PPCA, особенно на слабо диверсифицированных портфелях. В работе описаны подходы по
оптимизации обучения метода mPPCA и проведена обширная оценка эффективности на основе истори-
ческих данных (бэктестинг). Использование JIT-компиляции, «теплого старта» обучения метода mPPCA
на каждом новом положении окна и трехступенчатый алгоритм поиска меры VaR позволяют существенно
ускорить эксперименты по сравнению с обычной реализацией.
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Введение

Каждой компании и каждому банку необходимы методы измерения и контроля сво-
их финансовых рисков для различных будущих сценариев, чтобы поддерживать целевой
рейтинг. В качестве классической меры риска используется стоимостная мера риска (VaR,
Value At Risk). Если в портфеле инвестора или компании есть только один актив, то оцен-
ка параметров одномерного распределения и вычисление меры VaR являются стандартной
задачей [1].

Оптимизация финансового портфеля при высоких размерностях значительно сложнее.
Это связано с необходимостью оценивать многомерное совместное распределение сильно
скоррелированных активов [2–4]. Как правило, для решения этой проблемы предлагается
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использовать методы понижения размерности, в частности метод главных компонент (PCA,
Principal Component Analysis), введенный в работе [5]. Применение метода PCA к оценке
финансовых рисков описано во многих работах (см., например, [6–8]). В работе [9] авторы
с применением метода PCA выделили некоррелированные компоненты, которые являют-
ся линейными комбинациями исходных активов и объясняют достаточную долю дисперсии
портфеля, а затем, основываясь на них, упростили построение границы эффективных порт-
фелей в задаче Марковитца, введенной в [10]. На основе полученного подхода в работе [11]
авторы применили метод выделения главных компонент для определения диверсифициро-
ванности портфеля. В [12, 13] данный подход обобщен так, что максимально диверсифи-
цированные портфели должны включать в себя активы в практически одинаковых долях,
минимизируя при этом дисперсию доходности портфеля. В [8] метод PCA и ядерный метод
главных компонент (Kernel PCA) применяются для оптимизации долгосрочного инвести-
рования на основе диверсификации Марковица.

Также для оптимизации многомерных портфелей и оценки их риска часто применя-
ется смесь гауссовских распределений (GMM, Gaussian Mixture Models), которая позво-
ляет моделировать «тяжелые» хвосты (высокую вероятность по сравнению с гауссовским
распределением сильных отклонений случайной величины от своего среднего) за счет ис-
пользования нескольких гауссовских компонент [14, 15]. Однако для портфелей большой
размерности практическое применение метода GMM затруднено, так как требуется оценка
полной матрицы ковариаций для каждой смеси, что существенно увеличивает вычисли-
тельную сложность, а также может привести к неустойчивости оценок. Чтобы преодолеть
эти проблемы, в ряде исследований предлагается использовать регуляризацию и штрафные
подходы для стабилизации процесса оценивания и уменьшения эффективной размерности
задачи. В частности, в работе [16] предложен подход на основе максимизации правдопо-
добия cо штрафом и с разреживанием (sparsity) обратных ковариационных матриц, что
уменьшает количество параметров и стабилизирует оценки. Также для повышения точно-
сти оценивания ковариационных матриц компонент в работе [17] предложена аналитиче-
ская регуляризация типа Ледуа—Вольфа (Ledoit–Wolf shrinkage), встроенная в алгоритм
ожидания-максимизации (EM, Expectation-Maximization,[18]).

В данной работе рассматривается альтернативный подход, сочетающий в себе преиму-
щества методов PCA и GMM в приложении к оценке риска многомерных портфелей, ос-
нованный на смеси вероятностных анализаторов главных компонент (mPPCA, Mixture of
Probabilistic Principal Component Analyzers), введенной в работах [19, 20]. Предложенный
метод активно исследуется, например, в приложении к мониторингу мультимодальных про-
мышленных процессов и поиску в них неисправностей [21–25], при этом он крайне мало рас-
смотрен в литературе в применении к задачам финансов [26, 27] и вовсе не рассматривался
применительно к задаче оценки финансового риска. В отличие от PCA, этот метод пред-
полагает вероятностную модель данных и оптимизирует не долю объясненной дисперсии,
а функцию правдоподобия. Таким образом, благодаря вероятностной модели, отдельной
оценке шума и совмещению нескольких PPCA, становится возможным точнее учитывать
«тяжелые» хвосты распределений и лучше оценивать меру VaR. При этом метод PCA, на-
против, крайне неустойчив к выбросам, которые часто встречаются в финансовых данных.
Одновременно метод mPPCA обладает преимуществом смеси GMM в использовании сме-
си нормальных распределений, но при этом за счет понижения размерности не страдает
проблемой оценки полноразмерных матриц ковариаций.
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Кроме того, разработан и протестирован гибридный подход для оценки меры VaR5\% с
адаптивным выбором нужного количества компонент в методе mPPCA с использованием
информационного критерия Акаике (AIC, Akaike Information Criterion) [28]. Отметим, что
при оптимизации портфеля крайне важно быстро оценивать риск без повторного обучения
модели для каждого случая. Именно этот принцип лежит в основе предложенного метода.

Для корректной оценки качества метода расчета меры VaR необходимо проведение
оценки эффективности на основе исторических данных (бэктестинга) [15]. В работе прово-
дится масштабный бэктестинг результатов оценки меры VaR5\% с помощью метода mPPCA
на различных 100 сильно и 100 слабо диверсифицированных портфелях из акций индекса
S&P 500 за период 2005–2023 гг. для mPPCA с разным количеством смесей и адаптивным
подбором смесей на основе критерия AIC. Обучение алгоритмов проходит на скользящих
окнах размером в 350 торговых дней [29, 30], после чего делается оценка VaR на следующий
за окном день. Оценка меры VaR для каждого портфеля бэктестируется на прохождение
классического Купик-теста [31]. Рассмотрение разных видов портфелей важно, так как все
они могут возникать при решении задачи оптимизации портфеля и критично, чтобы алго-
ритм оценки риска корректно на них работал.

В работе проводится анализ зависимости изменчивости цены (волатильности) и «тя-
жести» хвостов распределений лог-приростов следующего дня от оптимального количества
компонент смеси в методе mPPCA и от минимально достаточного количества основных
компонент в методах PPCA и PCA (для объяснения 80 \% дисперсии данных). Отдельно
предлагается алгоритм расчета доли объясненной дисперсии в случае метода PPCA, его
теоретическое обоснование и применение на реальных данных.

В работе также предложены следующие подходы к оптимизации обучения смеси метода
PPCA и проведения обширного бэктестинга: компиляция «точно в нужное время» (JIT,
Just In Time) Python-кода за счет использования библиотеки Numba [32] и адаптации всего
кода под эту библиотеку; присвоение стартовой точке при обучении метода mPPCA в новом
положении окна значения оптимума в предыдущем положении окна; трехэтапный поиск
численного решения уравнения при финальной оценке VaR.

В разделе 1 представлены основные понятия и подходы, используемые в работе, обос-
новывается расчет доли объясненной дисперсии в случае метода PPCA. Раздел 2 содержит
описание алгоритмов и процесса их обучения. Результаты экспериментов рассмотрены в
разделе 3. В заключении приводятся резюме работы, краткая сводка полученных резуль-
татов и итоговые выводы.

1. Теоретическая часть

1.1. Probabilistic PCA и смесь PPCA

В отличие от классического метода PCA, вероятностный метод главных компонент
(PPCA, Probabilistic PCA) [19] предполагает вероятностную модель данных, которая обеспе-
чивает бо́льшую устойчивость к выбросам и пропущенным данным. Пусть имеется выборка
из n объектов

X = \{ xi\} ni=1, xi \in \BbbR d. (1)

Предполагается существование латентного пространства размерности q < d, и связь на-
блюдений xi с латентными переменными yi \in \BbbR q задается линейной моделью с гауссовским
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шумом:
xi = \mu +Wyi + \varepsilon i, yi \sim \scrN (0, Iq), \varepsilon i \sim \scrN (0, \sigma 2Id), (2)

где \mu \in \BbbR d — вектор средних, W — матрица вложения размерности d\times q, а \sigma 2Id — ковари-
ационная матрица шума. Тогда безусловное распределение xi имеет вид

xi \sim \scrN (\mu ,C), C = WW\top + \sigma 2Id, (3)

где C — ковариационная матрица, а апостериорное распределение латентных переменных
при наблюдении xi задается выражением

yi | xi \sim \scrN 
\Bigl( 
M - 1W\top (xi  - \mu ), \sigma 2M - 1

\Bigr) 
, M = W\top W + \sigma 2Iq. (4)

Оценка параметров (W,\mu , \sigma 2) производится максимизацией логарифма правдоподобия

\scrL (W,\mu , \sigma 2) =  - nd

2
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(2\pi ) - n

2
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(C) - 1

2

n\sum 

i=1

(xi  - \mu )\top C - 1(xi  - \mu ) (5)

с использованием EM-алгоритма (см. [19]).

Для моделирования более сложных распределений метод PPCA естественно обобщается
на случай смеси из K компонент [20] — mPPCA с K компонентами. Каждая компонента
имеет собственный набор параметров (\mu k,Wk, \sigma 

2
k), и модель смеси записывается в виде

p(x) =

K\sum 

k=1

\pi k \scrN (x | \mu k,WkW
\top 
k + \sigma 2

kId), (6)

где \{ \pi k\} Kk=1 — веса смеси, удовлетворяющие условиям \pi k \geq 0,
\sum K

k=1 \pi k = 1.
Параметры модели метода mPPCA оцениваются максимизацией логарифма правдопо-

добия смеси

\scrL mPPCA =

n\sum 

i=1

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\Biggl[ 
K\sum 

k=1

\pi k\scrN (xi | \mu k,WkW
\top 
k + \sigma 2

kId)

\Biggr] 
. (7)

Таким образом, метод mPPCA сочетает преимущества вероятностного подхода и сни-
жения размерности, эффективно описывая многомерные распределения с «тяжелыми» хво-
стами и сложной структурой, что особенно важно в задачах оценки финансовых рисков.

1.2. Определение доли объясненной дисперсии для PPCA

В классическом методе PCA доля дисперсии, объясненной первыми q главными компо-
нентами, определяется как отношение суммы первых q собственных значений к сумме всех
собственных значений ковариационной матрицы данных:

\lambda 1 + \lambda 2 + \cdot \cdot \cdot + \lambda q

\lambda 1 + \lambda 2 + \cdot \cdot \cdot + \lambda d
. (8)

Однако метод PPCA оперирует вероятностной моделью, в которой, в том числе, до-
полнительно оценивается и шум с дисперсией \sigma 2, поэтому подход для определения доли
дисперсии требует модификации. Ниже предлагается и теоретически обосновывается под-
ход для расчета доли объясненной дисперсии в случае метода PPCA.

Утверждение 1. Пусть в модели PPCA размерность наблюдаемого пространства равна
d, а размерность латентного пространства — q < d. Согласно [19] оценка максимального
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правдоподобия матрицы вложений W имеет вид

W = Uq(\Lambda q  - \sigma 2Iq)
1/2R, (9)

где
\bullet Uq \in \BbbR d\times q — матрица, столбцами которой являются первые q собственных векторов

выборочной ковариационной матрицы;
\bullet \Lambda q = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\lambda 1, . . . , \lambda q) — диагональная матрица, содержащая первые q собственных

значений ковариационной матрицы данных;
\bullet \sigma 2 — оценка максимального правдоподобия дисперсии шума, вычисляемая как среднее

оставшихся (d - q) собственных значений;
\bullet R \in \BbbR q\times q — произвольная ортогональная матрица (RR\top = Iq).
В таком случае аналог доли объясненной дисперсии для модели PPCA определяется

следующим образом:

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}(q) =
\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(WW\top )

\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(WW\top ) + d\sigma 2
=

\sum q
i=1(\lambda i  - \sigma 2)\sum q

i=1(\lambda i  - \sigma 2) + d\sigma 2
. (10)

Доказательство. Из оригинальной работы по методу PPCA [19] следует, что оценка мак-
симального правдоподобия для матрицы вложений W представима в виде (9). Рассмотрим
выражение для WW\top :

WW\top = Uq(\Lambda q  - \sigma 2Iq)
1/2R

\bigl( 
Uq(\Lambda q  - \sigma 2Iq)

1/2R
\bigr) \top 

. (11)

Учитывая ортогональность матрицы R и матрицы собственных векторов Uq, имеем

WW\top = Uq(\Lambda q  - \sigma 2Iq)U
\top 
q . (12)

Следовательно, след матрицы WW\top выражается через собственные значения как

\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(WW\top ) = \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}
\bigl( 
Uq(\Lambda q  - \sigma 2Iq)U

\top 
q

\bigr) 
=

q\sum 

i=1

(\lambda i  - \sigma 2). (13)

Полная дисперсия в методе PPCA состоит из дисперсии, объясняемой латентными пере-
менными, и дисперсии шума. Так как дисперсия шума равна \sigma 2 для каждой из d компонент,
суммарный вклад шума равен d\sigma 2. Таким образом, итоговое выражение для аналога доли
объясненной дисперсии имеет вид

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}(q) =

\sum q
i=1(\lambda i  - \sigma 2)\sum q

i=1(\lambda i  - \sigma 2) + d\sigma 2
. (14)

Полученная формула (10) позволяет аналитически рассчитывать аналог доли объяс-
ненной дисперсии для метода PPCA, обеспечивая корректное сопоставление с классическим
методом PCA и удобство при выборе оптимальной латентной размерности.
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1.3. Информационный критерий Акаике для mPPCA

Для автоматического выбора оптимального числа компонент смеси mPPCA в каждом
скользящем окне используется информационный критерий Акаике [28], что позволяет ба-
лансировать между качеством аппроксимации данных и сложностью модели.

Обозначим набор параметров смеси mPPCA с K компонентами и размерностью латент-
ного пространства q следующим образом:

\theta = \{ \pi k, \mu k, Wk, \sigma 
2
k\} Kk=1, (15)

где \pi k — веса компонент смеси, \mu k — векторы средних компонент, Wk — матрицы вложений,
а \sigma 2

k — дисперсии шума.
Для модели mPPCA с K компонентами, размерностью данных d и размерностью ла-

тентного пространства q число p параметров вычисляется по формуле

p = Kdq\underbrace{}  \underbrace{}  
матрицы Wk

+ Kd\underbrace{}  \underbrace{}  
векторы средних \mu k

+ K\underbrace{}  \underbrace{}  
дисперсии \sigma 2

k

+ (K  - 1)\underbrace{}  \underbrace{}  
веса смеси \{ \pi k\} 

, (16)

где
\bullet Kdq — количество параметров матриц Wk (каждая размером d\times q);
\bullet Kd — число параметров средних векторов \mu k (каждый вектор размерности d);
\bullet K — число дисперсий \sigma 2

k (одна на каждую компоненту смеси);
\bullet (K  - 1) — число свободных параметров для весов смеси \{ \pi k\} , так как выполняется

условие нормировки
\sum K

k=1 \pi k = 1.
Таким образом, полная формула для числа параметров модели записывается следую-

щим образом:
p = K(dq + d+ 1) + (K  - 1). (17)

Формула для критерия AIC смеси mPPCA задается выражением

\mathrm{A}\mathrm{I}\mathrm{C}mPPCA = 2 p  - 2\scrL mPPCA
\bigl( 
\^\theta 
\bigr) 
, (18)

где \^\theta — оценка параметров, полученная после обучения модели на окне, а \scrL mPPCA
\bigl( 
\^\theta 
\bigr) 

—
значение логарифма правдоподобия mPPCA при параметрах \^\theta .

1.4. Оценка меры VaR

Для вычисления меры VaR заданного уровня \alpha для конкретного портфеля с весами
активов w полученные многомерные распределения проецируются на одномерное распре-
деление доходностей портфеля rp следующим образом:

rp \sim 
K\sum 

k=1

\pi k\scrN 
\bigl( 
wT\mu k, w

TCkw
\bigr) 
. (19)

Затем численно решается нелинейное уравнение, определяющее квантиль уровня \alpha :

Frp(VaR\alpha ) = \alpha , (20)

где Frp(\cdot ) — функция распределения смеси нормальных распределений доходностей порт-
феля rp. Решение уравнения проводится в три этапа:

Улучшение оценки стоимостной меры риска многомерных портфелей ...
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\bullet определяются границы поиска в виде минимального и максимального квантилей среди
всех смесей;
\bullet границы поиска уточняются с помощью метода бисекции;
\bullet производится уточнение корня методом Ньютона—Рафсона (история появления мето-

да [33]).
Таким образом, предложенный подход на основе метода mPPCA учитывает вероятност-

ную структуру многомерных данных и эффективно вычисляет меру VaR, оставаясь более
устойчивым и менее вычислительно затратным, чем классические подходы PCA и GMM.

1.5. Бэктестинг меры VaR

Пусть \{ Xt\} nt=1 обозначает ряд доходностей, а \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{R}\alpha (Xt) — оценка меры VaR на уровне \alpha .
Для каждого дня определим индикатор исключения:

It =

\left\{ 
 
 
1, если Xt <  - \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{R}\alpha (Xt),

0 иначе.
(21)

Если модель корректна, то количество исключений n1 =
\sum n

t=1 It можно рассматривать как
реализацию биномиальной случайной величины с параметром \alpha . Для проверки гипотезы о
корректности модели в работе используется тест Купика [31], основанный на асимптотиче-
ском поведении отношения правдоподобия.

Тест Купика [31] оценивает, совпадает ли общее количество нарушений с ожидаемым.
Пусть

n1 =

n\sum 

t=1

It, n0 = n - n1, \^p =
n1

n
. (22)

Тогда статистика теста безусловного покрытия (LRuc) определяется как

LRuc =  - 2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl[ 
(1 - \alpha )n0 \alpha n1

(1 - \^p)n0 \^pn1

\biggr] 
. (23)

При справедливости нулевой гипотезы «p = \alpha » (т. е. корректном безусловном покрытии) эта
статистика асимптотически имеет распределение \chi 2 с 1 степенью свободы. Если значение
LRuc велико и его p-value меньше 5%, то гипотеза о совпадении средней доли нарушений
с \alpha отвергается.

2. Описание алгоритмов

Код основных методов выложен в открытом доступе в репозитории [34].

2.1. Реализация алгоритма mPPCA и процедура обучения

Пусть на текущем скользящем окне размером \Delta торговых дней имеются наблюдения
доходностей активов в виде матрицы X \in \BbbR \Delta \times d, элементы которой обозначим через xi,j , где
i — индекс наблюдения (день), j — индекс актива, \Delta — длина окна, d — количество активов.

Z-нормализация данных. Перед обучением модели данные нормализуются по каж-
дому признаку (активу):

xnorm
i,j =

xi,j  - \=xj
sj

, где \=xj =
1

\Delta 

\Delta \sum 

i=1

xi,j , sj =

\sqrt{}    1

\Delta 

\Delta \sum 

i=1

(xi,j  - \=xj)2. (24)
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Инициализация параметров модели. Перед началом скольжения окна параметры
модели инициализируются следующим образом.
\bullet Нормализованные данные разделяются на K кластеров методом K-means (см. [35, 36]).
\bullet К каждому из полученных кластеров применяется метод PCA, из результатов кото-

рого получают начальные приближения параметров смеси mPPCA:
– векторы средних \mu k;
– матрицы вложений Wk;
– дисперсии шума \sigma 2

k;
– веса компонент смеси \pi k (на основании количества точек в каждом из кластеров).

Обучение на основе применения EM-алгоритма. На каждом временном окне пара-
метры метода mPPCA оцениваются с использованием EM-алгоритма [18], включающего
E-шаг (Expectation step) и M-шаг (Maximization step), которые повторяются, пока разница
между новыми оценками параметров и предыдущими не станет незначительной.

E-шаг. Вычисляются вероятности принадлежности (responsibilities) каждого наблюдения
xi каждой компоненте смеси:

ri,k =
\pi k\scrN (xi | \mu k,WkW

\top 
k + \sigma 2

kId)\sum K
j=1 \pi j \scrN (xi | \mu j ,WjW\top 

j + \sigma 2
j Id)

, (25)

где ri,k — вероятность принадлежности наблюдения xi компоненте k.

M-шаг. На основе полученных на E-шаге вероятностей ri,k параметры смеси обновляются
следующим образом.
\bullet Веса компонент смеси:

\pi k \leftarrow 
1

\Delta 

\Delta \sum 

i=1

ri,k. (26)

\bullet Векторы средних компонент:

\mu k \leftarrow 
\sum \Delta 

i=1 ri,kxi\sum \Delta 
i=1 ri,k

. (27)

\bullet Выборочные ковариационные матрицы компонент:

Sk =
1

\Delta \pi k

\Delta \sum 

i=1

ri,k(xi  - \mu k)(xi  - \mu k)
\top . (28)

\bullet Матрицы вложений:

Wk \leftarrow SkWk

\Bigl( 
\sigma 2
kIq +M - 1

k W\top 
k SkWk

\Bigr)  - 1
, (29)

где матрица Mk определяется выражением

Mk = W\top 
k Wk + \sigma 2

kIq. (30)

\bullet Дисперсии шума:

\sigma 2
k \leftarrow 

1

d
\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}

\Bigl[ 
Sk  - SkWkM

 - 1
k W\top 

k

\Bigr] 
. (31)
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Важно отметить, что в ходе этих операций приходится обращать матрицы не исход-
ной размерности d \times d, а только матрицы размерности q \times q, где q — латентная размер-
ность. Для повышения численной устойчивости при обращении матриц в любом случае
используется регуляризация.

Обучение метода mPPCA на новом положении окна производится с так называемым
«теплым стартом», при котором в качестве начальных приближений параметров модели
берутся оценки, полученные на предыдущем положении окна. Это позволяет значительно
сократить число итераций до достижения сходимости EM-алгоритма.

Оптимальное количество компонент смеси на каждом окне выбирается на основе мини-
мизации информационного критерия Акаике, что позволяет автоматически балансировать
между сложностью модели и точностью аппроксимации данных.

Алгоритм выбора числа компонент K по критерию AIC

1. Задаем диапазон значений K от K\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} до K\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} (в работе от 1 до 4).
2. Для каждого значения K = K\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n},K\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} + 1, . . . ,K\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}:

\bullet оцениваем параметры модели \^\theta c помощью EM-алгоритма;
\bullet вычисляем соответствующее значение \mathrm{A}\mathrm{I}\mathrm{C}mPPCA(K).

3. Оптимальным числом компонент K\ast считается то, при котором достигается минималь-
ное значение критерия AIC:

K\ast = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
K

\bigl[ 
\mathrm{A}\mathrm{I}\mathrm{C}mPPCA(K)

\bigr] 
. (32)

Таким образом, в каждом скользящем окне автоматически определяется оптимальное число
компонент смеси mPPCA, исходя из компромисса между точностью аппроксимации данных
и сложностью модели.

Описанная реализация алгоритма mPPCA с пошаговой нормализацией данных, «теп-
лым стартом» и автоматическим выбором оптимального числа компонент по критерию AIC
значительно повышает эффективность оценки VaR многомерных финансовых портфелей.

2.2. Численное решение для меры VaR

В реализации вычисления \mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{R}\alpha для смеси одномерных нормальных распределений ис-
пользуется следующая схема.
1. Начальные границы поиска

\bigl[ 
L,U

\bigr] 
берутся на основе \alpha -квантилей для каждой гауссов-

ской компоненты смеси:

L = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
k

F - 1
\bigl( 
\alpha ; \mu k, \sigma k

\bigr) 
, U = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

k
F - 1

\bigl( 
\alpha ; \mu k, \sigma k

\bigr) 
, (33)

где F — функция распределения для нормального распределения \scrN (\mu k, \sigma 
2
k). Благодаря

этому отрезок [L,U ] наверняка содержит искомый квантиль смеси.
2. На отрезке [L,U ] выполняется несколько шагов классического метода бисекции, чтобы

быстро получить аппроксимацию корня уравнения Fmix(x) = \alpha с точностью порядка
10 - 2 по аргументу.

3. Полученный результат из бисекции выступает начальными данными для метода
Ньютона—Рафсона, с помощью которого выполняется поиск решения с точностью уже
порядка 10 - 6. На каждом шаге для текущего приближения x вычисляется

xnew = xold  - 
Fmix(xold) - \alpha 

fmix(xold)
, (34)

где fmix(\cdot ) — смесь плотностей.
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Симуляция на десяти миллионах различных нормальных смесей показывает ускоре-
ние подсчета квантилей с нужным уровнем точности более чем в три раза по сравнению
с каждым из методов отдельно. Например, метод бисекции занимает 161 секунду, а трех-
шаговый — 45 секунд. Все эксперименты здесь и далее выполнялись в бесплатном Google
Colab на центральном процессоре (CPU, Central Processing Unit), частота 2.2–2.8 ГГц, без
использования графического процессора (GPU, Graphics Processing Unit).

2.3. JIT-компиляция и отказ от внешних библиотек

Для повышения скорости вычислений используется @jit(nopython=True) (или @njit)
из библиотеки Numba, что дает перевод вычислительно интенсивных участков в машин-
ный код. Это позволяет:
\bullet избегать медленных Python-циклов в критических местах (все операции выполняются

над NumPy-массивами или в простых for-циклах, которые Numba оптимизирует);
\bullet минимизировать вызовы «тяжелых» библиотек (например, scipy.stats). Вместо это-

го функции \mathrm{C}\mathrm{D}\mathrm{F},\mathrm{P}\mathrm{D}\mathrm{F},\mathrm{P}\mathrm{P}\mathrm{F} нормального распределения реализованы вручную, а вся
линейная алгебра (например, умножение матриц) делается через NumPy-функции,
совместимые с Numba;
\bullet Данный подход вместе с использованием «теплого» старта дает ускорением в более

чем 100 раз. К прмеру обучение mPPCA со всеми оптимизациями с двумя смесями на
650 точках на 221 активе занимает 72 секунды, а без оптимизаций — более 4 часов.

3. Вычислительные эксперименты

3.1. Результаты бэктестинга

Был проведен масштабный бэктестинг результатов оценки меры VaR5\% с помощью ме-
тода mPPCA на различных 100 сильно и 100 слабо диверсифицированных портфелях на
акциях из индекса S&P 500 за период 2009–2023 гг. (тестирование; обучение начинается
ранее). Под слабо диверсифицированными портфелями понимаются портфели, в которых
90 % весов сосредоточены в 1–5 ведущих акциях, а под сильно диверсифицированными —
портфели, где веса случайным образом распределены между всеми акциями. Рассматрива-
лись методы PCA, mPPCA и GMM с разным количеством компонент. Оценки меры VaR
проверялись на прохождение классического Купик-теста. В табл. 1 приведены доли порт-
фелей, на которых тест пройден успешно.

Таблица 1. Сравнение результатов бэктестирования оценок VaR5\%

Метод Слабо диверс. Сильно диверс.
PCA 0.00 1.00
GMM 1 0.37 0.00
GMM 2 0.46 0.00
GMM 3 0.51 0.00
mPPCA 1 0.78 1.00
mPPCA 2 0.83 1.00
mPPCA 3 0.86 1.00
mPPCA 4 0.88 1.00
mPPCA AIC 0.89 1.00

Улучшение оценки стоимостной меры риска многомерных портфелей ...

14 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



Из полученных результатов следует, что для слабо диверсифицированных портфелей
классический метод PCA не справляется с задачей, демонстрируя нулевую долю успешных
прохождений теста Купика. Метод GMM существенно улучшает результаты по сравнению
с методом PCA, однако даже при использовании трех компонент смеси доля успешно прой-
денных тестов составляет лишь 51 %. Однако при этом метод GMM крайне плохо показы-
вает себя на диверсифицированных портфелях.

Наилучшие результаты достигаются при использовании метода mPPCA: уже при од-
ной компоненте доля успешных прохождений значительно превышает результаты методов
GMM и PCA, достигая 78 %. Дальнейшее увеличение числа компонент смеси до четырех
последовательно повышает качество оценки, доходя до 88 %. Адаптивный выбор количе-
ства компонент по критерию AIC дополнительно улучшает результаты (до 89 %). Стоит
отметить, что дальнейшее увеличение числа компонент смеси для метода mPPCA свыше
четырех уже не приносит улучшения.

Таким образом, метод mPPCA демонстрирует явные преимущества перед методами
PCA и GMM в оценке меры VaR, особенно для слабо диверсифицированных портфелей,
совмещая эффективность понижения размерности и гибкость вероятностной модели смеси.

3.2. Влияние оптимального по критерию AIC числа компонент
в mPPCA на лог-приросты следующего дня

Был также проведен анализ зависимости абсолютных значений лог-приростов следую-
щего дня от оптимального по критерию AIC количества компонент в методе mPPCA (далее
«группа»). Соответствующая ящичная диаграмма (box plot) изображена на рис. 1. Такие
показатели, как среднее, стандартное отклонение, ассиметрия и коэффициент эксцесса лог-
приростов для каждой из групп приведены в табл. 2. Здесь и далее важно отметить, что
речь идет о значениях лог-приростов каждого из активов на следующий день за текущим
окном, на котором обучается модель и происходит оценка оптимального количества смесей
в методе mPPCA. Из таблицы видно существенное изменение стандартных отклонений и
коэффициентов асимметрии в зависимости от количества компонент в смеси. В группе с
двумя смесями самые маленькие стандартное отклонение и коэффициент асимметрии, в
группе с тремя смесями эти показатели средние, а в группе с четырьмя — самые высокие.

Таким образом, использование метода mPPCA дает возможность выявления скрытых
рыночных режимов и учета потенциального уровня волатильности и экстремальных зна-
чений для оценки риска на следующий день.

Таблица 2. Статистики лог-приростов следующего дня в зависимости от оптимального
количества смесей по критерию AIC

Группа Среднее СКО Асимметрия Эксцесс
2 0.0007 0.015 0.027 13.461
3 0.0008 0.020 0.170 20.516
4 0.0005 0.027 0.534 17.942
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Рис. 1. Ящичная диаграмма (box plot) абсолютных значений лог-приростов
и оптимального количества смесей в mPPCA по критерию AIC

3.3. Влияние минимально достаточного числа главных компонент
в методах PCA и PPCA на абсолютные лог-приросты следующего
дня

Была также рассмотрена зависимость абсолютных лог-приростов следующего дня от
минимального достаточного количества основных компонент в методах PCA и PPCA для
объяснения \alpha процентов дисперсии данных. В качестве \alpha бралось 80 % из эмпирических
соображений. На рис. 2 изображены графики минимального достаточного количества ос-
новных компонент в методах PCA и PPCA, из которого видно, что количества требуемых
компонент у методов PCA и PPCA крайне близки.

На рис. 3 приведены ящичные диаграммы абсолютных лог-приростов следующего дня,
сгруппированных по числу необходимых главных компонент в методах PCA и PPCA, до-
статочных для объяснения 80 % дисперсии данных. Из графиков видно, что в группе (0, 40]

наблюдаются наиболее крупные выбросы и более высокая медиана абсолютных значений,
что указывает на повышенную волатильность.

В табл. 3 приведены параметры распределений абсолютных значений лог-приростов
для тех же групп. Сравнение показывает, что в группе (0, 40] абсолютные лог-приросты ха-
рактеризуются максимальным стандартным отклонением, наиболее высокими значениями
асимметрии и эксцесса. Это согласуется с большим разбросом абсолютных лог-приростов на
рис. 3. В группах с большим количеством необходимых компонент (более 40) волатильность
и «толщина» хвостов распределения заметно снижаются, что отражается и в уменьшении
выбросов на диаграмме абсолютных значений, и в относительно меньших значениях стан-
дартного отклонения, асимметрии и эксцесса в таблице.

Дополнительно было проведено исследование связи между минимальным достаточным
количеством главных компонент и средней корреляцией активов внутри скользящего окна.
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Рис. 2. Графики минимального достаточного количества основных компонент
для объяснения 80 % дисперсии в методах PCA и PPCA

Рис. 3. Ящичные диаграммы (box plot) абсолютных значений лог-приростов
и минимального достаточного количества основных компонент для методов PCA и PPCA

Таблица 3. Параметры распределений абсолютных значений лог-приростов
на следующий день в зависимости от группы для методов PCA и PPCA

Группа Среднее СКО Асимметрия Эксцесс
PCA PPCA PCA PPCA PCA PPCA PCA PPCA

(0, 40] 0.015 0.016 0.018 0.019 4.656 4.613 46.877 45.665
(40, 55] 0.011 0.012 0.012 0.013 3.689 3.914 34.699 38.115

55 и более 0.010 0.010 0.010 0.011 3.562 3.533 34.619 31.096

На каждом положении окна вычислялось среднее значение всех попарных корреляций ак-
тивов, после чего оно сопоставлялось с минимально необходимым количеством компонент.

Полученный коэффициент корреляции между этими двумя величинами составил - 78 \%
и  - 79 \% для методов PCA и PPCA соответственно. Это демонстрирует тесную обратную за-
висимость между рыночной корреляцией и числом необходимых компонент. Из рис. 4 видно,
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что периоды высоких средних корреляций совпадают с уменьшением количества главных
компонент. Это наблюдение подтверждается и ящичной диаграммой на рис. 5: чем меньше
необходимое количество компонент, тем выше средний уровень корреляций активов. С эко-
номической точки зрения это естественный результат — во время кризиса корреляция ак-
тивов значительно увеличивается, а значит, уменьшается количество основных компонент,
с помощью которых можно достаточно точно описать общее движение портфеля. Однако
в случае отсутствия кризиса все активы ведут себя по-разному, корреляции уменьшаются
и, соответственно, требуется большее количество компонент для описания портфеля.

Рис. 4. Средняя попарная корреляция активов на окне и минимальное достаточное
количество компонент для объяснения нужной доли дисперсии в PCA и PPCA

Рис. 5. Ящичные диаграммы (box plot) средней попарной корреляции активов
внутри групп по количеству минимально достаточных компонент в PCA и PPCA

Заключение

В работе предложен подход к оценке меры VaR5\% для многомерных портфелей на осно-
ве смеси PPCA с адаптивным выбором оптимального количества компонент смеси по крите-
рию AIC. Данный подход позволяет учитывать нелинейные зависимости и «тяжелые» хво-
сты распределений доходностей активов, что существенно улучшает точность оценки меры
VaR в сравнении с традиционными методами PCA и GMM, особенно для слабо диверси-
фицированных портфелей. Масштабный бэктестинг на основе теста Купика, проведенный
на 100 сильно и 100 слабо диверсифицированных портфелях из акций индекса S&P 500
за период 2009–2023 гг. на скользящих окнах размером в 350 торговых дней, подтвердил
преимущество предложенного метода, где доля успешно пройденных тестов увеличилась до
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89 % по сравнению с методом mPPCA при фиксированном числе компонент смеси, класси-
ческих методов PCA и GMM.

В ходе работы выявлено, что оптимальное по критерию AIC количество компонент
смеси в mPPCA демонстрирует прямую связь с характеристиками оцененного распреде-
ления лог-приростов следующего дня. Увеличение числа компонент соответствует росту
волатильности и степени «тяжести» хвостов распределения. Предложен подход для расче-
та объясненной дисперсии в случае метода PPCA и показано, что минимальное достаточное
число главных компонент (для объяснения 80 % дисперсии) в методах PCA и PPCA об-
ратно коррелирует (–78 % и –79 %) со средней попарной корреляцией активов и также
служит индикатором повышения волатильности и риска следующего торгового дня. Таким
образом, предложенные статистики могут быть использованы как индикаторы стрессовых
состояний финансовых рынков.

Важным результатом работы стало достижение высокой вычислительной эффектив-
ности алгоритма. Использование JIT-компиляции (Numba), «теплого старта» при переме-
щении окна и трехшагового алгоритма нахождения VaR позволило существенно ускорить
обучение и бэктестинг предложенного подхода по сравнению с прямой реализацией.
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This paper proposes a novel approach for estimating the Value-at-Risk (VaR) of multidimensional portfolios,
based on a mixture of probabilistic principal component analyzers (mPPCA) and the Akaike information criterion.
The effectiveness of the proposed approach is evaluated on historical data, accounting for various numbers of
mixture components in the mPPCA method. The study is performed on 100 highly diversified and 100 weakly
diversified stock portfolios of the S&P 500 index over the 2009–2023 period, using rolling windows of 350 trading
days. Probabilistic principal component analysis (PPCA) can model complex dependencies among assets while
capturing the “heavy” tails of return distributions. As a result, the mPPCA method surpasses conventional
principal component analysis (PCA) in the accuracy of VaR estimation. In addition, by reducing dimensionality,
the model is computationally much more efficient and stable than a mixture of Gaussian distributions (GMM).
The paper demonstrates how portfolio return volatility and tail heaviness depend both on the optimal number of
components in mPPCA and on the minimal sufficient number of principal components in PCA and PPCA needed
to explain 80 % of the variance in the data. The new approach, which optimizes the number of components
in mPPCA, consistently achieves higher performance than GMM, PCA, or PPCA, especially for less diversified
portfolios. The paper describes methods for optimizing mPPCA training and provides an extensive historical
performance evaluation (backtesting). By employing just-in-time compilation, a “warm start” for mPPCA with
each new window position, and a three-step algorithm for VaR estimation, the experiments are significantly
accelerated compared with the standard implementation.
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