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Исследование свойств алгоритмов является важнейшим этапом в процессе их эффективной реализа-
ции на высокопроизводительных вычислительных системах. В данной статье рассматриваются свойства,
особенности и характеристики алгоритмов, которые могут быть полезны для проведения такого анализа.
Рассмотрены необходимые предварительные шаги, которые нужно выполнить для приведения алгоритмов
к виду, в котором их можно анализировать и сравнивать между собой. Выделяются аналитические ха-
рактеристики алгоритмов, то есть те свойства, которые могут быть описаны в числовом или формульном
виде, при этом акцент делается на свойствах, связанных с параллелизмом. Многие из рассматриваемых
свойств именно для алгоритмов предлагаются впервые, в то же время являясь аналогичными свойствам,
которые принято рассматривать для программных реализаций. Все рассматриваемые свойства иллюстри-
руются несколькими примерами для хорошо известных алгоритмов, таких как суммирование элементов
вектора, скалярное произведение двух векторов, перемножение двух плотных квадратных матриц и метод
Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы. В дальнейшем на базе исследования рассмотрен-
ных свойств предполагается решать задачи суперкомпьютерного кодизайна по совместному анализу свойств
алгоритмов, программных реализаций и суперкомпьютерных систем.
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Введение

Для описания структуры вычислительных алгоритмов могут применяться разные ме-
тоды. Подробно они были рассмотрены в статье [1]. Наиболее часто на практике исполь-
зуются следующие методы: словесное описание, блок-схемы, описания на традиционных
языках программирования или с использованием псевдокода.

Описывать свойства параллельных алгоритмов оказывается еще сложнее [2]. Часто
свойства алгоритмов дают только в словесном описании, без четких определений и объ-
яснения их сущности. Такие описания не могут использоваться для автоматического ана-
лиза. Для большей строгости описания информационной структуры алгоритма часто ис-
пользуют графовые модели, в частности, граф информационных зависимостей или граф
алгоритма [3] (см. раздел 1.6). Полезно бывает визуализировать графы информационных
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зависимостей, для чего можно использовать, например, систему AlgoView [4, 5], требующую
описания информационной структуры анализируемых алгоритмов на специальном языке
Algolang [6].

Наиболее проработанное описание структуры алгоритмов используется в Открытой эн-
циклопедии свойств алгоритмов AlgoWiki [7]. Предложенная в ней структура описания вы-
числительного алгоритма [8] включает следующие разделы:

1. Свойства и структура алгоритмов
1.1 Общее описание алгоритма
1.2 Математическое описание алгоритма
1.3 Вычислительное ядро алгоритма
1.4 Макроструктура алгоритма
1.5 Схема реализации последовательного алгоритма
1.6 Последовательная сложность алгоритма
1.7 Информационный граф
1.8 Ресурс параллелизма алгоритма
1.9 Входные и выходные данные алгоритма

1.10 Свойства алгоритма
2. Программная реализация алгоритма

2.1 Особенности реализации последовательного алгоритма
2.2 Возможные способы и особенности параллельной реализации алгоритма
2.3 Результаты прогонов
2.4 Выводы для классов архитектур

3. Литература

Описание алгоритмов по этой схеме включает множество полезных свойств и является
весьма содержательным. Однако энциклопедия AlgoWiki реализуется в виде wiki-проекта [9]
на базе движка MediaWiki [10]. Использование идеологии wiki-проектов дает большие воз-
можности по привлечению авторов к работе по совместному наполнению контента сайта,
но приводит к тому, что вся информация хранится в слабо структурированном текстовом
виде, практически непригодном для проведения автоматического анализа.

Поэтому, когда встает задача автоматически анализировать свойства описанных в про-
екте алгоритмов, приходится частично или полностью отходить от идеологии wiki-проектов.
Отдельные страницы энциклопедии AlgoWiki, например, основная страница классифика-
ции алгоритмов [11], реализующая хорошо известную схему описания предметной области в
виде цепочек «задача–метод–алгоритм–реализация» [12, 13], уже реализованы без исполь-
зования wiki-технологии [9].

Первый шаг по направлению к автоматическому исследованию свойств алгоритмов в
рамках энциклопедии AlgoWiki был сделан, когда на страницах описаний алгоритмов стали
делать выноску с несколькими базовыми свойствами. Пример выноски с базовыми свой-
ствами метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (вещественный
точечный вариант) [14] приведен на рис. 1.

На таких выносках стали размещать как наиболее важные свойства последовательных
алгоритмов (последовательная сложность, объем входных и выходных данных), так и неко-
торые характеристики, связанные с параллелизмом (высота и ширина ярусно-параллельной
формы). Так эти свойства стали более заметными, однако решением вышеописанной пробле-
мы это не является, потому что данные выноски формируются на базе текстовых описаний
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Рис. 1. Пример выноски с базовыми свойствами алгоритма

с использованием механизма шаблонов [15]. При этом сами данные по-прежнему являются
плохо структурированными и не подходят для автоматического анализа.

Решением, подходящим для автоматического анализа, является ввод данных для по-
добных выносок путем заполнения полей специальных веб-форм. Лучше всего, если поля
форм в этом случае заполняются путем выбора из заранее подобранных фиксированных
вариантов. Чтобы это стало возможно, требуется строго описать те свойства, которые важ-
ны для описания характеристик алгоритмов и будут в дальнейшем использоваться для их
автоматического анализа, чему и посвящена данная статья. Для вариантов числовых па-
раметров, характеризующих эти свойства, нужно зафиксировать варианты наиболее часто
используемых на практике их значений.

В разделе 1 данной статьи рассмотрены подходы к описанию и анализу свойств, осо-
бенностей и характеристик алгоритмов, позволяющие выделить алгоритмы, которые можно
автоматически оценивать и сравнивать между собой на основе вводимых в разделе 2 ха-
рактеристик.

1. Подходы к описанию и анализу свойств, особенностей
и характеристик алгоритмов

1.1. Оценки в лучшем, в худшем и в среднем случае

Многие численные характеристики алгоритмов существенно зависят от заданных вход-
ных данных. Для одних их значений алгоритм может работать значительно дольше, чем
для других. Поэтому анализ обычно «заключается в нахождении минимального (для опти-
мистов), максимального (для пессимистов), среднего (для специалистов по теории вероят-
ностей) значения» [16] (здесь автор писал об оценке времени исполнения алгоритма). Для
произвольных характеристик часто приводят оценки в лучшем, худшем и среднем случае.

Про получение оценок в лучшем, худшем и среднем случае пишут многие другие авто-
ры книг по исследованию свойств алгоритмов [17–22]. Оценки в худшем случае позволяют
гарантировать, что при отсутствии других важных действующих факторов значения изу-
чаемых характеристик в реализации не окажутся хуже этих оценок. Оценки в лучшем
случае показывают, к чему может приблизиться рассматриваемая характеристика на са-
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мом удачном наборе входных данных. Но разница между худшим/лучшим случаем и тем,
что получается на практике, иногда может оказаться весьма существенной. Оценки в сред-
нем случае несут в себе некоторые предположения о значениях реальных входных данных.
Однако получение оценок в среднем случае не всегда осмысленно и не всегда приводит к
правильным результатам. Заметим также, что есть разные подходы к тому, что в конкрет-
ном случае считать средним.

1.2. Точные оценки и асимптотические оценки

Практически во всех книгах по анализу свойств алгоритмов (например, [16, 18, 20,
22–28]) для оценок ключевых характеристик используют не их абсолютные значения, а
оценивают их через функцию от входных данных задачи, зачастую приводя ее асимптотику,
чаще всего в формате «О большое».

Строгое определение этого понятия приводится, например, в книге [16]: «Запись
O(f(n)) всегда обозначает следующее: существуют положительные константы M и
n0, такие, что величина xn, представленная в виде O(f(n)), удовлетворяет условию
| xn| \leq M | f(n)| для всех целых n \geq n0».

«О большое» позволяет оценить порядок рассматриваемой величины, в некоторых ис-
точниках называется также «скорость роста (rate of growth)» или «порядок роста (order of
growth)» [18, 21].

Использование семантики «О большого» во многих случаях дает возможность заметно
упростить оценки характеристик алгоритмов, но оставить возможность их асимптотиче-
ского сравнения. Например, автор страницы «Метод сдваивания Стоуна для решения дву-
диагональных СЛАУ» [29] в энциклопедии AlgoWiki приводит оценку последовательной
сложности алгоритма как 3(n - 1)(\lceil \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}2(n - 1)\rceil +2). Такая формула сложна как просто для
восприятия, так и для сравнения с другими алгоритмами. Приведение оценки к семантике
«О большого» даст оценку n \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}2 n, что уже значительно проще и может использоваться в
дальнейшем анализе.

1.3. Выделение главного параметра

Вообще говоря, алгоритмы могут иметь несколько входных параметров. При построе-
нии формул для их характеристик получаются многопараметрические функции, которые
анализировать значительно сложнее; также существенно усложняется сравнение этих ха-
рактеристик для различных используемых алгоритмов. Во многих источниках анализируют
только простые однопараметрические алгоритмы.

В классической книге [30] сказано: «Нам хотелось бы связать с каждой конкретной
задачей некоторое число, называемое ее размером, которое выражало бы меру количества
входных данных». В книге [27] это описано более детально: «Для простоты входные данные
представляются параметром n. Этот параметр пропорционален величине обрабатываемого
набора данных и может обозначать:
\bullet размер массива или файла при сортировке или поиске;
\bullet степень полинома;
\bullet количество символов в строке;
\bullet другую абстрактную меру объема рассматриваемой задачи».

Выделение главного параметра рассматривается, в частности, также в работе [22].
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Некоторые многопараметрические алгоритмы, не теряя общности с точки зрения оцен-
ки их характеристик, можно свести к однопараметрическим вариантам. Например, во мно-
гих случаях, когда в алгоритмах используются прямоугольные матрицы размера m \times n

для анализа характеристик таких алгоритмов зачастую достаточно рассмотреть частный
случай квадратной матрицы размера n\times n.

Сведение многопараметрических алгоритмов к однопараметрическим вариантам зача-
стую может оказаться неприемлемым, но анализ и сравнение многопараметрических функ-
ций, описывающих характеристики таких алгоритмов, является сложной задачей, к кото-
рой можно будет вернуться в будущем, если возникнет такая необходимость.

1.4. Выделение основного типа данных

Почти в любом алгоритме операции выполняются над данными, которые в конкретных
реализациях описываются объектами каких-то типов, используемых в языке программиро-
вания. В одной программной реализации для разных объектов могут использоваться дан-
ные разных типов, но обычно можно выделить один основной тип данных, над которыми
выполняется большинство наиболее важных операций. Далее все основные характеристики
алгоритма оцениваются с учетом операций только над данными этого типа.

Так, общепринятой практикой является при решении задачи суммирования элемен-
тов вектора вещественных чисел учитывать при оценках характеристик алгоритма только
операции над самими вещественными числами, хотя очевидно, что для реализации этого
алгоритма на многих распространенных языках программирования потребуются дополни-
тельные операции над вспомогательными переменными (чаще всего целочисленными) для
организации цикла, в котором выполняется суммирование элементов вектора. Обычно счи-
тается, что подобными операциями можно пренебречь, к тому же этих операций нет в самом
алгоритме, они появляются только в его программной реализации.

1.5. Выделение значимых операций

Шаги любого алгоритма могут состоять из самых разных операций (арифметических,
логических, операций чтения/записи данных, пересылки данных и т.д.) Для построения
простых оценок характеристик алгоритма нужно выделить из этих операций самые важные
с точки зрения анализа свойств алгоритма [28]. В [22] сказано: «Первый шаг при анализе
алгоритма состоит в определении абстрактных операций, на которых основан алгоритм,
чтобы отделить анализ от реализации». Это важное замечание, потому что программные
реализации алгоритма могут содержать новые операции, которых непосредственно алго-
ритм не предусматривает. Некоторые из таких операций (чтения/записи, пересылки дан-
ных и т.п.) могут играть решающую роль для эффективности выполнения программы, но
не являются операциями самого реализуемого алгоритма, и поэтому не должны входить в
оценки его характеристик. Задача совместного анализа алгоритма, программной реализа-
ции и целевой вычислительной системы с учетом характеристик всех этих трех сущностей
является более сложной и решается в рамках проекта по решению задачи суперкомпьютер-
ного кодизайна [31].

На практике при подсчете числовых характеристик алгоритмов обычно ограничивают-
ся одним основным набором операций. Часто для простоты предполагают, что операции
из одного набора примерно равноценны по времени выполнения. Во многих численных ал-
горитмах таким основным набором является подмножество реализуемых арифметических
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операций. Характеристики не численных алгоритмов оцениваются с использованием тех
типов операций, на которые они ориентированы. Так, например, в алгоритмах сортиров-
ки и в алгоритмах на графах основными элементарными операциями являются операции
сравнения, перестановки и т.д.

Если алгоритм описан на основе макроопераций (и его можно назвать в этом случае
макроалгоритмом), то подсчитывать его численные характеристики можно либо в числе
этих макроопераций (но тогда его, вероятно, будет сложно сравнивать с другими алго-
ритмами), либо предварительно расшифровывая макрооперации в наборы элементарных
операций.

1.6. Граф информационных зависимостей

Одним из основных подходов при анализе свойств алгоритмов, особенно связанных с
параллелизмом, является построение и исследование графа информационных зависимостей
(называемого также графом алгоритма) [3]. Это ориентированный ациклический граф, вер-
шины которого соответствуют срабатываниям операций алгоритма, а дуги — информаци-
онным зависимостям между ними. Состав операций, соответствующих вершинам графа,
может быть разным — от элементарных операций до макроопераций (в этом случае ис-
пользуют понятие макрографа информационных зависимостей).

Часто используемым представлением графа информационных зависимостей является
его ярусно-параллельная форма (ЯПФ) (parallel form) — такое представление графа алго-
ритма, в котором:
\bullet все вершины разбиты на перенумерованные подмножества ярусов;
\bullet начальная вершина каждой дуги расположена на ярусе с номером меньшим, чем но-

мер яруса конечной вершины;
\bullet между вершинами, расположенными на одном ярусе, не может быть дуг.
Под высотой ЯПФ понимают число ее ярусов. Ширина яруса — это число вершин,

расположенных на данном ярусе, а ширина ЯПФ — это максимальная ширина ярусов в
ЯПФ.

Канонической ярусно-параллельной формой называется ЯПФ, высота которой на еди-
ницу больше длины критического пути, а все входные вершины расположены на первом
ярусе. Для заданного графа информационных зависимостей его каноническая ЯПФ един-
ственна [3].

Для построения графов информационных зависимостей и получения их канонической
ярусно-параллельной формы можно использовать, например, систему AlgoView [4, 5]. На
рис. 2 показан макрограф информационных зависимостей для метода Гивенса (враще-
ний) QR-разложения квадратной матрицы (вещественный точечный вариант), приведен-
ный на странице описания данного алгоритма в энциклопедии AlgoWiki [14]. На графе
ярко-оранжевым цветом помечены вершины, относящиеся к текущему ярусу канонической
ярусно-параллельной формы, темно-зеленым цветом — вершины, относящиеся к предыду-
щим ярусам, светло-зеленым цветом — вершины, относящиеся к последующим ярусам.

2. Аналитические характеристики алгоритмов

Разные авторы выделяют разные характеристики алгоритмов. Так, Дональд Кнут
(Donald Knuth) считает необходимыми такие их особенности, как конечность, определен-
ность, ввод, вывод и эффективность [16].
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Рис. 2. Пример графа информационных зависимостей с выделением одного яруса
канонической ЯПФ

В другом источнике [27] написано: «Алгоритмы должны обладать следующими фор-
мальными свойствами:
\bullet понятность;
\bullet дискретность;
\bullet детерминированность;
\bullet результативность;
\bullet массовость».
В книге [18] сформулировано: «Хороший алгоритм должен обладать тремя свойствами:

быть корректным, эффективным и легкореализуемым».
Таким образом, каждый автор выделяет свой набор ключевых характеристик алгорит-

мов, зачастую не давая строгих определений этим характеристикам. И даже в случае, если
характеристика имеет четкое определение, она зачастую является описательной и не может
быть просто охарактеризована числовым параметром.

Если же ставить цель автоматического или автоматизированного анализа свойств ал-
горитмов, то эти свойства должны быть четко описаны и измеримы. Основную идею ана-
лиза алгоритмов Д. Кнут [16] описывает как «взять конкретный алгоритм и определить
его количественные характеристики». Целевой функцией такого анализа должна быть по-
тенциальная возможность предсказания динамических характеристик алгоритма при его
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реализации на целевой вычислительной системе: «Анализ алгоритма заключается в том,
чтобы предсказать требуемые для его выполнения ресурсы» [21].

2.1. Детерминированность и безусловность

Важным свойством алгоритмов является их детерминированность. Детерминирован-
ный алгоритм — это алгоритм с постоянной структурой вычислительного процесса, ко-
торый выдает уникальный и предопределенный результат для заданных входных данных.
National Institute of Standards and Technology (NIST) в словаре Dictionary of Algorithms and
Data Structures [32] определяет понятие детерминированный алгоритм как «Алгоритм, по-
ведение которого можно полностью предсказать на основе входных данных (An algorithm
whose behavior can be completely predicted from the input)». В книге [27] понятие детермини-
рованности поясняется так: «Каждое правило алгоритма должно быть четким, однознач-
ным и выдавать для одних исходных данных всегда один и тот же результат».

В книге [21] проводится четкое разделение между детерминированными и вероятност-
ными (randomized) алгоритмами: «В общем случае алгоритм называется рандомизирован-
ным (randomized), если его поведение определяется не только набором входных величин,
но и значениями, которые выдает генератор случайных чисел». То же самое разделение
проводится и в книге [20]: «Алгоритмы, не использующие рандомизацию, называются де-
терминированными (Algorithms not using randomization are called deterministic)», а также в
книге [18].

Однако не для всех детерминированных алгоритмов можно легко получить рассматри-
ваемые в последующих пунктах характеристики. Так, итерационные алгоритмы (по опре-
делению зачастую являющиеся детерминированными) обычно требуют выполнения своих
итераций до достижения определенной точности. Для одной такой итерации определение ха-
рактеристик обычно возможно, но количество итераций заранее неизвестно и существенно
зависит от входных данных. Для подобных алгоритмов получение подобных характеристик
сильно затруднено и требует отдельного изучения.

В книге [3] дано следующее определение детерминированности: «Если программа не
имеет условных операторов, то как ее саму, так и описанный ею алгоритм будем называть
детерминированными. В противном случае будем называть их недетерминированными».
Напрямую данное определение противоречит перечисленным выше классическим вариан-
там, но может быть основой для определения класса безусловных (branchless) алгоритмов.
Итерационные алгоритмы не войдут в класс безусловных алгоритмов, поскольку для опре-
деления необходимости следующей итерации требуется проверка условия на достижение
необходимой точности. Перечисленные в последующих пунктах характеристики рассмат-
риваются для алгоритмов, принадлежащих к этому классу.

2.2. Вычислительная (последовательная) сложность

Под вычислительной сложностью (computational complexity) задачи W понимают ко-
личество основных вычислительных шагов лучшего последовательного алгоритма, необ-
ходимых для решения задачи на одном процессе. Поскольку дается характеристика по-
следовательной версии алгоритма, то вычислительную сложность часто называют также
последовательной сложностью.

Не всегда очевидно, что понимать под основными вычислительными шагами алгоритма.
Это могут быть как выделенные значимые операции (см. раздел 1.5), так и более крупные
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шаги, состоящие из множества элементарных операций. Набор используемых для оценки
операций определяется как особенностями самого рассматриваемого алгоритма, так и теми
целями, которые ставятся при его анализе.

Вычислительная сложность условно характеризует время, требуемое для последова-
тельной реализации алгоритма, поэтому многие авторы книг по свойствам алгоритмов [17,
22, 23, 28, 33] говорят непосредственно об оценке времени исполнения. При этом надо пони-
мать, что это условное время выражается не в секундах, а в количестве основных вычисли-
тельных шагов. Если для простоты делается допущение, что любой основной вычислитель-
ный шаг выполняется за единицу времени, то эти две величины совпадают. В книге [21] явно
говорится «время работы алгоритма . . . измеряется в количестве элементарных операций».
В книгах [27, 30] используется термин временная сложность.

В ряде источников [24, 26, 34] вычислительную сложность соотносят с выполняемой ра-
ботой (work), Д. Кнут [16] описывает ее как «ожидаемую скорость выполнения алгоритма».
Иногда разделяют понятия трудоемкости алгоритма, под которой понимают точную оцен-
ку количества выполняемых операций, и сложность алгоритма, дающую асимптотическую
(см. раздел 1.2) оценку [19].

Вычислительная сложность, как и многие другие рассматриваемые далее характери-
стики алгоритмов, обычно является некоторой функцией от размера входных данных рас-
сматриваемого алгоритма, выделенного в качестве главного параметра (см. раздел 1.3).

Эту и последующие характеристики покажем на трех простых примерах: алгоритме
суммирования элементов вектора длины n, алгоритме скалярного произведения двух век-
торов длины n и алгоритме перемножения двух плотных квадратных матриц размера n\times n.
На рис. 3 показаны графы информационных зависимостей трех рассматриваемых алгорит-
мов. На графах квадратные (кубические) вершины соответствуют операциям перемноже-
ния двух чисел, а шарообразные вершины — операциям суммирования двух чисел.

а) б) в)

Рис. 3. Графы информационных зависимостей трех алгоритмов:
a) суммирования элементов вектора (для n = 8);

б) скалярного произведения двух векторов (для n = 8);
в) перемножения двух плотных квадратных матриц (для n = 4)
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Вычислительная сложность алгоритма суммирования элементов вектора длины n, вы-
раженная в количестве суммирований двух чисел, равна W = n  - 1, вычислительная
сложность алгоритма скалярного произведения двух векторов длины n при условии, что
операции суммирования и перемножения двух чисел считаем равнозначными, составляет
W = 2n - 1, а вычислительная сложность алгоритма перемножения двух плотных квадрат-
ных матриц размера n\times n равна W = n2(2n - 1).

Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (вещественный
точечный вариант) [14] автор описания приводит оценку последовательной сложности как
W = 2n3, что после приведения к семантике «О большого» (см. раздел 1.2) можно было бы
записать в виде O(n3).

2.3. Параллельная сложность

Под параллельной сложностью (parallel complexity) алгоритма Wp понимают количе-
ство основных вычислительных шагов, за которое можно выполнить данный алгоритм
в предположении доступности неограниченного числа необходимых вычислительных ре-
сурсов (процессоров, функциональных устройств, вычислительных узлов, ядер и т.п.).
Встречаются различные варианты названия этой характеристики: параллельная слож-
ность (parallel complexity) [24], глубина вычислительной сети (depth of the computational
network) [33], глубина (depth) [26], вычислительные шаги (computational steps) [17].

Параллельная сложность алгоритма соответствует высоте канонической ярусно-
параллельной формы его графа информационных зависимостей (см. раздел 1.6), а также
на единицу больше длины критического пути в данном графе, и характеризует минимально
возможное число основных вычислительных шагов при параллельном исполнении рассмат-
риваемого алгоритма.

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приве-
денными на рис. 3. Параллельная сложность алгоритма суммирования элементов вектора
длины n равна последовательной сложности, т. е. Wp = W = n  - 1 (алгоритм является
строго последовательным; схема сдваивания и другие подобные методы изменяют инфор-
мационную структуру, а значит, являются другими алгоритмами), параллельная сложность
алгоритма скалярного произведения двух векторов длины n составляет Wp = n (один шаг
на все попарные произведения и n - 1 шаг на суммирование), а параллельная сложность ал-
горитма перемножения двух плотных квадратных матриц размера n\times n тоже равна Wp = n

(все элементы результирующей матрицы можно вычислять параллельно, для вычисления
каждого нужно выполнить скалярное произведение соответствующих строки и столбца ис-
ходных матриц).

Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (вещественный
точечный вариант) [14] автор описания приводит оценку параллельной сложности как
Wp = 11n - 16, что после приведения к семантике «О большого» (см. раздел 1.2) можно
было бы записать в виде O(n).

2.4. Ресурс параллелизма

Одной из метрик ресурса параллелизма алгоритма можно считать ширину канониче-
ской ярусно-параллельной формы его графа информационных зависисимостей (см. раз-
дел 1.6) Wr. Она характеризует максимальное число вершин графа информационных за-
висимостей, попавших на один ярус канонической ЯПФ. Такие вершины соответствуют
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операциям, которые можно выполнять параллельно при наличии достаточного количества
исполняющих устройств. В книге [17] соответствующее понятие называется числом процес-
соров (number of processors), при этом имеется в виду необходимое число процессоров для
максимально параллельного выполнения алгоритма.

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приведен-
ными на рис. 3. Ресурс параллелизма алгоритма суммирования элементов вектора длины
n равен Wr = 1, ресурс параллелизма алгоритма скалярного произведения двух векторов
длины n при условии, что операции суммирования и перемножения двух чисел считаем
равнозначными, составляет Wr = n (для попарных произведений), а ресурс параллелизма
алгоритма перемножения двух плотных квадратных матриц размера n\times n равен Wr = n3

(все элементы результирующей матрицы можно вычислять параллельно, для вычисления
каждого нужно выполнить скалярное произведение соответствующих строки и столбца ис-
ходных матриц).

Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (веществен-
ный точечный вариант) [14] автор описания приводит оценку ресурса параллелизма как
Wr = O(n2).

2.5. Алгоритмическое ускорение

Понятие ускорения (speedup) чаще применяется как характеристика программных реа-
лизаций и определяется как S = T1/Tp — отношение времени работы некоторой программы
на одном процессе T1 ко времени работы распараллеленной программы при использовании p

процессов Tp. Похожую характеристику можно рассмотреть и для алгоритмов. Поскольку
вычислительная сложность (см. раздел 2.2) является некоторым приближением времени
выполнения последовательного алгоритма, а параллельная сложность (см. раздел 2.3) —
некоторым приближением времени выполнения параллельного алгоритма, то их отноше-
ние [28] Smax = W/Wp будет аналогом ускорения для алгоритмов. В данном случае Smax

определяет максимальное алгоритмическое ускорение, которое теоретически можно полу-
чить для реализации данного алгоритма в отсутствие влияния других значимых факторов
при наличии бесконечного количества исполняющих устройств (в концепции неограничен-
ного параллелизма [3]).

В книге [26] аналогичную характеристику называют просто параллелизм (parallelism),
а в книге [17] — ускорение (speedup).

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приве-
денными на рис. 3. Алгоритмическое ускорение суммирования элементов вектора длины n

равно Smax = (n - 1)/(n - 1) = 1, алгоритмическое ускорение скалярного произведения двух
векторов длины n составляет Smax = (2n - 1)/n, а алгоритмическое ускорение перемноже-
ния двух плотных квадратных матриц размера n\times n равно Smax = n2(2n - 1)/n = 2n2 - n.

Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (веще-
ственный точечный вариант) [14] алгоритмическое ускорение можно оценить как
Smax = O(n3)/O(n) = O(n2).

2.6. Алгоритмическая эффективность распараллеливания

Понятие эффективность распараллеливания (parallel efficiency) чаще применяется как
характеристика программных реализаций и определяется как Ep = S/p (где S — получен-
ное ускорение работы программы, а p — число используемых процессов. Похожую характе-
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ристику можно рассмотреть и для алгоритмов. Поскольку алгоритмическое ускорение (см.
раздел 2.5) Smax является некоторым приближением ускорения для параллельного алгорит-
ма, а ресурс параллелизма (см. раздел 2.4) Wr — некоторым приближением необходимого
количества процессов, то их отношение Epmax = Smax/Wr будет аналогом эффективности
распараллеливания для алгоритмов. В данном случае Epmax определяет алгоритмическую
эффективность распараллеливания, которая показывает, насколько хорошо может быть
распараллелен данный алгоритм.

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приве-
денными на рис. 3. Алгоритмическая эффективность распараллеливания суммирования
элементов вектора длины n равна Epmax = 1 (в этом вырожденном случае высокая ал-
горитмическая эффективность распараллеливания не означает наличия параллельной ре-
ализации), алгоритмическая эффективность распараллеливания скалярного произведения
двух векторов длины n составляет Epmax = 2n - 1

n2 , а алгоритмическая эффективность рас-
параллеливания алгоритма перемножения двух плотных квадратных матриц размера n\times n

равна Epmax = 2n2 - n
n3 = 2n - 1

n2 .
Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (вещественный

точечный вариант) [14] алгоритмическую эффективность распараллеливания можно оце-
нить как Epmax = O(n2)/O(n2) = O(1).

2.7. Алгоритмическая стоимость

Понятие стоимости (cost) чаще применяется как характеристика программных реа-
лизаций и определяется как C = pTp — произведение количества процессов p на время
работы распараллеленной программы Tp. Похожую характеристику можно рассмотреть и
для алгоритмов. Поскольку параллельная сложность (см. раздел 2.3) Wp является некото-
рым приближением времени выполнения параллельного алгоритма, а ресурс параллелизма
(см. раздел 2.4) Wr — некоторым приближением необходимого количества процессов, то
их произведение Cmax = Wr \ast Wp будет аналогом стоимости для алгоритмов. В данном
случае Cmax задает алгоритмическую стоимость, которая определяется как суммарное
количество операций, которые выполнились бы в параллельной реализации алгоритма при
условии максимальной загрузки всех процессов. Оценки алгоритмической стоимости за-
частую могут оказаться сильно завышенными, поскольку могут включать учет операций,
которых нет в изначальном алгоритме.

Похожая характеристика стоимости (cost) рассматривается в ряде источников [17, 24,
26, 28, 34], а в книге [33] она называется «объем работы, выполняемой параллельным алго-
ритмом (the amount of work performed by a parallel algorithm)».

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приве-
денными на рис. 3. Алгоритмическая стоимость суммирования элементов вектора длины n

равна Cmax = n  - 1, алгоритмическая стоимость скалярного произведения двух векторов
длины n составляет Cmax = n2, а алгоритмическая стоимость алгоритма перемножения
двух плотных квадратных матриц размера n\times n равна Cmax = n4.

Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (вещественный
точечный вариант) [14] алгоритмическую стоимость можно оценить как Cmax = O(n3).
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2.8. Алгоритмические накладные расходы

Понятие накладных расходов (total overhead) чаще применяется как характеристика про-
граммных реализаций и определяется как T0 = C  - T1 — разница стоимости и времени ра-
боты программы на одном процессе T1. Похожую характеристику можно рассмотреть и для
алгоритмов. Поскольку алгоритмическая стоимость (см. раздел 2.7) Cmax является некото-
рым аналогом стоимости для алгоритмов, а вычислительная сложность (см. раздел 2.2) W
является некоторым приближением времени выполнения последовательного алгоритма, то
их разность T0max = Cmax  - W будет аналогом накладных расходов для алгоритмов. В
данном случае T0max определяет алгоритмические накладные расходы, то есть оценку того,
насколько суммарное количество операций параллельного алгоритма при условии макси-
мальной загрузки всех процессов больше количества операций последовательного алгорит-
ма.

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приве-
денными на рис. 3. Алгоритмические накладные расходы алгоритма суммирования эле-
ментов вектора длины n равны T0max = 0 (что не удивительно для последовательного ал-
горитма), алгоритмические накладные расходы алгоритма скалярного произведения двух
векторов длины n составляют T0max = n2  - (2n  - 1), а алгоритмические накладные рас-
ходы алгоритма перемножения двух плотных квадратных матриц размера n \times n равны
T0max = n4  - n2(2n - 1).

Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (веществен-
ный точечный вариант) [14] алгоритмические накладные расходы можно оценить как
T0max = O(n3) - O(n3) = O(n3).

2.9. Алгоритмическая избыточность

Иногда бывает более показательно сравнивать алгоритмическую стоимость (см. раз-
дел 2.7) и вычислительную сложность (см. раздел 2.2) рассмотрением не разности, а отно-
шения данных величин. При этом получается алгоритмическая избыточность (redundancy)
R = Cmax/W .

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приведен-
ными на рис. 3. Алгоритмическая избыточность суммирования элементов вектора длины n

равна R = 1, алгоритмическая избыточность скалярного произведения двух векторов дли-
ны n составляют R = n2

2n - 1 = O(n), а алгоритмическая избыточность перемножения двух
плотных квадратных матриц размера n\times n равна R = n4

n2(2n - 1) = O(n).
Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (веществен-

ный точечный вариант) [14] алгоритмическую избыточность можно оценить как
R = O(n3)/O(n3) = O(1).

2.10. Оценка необходимого объема памяти

Важным при анализе алгоритмов является не только оценка выполняемых операций,
но и оценка необходимого объема памяти. Поскольку объем данных в единицах измерения
информации (битах, байтах) определяется реализацией, то для алгоритмов необходимый
объем памяти оценивают в количестве элементов основного типа данных (см. раздел 1.4).
Эту характеристику называют также емкостная сложность [30], сложность по памяти [28]
или пространственная сложность [27].
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Оценка необходимого объема памяти состоит из двух частей: оценки объема входных
данных [21] алгоритма Vin и оценки объема его выходных данных Vout.

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приве-
денными на рис. 3. Объем входных данных алгоритма суммирования элементов вектора
длины n равен Vin = n, а объем выходных данных этого алгоритма Vout = 1, объем входных
данных алгоритма скалярного произведения двух векторов длины n составляет Vin = 2n,
а объем выходных данных этого алгоритма Vout = 1, объем входных данных алгоритма
перемножения двух плотных квадратных матриц размера n \times n равен Vin = 2n2, а объем
выходных данных этого алгоритма Vout = n2.

Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (веществен-
ный точечный вариант) [14] объем входных и выходных данных можно оценить как
Vin = Vout = n2.

2.11. Вычислительная мощность

Для программных реализаций хорошо известна такая характеристика, как арифмети-
ческая интенсивность (arithmetic intensity [35]). Она соотносит интенсивность вычислений
в программе с интенсивностью работы с оперативной памятью и определяется как отноше-
ние количества операций, выполняемых в программе, к количеству обращений к памяти.
Для алгоритмов оценку количества выполняемых операций дает вычислительная слож-
ность 2.2, а количество обращений к памяти в общем случае оценить достаточно слож-
но. Поэтому как характеристику алгоритмов рассматривают вычислительную мощность
(computational power) — отношение вычислительной сложности (см. раздел 2.2) алгоритма
к суммарному объему его входных и выходных данных (см. раздел 2.10) P = W

Vin+Vout
.

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приведен-
ными на рис. 3. Вычислительная мощность алгоритма суммирования элементов вектора
длины n равна P = n - 1

n+1 , вычислительная мощность алгоритма скалярного произведения
двух векторов длины n составляет P = 2n - 1

2n+1 , а вычислительная мощность алгоритма пере-
множения двух плотных квадратных матриц размера n\times n равна P = n2(2n - 1)

3n2 = 2n - 1
3 .

Для метода Гивенса (вращений) QR-разложения квадратной матрицы (вещественный
точечный вариант) [14] вычислительную мощность можно оценить как P = 2n3

2n2 = n.

2.12. Свойства графа информационных зависимостей

Важные свойства алгоритмов можно получать, анализируя свойства соответствующих
графов информационных зависимостей (см. раздел 1.6). Часть таких свойств однозначно
соответствует описанным в предыдущих пунктах характеристикам:
\bullet Количество вершин графа информационных зависимостей соответствует вычисли-

тельной сложности (см. раздел 2.2) алгоритма;
\bullet Высота канонической ярусно-параллельной формы графа информационных зависимо-

стей соответствует параллельной сложности (см. раздел 2.3) алгоритма;
\bullet Ширина канонической ярусно-параллельной формы графа информационных зависи-

мостей характеризует ресурс параллелизма (см. раздел 2.4) алгоритма.
Другие свойства графов информационных зависимостей дают дополнительные полез-

ные характеристики соответствующих алгоритмов.
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2.12.1. Количество дуг в графе информационных зависимостей

Количество дуг E в графе информационных зависимостей является одной из базовых
характеристик графа, а применительно к анализу алгоритмов характеризует общее коли-
чество информационных зависимостей, что в конечном счете означает число обращений в
память и в какой-то степени необходимых пересылок данных при параллельной реализации.

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приведен-
ными на рис. 3. Количество дуг в графе информационных зависимостей алгоритма сумми-
рования элементов вектора длины n равно E = n - 2, количество дуг в графе информацион-
ных зависимостей алгоритма скалярного произведения двух векторов длины n составляет
E = 2(n - 1) = 2n - 2, а количество дуг в графе информационных зависимостей алгоритма
перемножения двух плотных квадратных матриц размера n\times n равно E = n2(2n - 2).

2.12.2. Плотность графа информационных зависимостей

Плотностью графа (graph density) принято называть соотношение количества дуг и
вершин D = E/W . Иногда эту величину называют средней степенью вершины. Примени-
тельно к графам информационных зависимостей плотность характеризует интенсивность
работы с данными в соответствующем алгоритме.

Рассмотрим примеры алгоритмов с графами информационных зависимостей, приведен-
ными на рис. 3. Плотность графа информационных зависимостей алгоритма суммирования
элементов вектора длины n равна D = n - 2

n - 1 , плотность графа информационных зависимо-
стей алгоритма скалярного произведения двух векторов длины n составляет D = 2n - 2

2n - 1 ,
а плотность графа информационных зависимостей алгоритма перемножения двух плотных
квадратных матриц размера n\times n равна D = n2(2n - 2)

n2(2n - 1) =
2n - 2
2n - 1 .

2.12.3. Количество типов дуг в графе информационных зависимостей

Типы дуг в графе информационных зависимостей задают разные образцы обращения к
данным в алгоритме: считаем, что тип дуг определяется единым направляющим вектором
и равной длиной при фиксированных значениях параметров. Поскольку направляющие
векторы и длины дуг существенно зависят от расположения вершин, то определять разные
типы дуг можно при некотором фиксированном (стандартном) способе их расположения.

На рис. 3 видно, что граф информационных зависимостей алгоритма суммирования
элементов вектора содержит дуги только одного типа, а графы информационных зависи-
мостей алгоритма скалярного произведения двух векторов и алгоритма перемножения двух
плотных квадратных матриц содержат дуги трех типов.

2.12.4. Наличие в графе информационных зависимостей вершин со степенью
исхода, зависящей от внешних параметров

Степень исхода (degree of a vertex) вершины графа информационных зависимостей —
это количество исходящих из данной вершины информационных дуг. Если в графе ин-
формационных зависимостей есть вершины, степень исхода которых зависит от внешних
параметров, то в программной реализации это во многих случаях будет соответствовать
использованию массовых рассылок с помощью, например, коллективных операций в техно-
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логии MPI. Такая информация будет полезной при написании программы, но может быть
зафиксирована уже в момент анализа структуры алгоритма.

Графы информационных зависимостей алгоритмов на рис. 3 не содержат таких вер-
шин, а в макрографе информационных зависимостей для метода Гивенса (вращений)
QR-разложения квадратной матрицы (вещественный точечный вариант) [14] на рис. 2 такие
вершины присутствуют.

Заключение

В данной статье предложен набор свойств, особенностей и характеристик алгоритмов,
предназначенных для обеспечения возможности их автоматического анализа. Следующим
шагом планируется внесение этих свойств в описания алгоритмов на страницах Откры-
той энциклопедии свойств алгоритмов AlgoiWiki [7]. Для дальнейшего их автоматическо-
го анализа данные свойства будут вноситься авторами статей не в wiki-формате, а путем
заполнения полей специальной веб-формы с занесением в базу данных проекта. В более
отдаленной перспективе планируется разработка технологий автоматического получения
таких свойств по некоторому описанию информационной структуры алгоритма (например,
на языке Algolang [6]) или по тексту его программной реализации на традиционном языке
программирования. И далее полученные свойства будут использоваться для решения задач
суперкомпьютерного кодизайна [31] по совместному анализу свойств алгоритмов, программ-
ных реализаций и суперкомпьютерных систем.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 25–11–00181,
https: // rscf. ru/ project/ 25-11-00181/ . Работа выполнена с использованием оборудо-
вания Центра коллективного пользования сверхвысокопроизводительными вычислитель-
ными ресурсами МГУ имени М. В. Ломоносова [36].
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Investigating the properties of algorithms is a crucial step in their effective implementation on high-
performance computing systems. This paper examines the properties, features, and characteristics of algorithms
that can be useful for such analysis. It also discusses the necessary preliminary steps to transform algorithms into
a form suitable for analysis and comparison. Analytical characteristics of algorithms – that is, those properties
that can be described numerically or formulaically – are highlighted, with an emphasis on properties related to
parallelism. Many of the properties discussed are proposed for algorithms for the first time, while at the same
time being similar to those commonly considered for software implementations. All of the properties discussed
are illustrated with several examples for well-known algorithms, such as summation of vector elements, the scalar
product of two vectors, the multiplication of two dense square matrices, and the Givens (rotation) method of
the QR factorization of a square matrix. In the future, based on the study of the considered properties, it is
proposed to solve problems of supercomputer co-design for the joint analysis of the properties of algorithms,
software implementations and supercomputer systems.

Keywords: algorithm, parallelism, supercomputer, co-design, computational complexity, parallel complexity,
parallelism resource, speedup, information dependency graph, AlgoWiki.
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