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КОНЕЧНОРАЗНОСТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ МЕТОДА 
РЕГУЛЯРИЗАЦИИ А.Н. ТИХОНОВА n-го ПОРЯДКА 
В.П. Танана, С.И. Бельков 

Статья является естественным продолжением работы А.Н. Тихонова, в которой впер-
вые была сформулирована идея конечномерного приближения регуляризующей задачи, од-
нако условия, накладываемые на операторы являются трудно проверяемыми. В настоящей 
работе предложено другое условие, которое легче использовать на практике и с его помо-
щью произведено доказательство теоремы о сходимости конечноразностных аппроксимаций 
метода регуляризации Тихонова к точному решению регуляризованной задачи. Применение 
предложенного метода конечноразностных приближений продемонстрировано на примере 
интегрального уравнения Фредгольма первого рода. 
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Введение 
Многие задачи, имеющие прикладное значение (такие как геологоразведка или 

определение температур внутри ракетных двигателей), являются некорректно постав-
ленными и требуют использования аппарата регуляризации для их решения. Настоящая 
статья является естественным продолжением работы [1]. Дело в том, что в [1] для дока-
зательства сходимости конечномерных аппроксимация использовано условие слабой за-
мкнутости пары  , kA A , где A  — оператор исходной задачи, а kA  — операторы ап-
проксимирующих задач. Это условие, впервые предложенное в [2] и являющееся наибо-
лее общим при исследовании вопросов сходимости конечномерных аппроксимаций, 
трудно проверяемо. Поэтому в настоящей работе предложено другое условие и с его по-
мощью доказана теорема о сходимости конечноразностных аппроксимация метода регу-
ляризации Тихонова n -го порядка, которая была сформулирована в работе [3], но не 
доказана. 

Статья состоит из трех частей. В первой части вводятся ограничения на рассматри-
ваемые объекты, приводится формулировка решаемой задачи и ее регуляризация сведе-
нием к вариационной задаче. Во второй части работы производится построение последо-
вательных конечномерных приближений регуляризованной задачи и доказательство со-
ответствующих теорем сходимости. Замена бесконечномерных регуляриязующих вариа-
ционных задач конечномерными аналогами позволяет построить последовательность 
численных приближенных решений, которая сходится к регуляризованному решению. В 
третьей части рассматривается пример построения конечноразностной аппроксимации 
метода регуляризации А.Н. Тихонова n -го порядка для оператора Фредгольма.  

1. Постановка задачи и метод регуляризации 
Пусть H  — сепарабельное гильбертово пространство, A  — линейный замкнутый 

оператор с областью определения  D A , всюду плотной в H  и областью значения 
 R A  из H , T  — линейный замкнутый оператор с областью определения  D T , всюду 

плотной в H  и множеством значений  R T  из H . 
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Предположим, что существует число  0c  такое, что для любого  u D T  имеет 
место соотношение 

Tu c u . (1) 

Лемма 1. Пусть n  — некоторое натуральное число, большее единицы. Тогда оператор 
nT  будет замкнут. 

Доказательство. Предположим, что    ku D T  
ku u  (2) 

и 
 n

nkT u f . (3) 

Тогда из условий (1), (3) следует, что 
1
1

n
nkT u f . 

Продолжая рассуждения аналогичным образом, приходим к тому, что  
  1kTu f  (4) 

Так как оператор T замкнут, то из соотношений (2) и (4) следует, что   u D T  и 
1f Tu . Продолжая этот процесс, окончательно получим, что    nu D T  и  n

nf T u . 
Тем самым лемма доказана. 

Рассмотрим операторное уравнение 
    , ,Au f u D A f H . (5) 

Предположим, что при  0f f  существует точное решение 0u  уравнения (5) и 
 0

nu D T , но вместо 0f  нам известны  f H  и уровень погрешности   0  такие, что 

  0f f . 
Требуется по исходной информации   ,f  найти приближенное решение u , схо-

дящееся к точному. Метод регуляризации (см. [3]) поставленной задачи заключается в 
сведении ее к вариационной  
         

22inf :n nAu f T u u D A D T , (6) 

где   0 . 
Вариационная задача (6) разрешима единственным образом (см. [4], стр. 73). Обо-

значим решение вариационной задачи (6) через 
u  и будем называть его приближенным 

решением уравнения (1), полученным методом регуляризации, или регуляризованным 
решением. 

2. Конечномерная аппроксимация метода регуляризации 
Пусть  kH  — возрастающая последовательность конечномерных подпространств 

пространства H , kA  и kT  — линейные ограниченные операторы, отображающие про-
странство kH  в H  и kH  соответственно. 

Конечномерная аппроксимация метода регуляризации заключается в замене вариа-
ционной задачи (6) ее конечномерным аналогом 
     

2 2inf :k n
k k kA u f T u u H . (7) 
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Аппроксимирующая задача (7) так же, как и (6), разрешима единственным образом. 
Решение этой задачи в дальнейшем будем обозначать через  

u k . Главным вопросом, 
возникающим при этом, является вопрос о сходимости конечномерных аппроксимаций 

 
u k  к регуляризованному решению 

u  при  k . 
Для ответа на поставленный вопрос введем ряд вспомогательных определений. 
Пусть , , ,k kB S B S  — линейные замкнутые операторы с областями определения 

       , , ,k kD B D S D B D S , всюду плотными в H  и областями значений из H . 
Определение 1. Последовательности операторов  kB  и  kS  будем называть B  и S  
полными одновременно, если     D B D S H  и для любого     u D B D S  найдет-
ся последовательность       ,k k k ku u D B D S  такая, что  ,k k ku u B u Bu  и 

k kS u Su  (см. [4], стр. 113). 
Определение 2. Будем говорить, что пара    ,k kB S  удовлетворяет условию дополни-
тельности, если существует   0  такое, что 

    2 2 22
k k k k k k k ku D B D S B u S u u     . 

Определение 3. Пару  , kB B  будем называть слабо замкнутой, если из того, что 
w

ku u , а w
k kB u f  следует, что   u D B  и f Bu  (см. [4], стр. 113). 

Теорема 1. Пусть  kf f , а пара    , n
k kA T  удовлетворяет условию дополнительно-

сти. Тогда, если последовательности  kA  и  n
kT являются A  и nT  полными одновре-

менно, а последовательности  kA  и    
 

n
kT  — A  и  nT  полными одновременно, то 

имеет место сходимость конечномерных аппроксимаций  
u k  к регуляризованному 

решению 
u  при  k . 

Доказательство. См. [4], стр. 114. 
Обозначим через B  оператор, сопряженный с B , а через kB  оператор, сопряжен-

ный с kB , через G  обозначим множество такое, что  G D B  и всюду плотно в  D B  
относительно B -нормы, где 
 

 2 2 2
B H Hg g B g  (8) 

Лемма 2. Если для любого k  имеет место   kG D B  и для любого g G  выполнено 
 kB g B g , то пара  , kB B  слабо замкнута. 

Доказательство. Пусть дана последовательность   ku H  такая, что для любого 
k имеет место  k ku D B  и  
 w

ku u  (9) 

и 
 w

k kB u f  (10) 

Тогда  для любого g G  справедливо соотношение 
    , ,k kg B u g f  (11) 

или 

Конечноразностная аппроксимация метода регуляризации А.Н. Тихонова n-го порядка

88 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



        , , ,k kB g u B g u g Bu  (12) 

Из соотношений (11) и (12) следует, что для любого g G  
    , ,g f g Bu  (13) 

Так как множество G  всюду плотно в H , то из (13) следует, что   u D B  и 
 Bu f . 

Тем самым лемма доказана. 
Лемма 3. Пусть для любого k  область значений  kR B  оператора kB  содержится в его 
области определения  kD B . Тогда, если пара  , kB B  слабо замкнута и существует 
  0  такое, что для любых k  и   ku D B  выполняется 2 22

kB u u , то для любого 
натурального n  пара  ,n n

kB B  слабо замкнута. 
Доказательство. Будем доказывать лемму по индукции. 

При   1n  справедливость леммы следует из ее предположений. 
Допустим, что лемма справедлива для всех n  от 1  до  1m  и докажем справедли-

вость ее утверждений при n m . 
Пусть дана последовательность  ku  такая, что для любого k    m

k ku D B , 

 w
ku u  (14) 

и 
 wm

k kB u f . (15) 

Тогда из условий леммы и соотношения (15) следует ограниченность последова-
тельности  1m

k kB u , а, следовательно, и ее слабая компактность, то есть без ограничения 
общности можем считать, что  
 1 ˆ

l l

wm
k kB u   . (16) 

Из предположения индукции, (14) и (16) следует, что    1mu D B  и  

   1 ˆmB u , (17) 

а из предположений леммы, (15) и (16) следует, что   ˆ D B  и  
  ˆf B . (18) 

Из (17) и (18) следует утверждение леммы, то есть, что    mu D B  и  mf B u . 
Тем самым лемма доказана. 
Пусть      G D A D T  и при этом всюду плотно в  D A  и  D T  относительно 

A -нормы и T -нормы соответственно. Тогда справедлива теорема. 
Теорема 2. Пусть  kf f , а последовательности  kA  и  n

kT  являются A  и nT  пол-
ными одновременно. Тогда если для любого g G  выполнено  kA g A g  и   kT g T g , 
то имеет место сходимость конечноразностных аппроксимаций  

u k  к регуляризован-
ному решению 

u  при  k . 
Доказательство. Эта теорема следует из теоремы 1 и лемм 1, 2, 3. 
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3. Конечноразностная аппроксимация метода 
регуляризации Тихонова n-го порядка при решении 
интегрального уравнения 
Пусть   2 0,1H L , а 

      
1

0
, , 0 1Au K s t u s ds t , (19) 

где   0,1;0,1K C ,   2 0,1u L ,   2 0,1Au L . 
Рассмотрим разбиение отрезка  0,1  на 2k  равных частей точками 

     0 1 2 20 1ks s s s , где для любого  , 1,2, ,2ki i   1
1
2i i ks s . 

Обозначим через i  полуинтервал деления    1,i i is s , а через kU  подпространство 
 2 0,1L , состоящее из кусочно-постоянных функций, то есть 

          : , , 1,2, ,2k
k i iU u s u s u s i . (20) 

Пусть kP  оператор метрического проектирования пространства  2 0,1L  на kU . Опе-
ратор kP  самосопряжен, то есть 
  k kP P , (21) 

где kP  — оператор, сопряженный к kP , и для любого   2 0,1u L  
 kPu u  при  k . (22) 

Следуя [4], стр. 119 

    


  
1 2

10

1,
2

k

k k ij ik
i

Au K s t u s ds K u , (23) 

где  ku U , определенному (20) , а      
 

, ;
2 2k k k
i jK s t K  при  is  и   jt ; 

   
 

;
2 2ij k k
i jK K . 

Если рассмотреть расширение kA  оператора kA  с kU  на все пространство  2 0,1L , то 
следуя [4] 
   0kA A  при  k . (24) 

Пусть оператор T  определен формулой 

       
dTu t u t
dt

, (25) 

где               2: , 0,1 , 0 0D T u t u t u t L u . 
Оператор T  — линейный замкнутый с областью определения  D T , всюду плотной 

в  2 0,1L . 
Оператор T , сопряженный T , будет иметь вид 
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         
dT g t g t
dt

, (26) 

где                2: , 0,1 , 1 0D T g t g t g t L g . 
Кроме того, легко проверить, что для любого  u D T  оператор T  удовлетворяет 

соотношению  
 Tu u . (27) 

На пространстве kU , определенном формулой (20), определим оператор kT  следую-
щим образом 

      

 
  

 


1

1

0,
2

,
2

k
k

k

t
T u t u t u t

t
, (28) 

где              : , 0, 0,1k kD T u t u t U u t t . 
Из (28) следует, что  kD T  является подпространством kU , следовательно, и 

 2 0,1L , кроме того оператор kT  непрерывен на  kD T  и область значений  kR T  опера-
тора kT  содержится в  kD T , а из соотношения (28) легко следует, что для любого 

  ku D T  
 kT u u . (29) 

Для любого k  сопряженный оператор kT  будет иметь вид 
  k k kT T P , (30) 

где kP  оператор метрического проектирования  2 0,1L  на kU , а kT  определен формулой 

      

 
   

 


2

2

0,

2
,

2

k

k

k
k

k

t
T g t g t g t

t
, (31) 

где  kg U . 
В качестве множества G , использованного в лемме 2, возьмем следующее множе-

ство: 

 
       

  
     

       1 2

: 0,1 , , ,

0, , 1,2, ,2 , 1,2,k

i i i

k

G g t g t C g t a t b t

g t t i k
, (32) 

Тогда множество G  содержится в области определения  D T  оператора T . 
Определение 4. Определим срезающую функцию   t : 
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 

 

 

  



  



 

      
              

               


      

7 71, ;1 ,
4 4

2 5 5 7, ; ,
4 4 4

2 5 7 51 , 1 ;1 ,
4 4 4

5 50, 0;1 \ ;1 .
4 4

t

t t
t

t t

t

 

Ее обобщенная производная обладает свойством (см. [5], стр. 119): 

 
            

 

           
2 0;1 , 0;

4h h
t v h

t t v dv t h
, (33) 

Лемма 4. Множество G  содержится в области определения  D T  оператора T , 
определенного (26) и всюду плотно в  D T  относительно T -нормы. 

Доказательство. Из (26) и (32) следует, что множество  G D T . Докажем, что 
оно всюду плотно в нем относительно T -нормы. 

Рассмотрим множество              : 0;1 , 0 1 0D h t h t C h h . 

Будем доказывать, что D  всюду плотно в  D T . 
Возьмем произвольную функцию     1

0 0;1h t H  и срезающую функцию   t  со 
свойством  

    
    0;1ct t . 

Согласно теореме о дифференцировании обобщенной производной (см. [5], стр. 118) 
функция       h t h t t  имеет обобщенную производную 

               h t h t t h t t . Кроме того, ясно, что  h t  финитна на  0;1  и 
     1

0 0;1h t H . Убедимся, что        1 0;1
0

H
h t h t  при   0 . Зададим произвольное 

число  0 . Тогда  0 0 :      0, 0 ,  

          

   

 










   

  



 

2

1
2 2

0;1
0

2 1
2 2 2

0 1 2

1
L

h t h t h t t dt

h t dt h t dt
 

в силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега. Далее, из формулы Ньютона-
Лейбница с учетом условия     0 1 0h h  имеем 

        


   
1

0 1

t

t

h t h d h d . 

Отсюда  помощью неравенства Коши–Буняковского получим: 

   

       

 

 



   





2 2

0
1

2 2

,

1 0;1 .

t

t

h t t h d

h t t h d t
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С учетом свойств выбранной срезающей функции, формулы для  
h t , абсолютной 

непрерывности интеграла Лебега и последних неравенств будем иметь 

               

        

         

     

  

 



 


 

 

 

 

 

   
 







        
 

         
   

 
      

 

    
           



 

 

   

2

1
1 22

0;1
0

1 1
1 12 222 22

0 0
1

2 1 22 22 2

0 1 2

2 1 12 2
2 2

2 2
0 1 2

1

1 1

1

L

t

t

h t h t h t h t t h t t dt

h t t dt h t t dt

h t t dt h t t dt

c ct h d dt t h d dt

   




     

  







 
     

 
  

 

1
2

1
2 1 22 2

0 1 2

0

2 2 2

, 0 .

c h d h d

 

Таким образом, получаем оценку              1 00;1
3 , 0 .

H
h t h t  

Зафиксируем одно из таких значений   и возьмем среднюю функцию     hh t . То-
гда при  0h  в силу свойств средних функций (см. [5], стр. 113, 117) получим 

     
 

     
 

              
 

       2
2 20;1 0;1 ;1

2 2

0, 0,h h hL L L
h t h t h t h t h t h t  

поэтому  
     

         1 00;1
, 0 .h H

h t h t h h h  

Таким образом,        1 0;1
0

H
h t h t . 

Т.к. G  всюду плотно в D , т.е. G D , а D  всюду плотно в  D T , т.е.  D D T , 
то  G D T  и тем самым лемма доказана. 
Лемма 5. Пусть пара   , kT T  определена формулами (26), (30) и (31), а множество G  
— формулой (32). Тогда для любого g G  имеет место соотношение 

 kT g T g . 
Доказательство. Пусть 0g G . Тогда найдется номер 0k  такой, что 

         00 0
0 , , 1,2, ,2k

i i ig t a t b t i . (34) 

Из (34) следует, что 
         00

0 , , 1, 2, ,2k
i iT g t a t i . (35) 

Теперь возьмем произвольный интервал   0 0 01,i i it t  и разобьем его на 2m  равных 
частей. Обозначим точки деления при этом следующим образом 

 
      

0 01 0 1 2 2 1 2m mi it t t t t t t , 

а полуинтервалы через 
0i j , где   0 1,i j j jt t ,  1,2, ,2mj  и   

  0
1 2 k m

j jt t . 
Из (34) следует, что 
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   


       
  

0 0 0 0

10 0
0 :

2
j j

k m i i i j
t t

P g t a b t . (36) 

Из (30), (31) и (36) следует, что 
         

0 0 0 0

0
0 1 2, \ mk m i i i iT g t a t a a . (37) 

Пусть     00
0 max : 1, 2, ,2k

ii
a a i , тогда 

  
  

0

2
0

0 0 52k m m
aT g T g . (38) 

Из соотношений (38) следует, что  
0 0 0k mT g T g  при  m . 

Лемма 6. Пусть пара  , kT T  определена формулами (25) и (28), а n  — произвольное 
натуральное число. Тогда последовательность операторов  n

kT  является nT -полной. 
Доказательство. Будем доказывать лемму по индукции. 
Пусть  1n  и 0u  — произвольный элемент из  D T . Тогда, обозначив элемент 0Tu  

через 1
0v , построим последовательность  1kv  следующим образом: 

1 1
0k kv Pv , 

где kP  — оператор метрического проектирования пространства  2 0,1L  на kU , 
1

k kv U , а подпространство kU  определено формулой (20). 
Из (22) следует, что 1 1

0kv v . 
Тогда по произвольно взятому   0  можно указать номер 0k  такой, что 


 

0

1 1
0 4kv v . 

Теперь выберем число 0m  такое, что функция  
0

1
kv t , определенная следующим об-

разом 

  
 





   
 


0 0

0

0 0 0

1

1

10, 0
2

1,
2

k m

k

k k m

t
v t

v t t
. (39) 

будет удовлетворять соотношению  

 
 

0

1 1
0 2kv v . (40) 

Из определения 
0

1
kv  следует 

0 0 0

1
k k mv U . 

Обозначим через 
0

1
ku  элемент, равный 

0

1 1
kT v , который будет непрерывен и кусочно 

линеен, то есть 
        0 0

0

1 : , 1,2, ,2k m
k i i iu a t b t i . (41) 

Из (27) и (40) будет следовать, что 

 
 

0

1
0 2ku u . (42) 
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Теперь каждый из полуинтервалов    1,i i it t  разобьем на 2p  равных частей, где 
p  — некоторое натуральное число. При этом точки деления обозначим следующим об-
разом: 

      1 0 1 2 2pi it t t t t t , 

а соответствующие интервалы через ij , где      1, , 1,2, ,2p
ij i j jt t j  и 

   
0 01
1

2j j k m pt t . 

По функции  
0ku t , определенной формулой (41), построим функцию   0 0k m pu t  

следующим образом 
       

         0 0
0 0 0 0 0

1 : , 1,2, , 2 , 1,2, ,2k m p
k m p k m p k j iju t u t u t t i j . (43) 

Из определения оператора kT  (см. (28) ) и (39), (43) следует, что 
         

0 0 0 0 0 0k m p k m p k m pu t U D T  и 
     

0 0 0 0 0

1
k m p k m p kT u v . (44) 

Так как функция  
0

1
ku t , определенная формулой (41), непрерывна, то из (43) следу-

ет, что 
  

0 0 0

1
k m p ku u  при  p . 

Таким образом, найдется номер 0p  такой, что для любого  0p p  


   
0 0 0

1

2k m p ku u . 

Тем самым для  1n  лемма доказана. 
Предположим, что лемма справедлива для    1n l  такой, что и докажем ее для 

n l . 
Из предположения индукции следует, что для произвольного элемента  0

lu D T  

найдется последовательность  kv  такая, что для любого k   1l
k kv D T   и  

  0kv Tu  (45) 

и 
  1

0
l l
k kT v T u  (46) 

Из (45) и (46) следует, что по произвольно взятому   0  найдется номер 0k  такой, 
что при  0k k   

 
 

0 0 2kv Tu  (47) 

и 

   1
0 2

l l
k kT v T u . (48) 

Обозначим через 
0ku  функцию, равную 

0

1
kT v , которая будет непрерывной и кусоч-

но-линейной, то есть  
          0

0
: , 1,2, ,2k

i i iku t a t b t i . (49) 
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Из (27) и (47) будет следовать, что 

Ĉ 
 

0 0 2ku u . (50) 

Как и в начале доказательства каждый полуинтервал i  разобьем на 2p  равных 
частей и вновь полученные полуинтервалы обозначим через ij , а затем в как в (42) 
определим кусочно-постоянную функцию 
               0

00 0
: , 1,2, ,2 , 1,2, ,2k p

k p j ijk p ku t u t u t t i j . (51) 

Из (28) и (51) будет следовать, что      0 0
k p k pu t D T  и  

 
 00 0

k pk p k pT u v . (52) 

Так как функция  0k pu t  непрерывна на отрезке  0,1 , то следую (51) 

 
 0 0

k p ku u  при  p . (53) 

Из (53) следует, что найдется 0p  такой, что для любого  0p p  

  
  0 0 2k p ku u . (54) 

Из (47), (48), (52) и (54) следует утверждение леммы. 
 
Следуя (6) метод регуляризации n -го порядка приближенного решения интеграль-

ного уравнения  первого рода заключается в сведении последнего к вариационной зада-
че 

        

           

 



   
      
    
 

     

  



21 1 1

0 0 0

1
2

, :
inf

, 0,1 , 0 0, 0 0, , 0 0

n

n

n n

d u tK s t u s ds f t dt dt
dt

u u L u u u

. (55) 

Вариационная задача (55) разрешима единственным образом. Решение этой задачи 
обозначим через  

u s . 
Конечноразностная аппроксимация вариационной задачи (54) заключается в сведе-

нии последней к ее конечноразностному аналогу 

   
 

       
   

 
22 2

1 1

1 1inf :
2 2

k k

j n n
ij i kk k

j j
K u f T u u D T , (56) 

где         : , 1,2, ,2j k
k jP f t f t i ,  ku U ,        : , 1,2, ,2k

i iu s u s i . 

Вариационная задача (56) имеет единственное решение 
u  такое, что   

 u k u  при 
 k . 

Заключение 
В статье рассмотрен метод построения последовательности конечномерных задач, 

решения которых последовательно сходятся к регуляризованному решению исходной 
некорректно поставленной задачи. Конечная размерность построенных задач позволяет 
решать их при помощи компьютера. Существенным отличием от фундаментальной ра-
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боты [1] является замена условий слабой замкнутости пары операторов исходной и ап-
проксимирующих задач на требованиеA  и nT  одновременной полноты последователь-
ностей  kA  и  n

kT , приближающих оператор исходной задачи и оператор стабилизато-
ра соответственно. Выполнимость данных условий проверить значительно легче.  

В дальнейшем полученные результаты могут быть применены при решении некор-
ректных задач, возникающих в различных отраслях науки и техники. 
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This article is a natural extension of the work by A.N. Tikhonov, where the idea of a finite-
dimensional approximation of the regularization problem was first formulated. However, the con-
ditions, offered for operators, are difficult to verify. In the present work we offer other conditions, 
which are easier to use in practice, and use it to prove the theorem of convergence of the finite-
dimensional approximation for the Tikhonov regularization method. Application of the described 
method is demonstrated by the example with the Fredholm equation of the first kind.  
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