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АСИМПТОТИКА МАГНЕТОСОПРОТИВЛЕНИЯ 

А.А. Ершов, Ю.А. Крутова 

Найдена асимптотическая формула, выражающая электрическое сопротивление кри-
сталла изотропного полупроводника в магнитном поле и подключенного с помощью малых 
контактов. Для моделирования электрического потенциала использовалось решение краевой 
задачи для эллиптического уравнения с косой производной на границе. 
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Введение 

Магнетосопротивление (магниторезистивный эффект) — это изменение электри-
ческого сопротивления материала в магнитном поле [1]. Математические модели, позво-
ляющие рассчитать магнетосопротивление, зависят от свойств материала и типа прово-
димости. Мы будем использовать математическую модель, приведенную Н.Н. Поляко-
вым в работе [2] для моделирования электрического потенциала образца изотропного 
полупроводника прямоугольной формы при протекании через него электрического тока 
в магнитном поле. В этой работе были проведены эксперименты по следующей схеме 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема эксперимента 

 
Образец прямоугольной формы вырезан параллельно кристаллографическим плос-

костям из монокристалла арсенида кадмия. По торцам образца расположены контакты 
1 и 2, через которые пропускается ток 

12I . Кроме того, весь образец помещен в магнит-

ное поле с индукцией 
zB , которое направлено перпендикулярно плоскости образца. 

Данная схема применяется в стандартной методике Ван дер Поля по измерению коэф-
фициента Холла анизотропных кристаллов и пленок прямоугольной формы. При этом 
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для моделирования электрического потенциала ),( yxφ  при постоянном токе 
12I  и в 

установившемся режиме Н.Н. Поляковым использовалось решение следующей краевой 
задачи. 
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(1) 

где x x z zR Bγ σ= , y y z zR Bγ σ= ; 12I — ток, протекающий через токовые контакты 1 и 2; 

xσ , yσ — компоненты тензора электропроводимости; a , b , d —  длина, ширина и тол-

щина образца; 2ε — ширина токовых контактов; zR — компонента тензора Холла при 

условии, что вектор плотности тока лежит в плоскости 0x y , и поперечное магнитное 

поле с индукцией zB  направлено вдоль оси 0z . 

Решение данной краевой задачи рассматривается нами в классе функций, бесконеч-
но дифференцируемых внутри области и непрерывных вплоть до границы области. В 
работе Н.Н. Полякова [2] указано, что решение данной задачи методом Фурье в ком-
плексной форме довольно громоздко (и в то же время явный вид решения не приведен), 
поэтому мы приведем другое, более простое решение. 

Отметим, что данная модель применима при достаточно слабом магнитном поле и 
малых контактах, поскольку, например, плотность тока по сечению контакта не являет-
ся равномерной, а имеет довольно сложный характер (см., например, [3]). 

Нашей задачей является отыскание асимптотики электрического сопротивления 
прямоугольного образца в магнитном поле при 0ε → .  

Также отметим, что в случае отсутствия магнитного поля задача эффективного 
вычисления электрического сопротивления образца с малыми контактами рассматрива-
лась различными методами в двумерном случае в работах [2, 4–6], в трехмерном случае 
в работах [7–10] и многих других. 

В разделе 1 рассмотрен метод Фурье для краевой задачи с косой производной, ко-
торым получено решение задачи (1). Раздел 2 содержит вычисление самого магнетосо-
противления как функционала от решения задачи и его асимптотику. В заключении 
подводятся итого проведенного исследования и обсуждаются направления будущих ра-
бот. 

 

1. Решение краевой задачи  

Решим краевую задачу (1) с помощью метода Фурье. Обозначим через y

x

σ
γ

σ
= . То-

гда 2
y xγ γ γ= . 
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Будем вначале искать решение в виде произведения ( , ) ( ) ( )x y X x Y yφ = . Подставим 

его в уравнение 

    2( ) ( ) ( ) ( ) 0X x Y y X x Y yγ′′ ′′+ =  

и разделим переменные 
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Здесь λ — некоторая неопределенная пока постоянная. Подставим ( , ) ( ) ( )x y X x Y yφ =  в 

граничные условия задачи (1): 
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Отсюда получаем, что 
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Следовательно,  
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Отсюда,  
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Аналогичными действиями получим следующую задачу Штурма—Лиувилля для :)( yY  
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(2) 

Ненулевыми решениями задачи (2) являются 

            ( ) cos , Z,n

n
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b

π = + ∈ 
 

 

где arctg( )xA γ γ= − . 

Соответственно, функции 
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Общее решение задачи (1) можно искать в виде 
          0 0( , ) ( )xx y B A x yφ γ= + + +  

  
1

cos cos .

n n
x x

b b
n n

n

n n
A e y A B e y A

b b

π π
γ γπ π∞ −

=

     + + + −        
∑  

Поскольку 2
y xγ γ γ= , sin cosxA Aγ γ= − , то 
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учитывая, что 
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где arctg( )xA γ γ= − , 0B — произвольная аддитивная постоянная. 

Отметим, что полученный ряд равномерно сходится при 0 x a≤ ≤  и 0 y b≤ ≤ , а 

каждое его слагаемое удовлетворяет уравнению из краевой задачи (1). Отсюда следует, 
что мы действительно построили решение краевой задачи (1) в классе функций  

({( , ) : 0 ,0 }) ({ , }: 0 ,0 }).С x y x a y b C x y x a y b∞ < < < < ∩ ≤ ≤ ≤ ≤  
 

2. Вычисление асимптотики магнетосопротивления 
 

Используя полученное нами решение (3), вычислим величину выделяемой мощности 
по формуле 
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Из последнего равенства легко получить выражение для электрического сопротив-
ления прямоугольной пластины в магнитном поле: 
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Заметим, что ряд (4) имеет сложную зависимость от малого параметра ε : при 
стремлении ε  к нулю он расходится как гармонический. Однако, в работах [4] и [6] ме-
тодом замены ряда на интеграл ([11, гл.2], [12, гл.4, §11]) уже была получена полная 
асимптотика суммы следующего ряда при 0µ → : 
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Таким образом, 
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Заключение 
В статье рассмотрены сложности моделирования магниторезистивного эффекта. 

Решение приведенной задачи (1) и соответствующий функционал, выражающий магне-
тосопротивление, могут быть найдены численно. Однако, в таком случае его зависи-
мость от параметров остается неясной. В данной работе мы выписали явное решение с 
помощью метода Фурье, а затем вычислили по нему электрическое сопротивление в ви-
де суммы довольно сложного ряда. Опираясь на недавно полученные результаты, нам 
удалось найти асимптотику его суммы, в результате чего получена простая асимптоти-
ческая формула, наглядно показывающая зависимость электрического сопротивления 
проводника от величины напряженности магнитного поля и сечения контактов. Исполь-
зуя данную формулу, нетрудно вычислить и величину магнетосопротивления, которая 
является изменением электрического сопротивления под воздействием магнитного поля. 
Отметим, что при увеличении напряженности магнитного поля электрическое сопротив-

ление растет из-за главного члена асимптотики 

2
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2 2
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x y

x y x yd

γ γ

επ σ σ γ γ
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 − 

 что и наблю-

дается в большинстве случаев за редким исключением так называемого отрицательного 
магнетосопротивления.  

В дальнейшем было бы интересно найти такие конфигурации проводника и контак-
тов, при которых бы магнетосопротивление было бы отрицательным, или показать, что 
такое невозможно в данной модели. 
 

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект 15-11-10018). 
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