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ЗАДАЧА АГРЕГИРОВАНИЯ ПРИ ВЫДЕЛЕНИИ 

ГРАНИЦ ОБЪЕКТОВ НА ИЗОБРАЖЕНИИ 
А.В. Мартьянова, В.Г. Лабунец 

В данной статье детально рассматриваются градиентные методы выделения границ на 
цифровых изображениях для поиска объектов: Робертса, Превитта, Собеля и Щарра. Для 
их усовершенствования применяются агрегационные операторы. В результате выполнения 
работы были разработаны алгоритмы дифференцирования изображений, алгоритмы выбора 
агрегационных операторов для поиска границ объектов, алгоритмы статистической оценки 
продифференцированных изображений. Результаты проведенных экспериментов позволили 
установить достоинства и недостатки применения градиентных методов в обработке цифро-
вых изображений. 

Ключевые слова: дифференцирование, выделение границ, агрегирование, агрегационные 

операторы, средние, статистическая оценка. 

ОБРАЗЕЦ ЦИТИРОВАНИЯ 
Мартьянова А.В., Лабунец В.Г. Задача агрегирования при выделении границ объек-

тов на изображении // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика и инфор-
матика. 2016. Т. 5, № 2. С. 5–14. DOI: 10.14529/cmse160201. 

Введение 

Важнейшей целью цифровой обработки изображений является распознавание при-
сутствующих на них объектов [1, 2]. Возможность различения заложена в высокой ин-
формативности изображения, но зачастую обрабатываемые картинки содержат много 
избыточных и малоинформативных сведений, занимающих большие объемы памяти, и 
требующих выполнения большого количества вычислений при попытке использовать их 
для распознавания. Поэтому широко применяются методы сокращения избыточности, 
опирающиеся на специфические особенности зрительного восприятия изображений. 
Считается, что субъективное восприятие наблюдаемой сцены происходит через ее пред-
ставление в виде отдельных однородных областей и выделение контурных линий. Кон-
турные, или граничные, линии разделяют на изображении участки с различными свой-
ствами. Препарат, образующийся в результате выделения контурных линий, может са-
мостоятельно эффективно использоваться для распознавания, поскольку содержащаяся 
в нем информация с точки зрения зрительного восприятия вполне достаточна для ре-
шения многих задач такого типа. 

В данной статье раздел 1 посвящен стандартному алгоритму дифференцирования 
изображения. Далее, в разделе 2, речь идет об агрегационных операторах, которые поз-
воляют усовершенствовать этот алгоритм. В разделе 3 к тестовому изображению были 
применены операторы дифференцирования Робертса, Собеля, Превитта и Щарра с ис-
пользованием агрегационных операторов. Для оценки полученных результатов была 
введена статистическая оценка, описанная в разделе 4. Полученные результаты были 
оценены визуальным и статистическим способами в выводах, приведенных в разделе 5. 
О дальнейших исследованиях говорится в заключении. 
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1. Градиентные методы выделения границ 

Рассматриваемые градиентные методы основаны на выделении краевых точек, по-
этому они малочувствительны к шумам и контрастности изображения. Они основыва-
ются на свойстве сигнала яркости — разрывности. Эффективным способом поиска раз-
рывов является обработка изображения с помощью скользящей маски — это простран-
ственная фильтрация [1]. 

В ходе данной фильтрации маска фильтра перемещается от пикселя к пикселю. В 
каждой точке (�, �) отклик фильтра вычисляется с использованием предварительно за-
данных связей. В случае линейной пространственной фильтрации маской размера 3×3 
отклик R линейной фильтрации в точке (х, у) изображения составит: 

� = �(−1,−1)�(� − 1, � − 1) + �(−1,0)�(� − 1, �) + ⋯+
�(0,0)�(�, �) + ⋯+�(1,0)�(� + 1) + �(1,1)�(� + 1, � + 1). (1) 

Для обнаружения перепадов яркости используются дискретные аналоги производ-
ных первого и второго порядков. 

Первая и вторая производная одномерной функции �(�) определяются так, как 
представлено в формулах (2) и (3). 

��
�� = �(� + 1) − �(�), (2) 

���
��� = �(� + 1) + �(� − 1) − 2�(�). (3) 

Градиент изображения �(�, �) в точке (�, �) — это вектор: 

∇� = ������ = ����������. (4) 

Рассмотренные ниже маски применяются для получения составляющих градиента G  и G!: 
� = "#�$ + #%$. (5) 

Для решения вопроса инвариантности в отношении поворота используются диаго-
нальные составляющие градиента G ! и G! , предназначенные для обнаружения разры-

вов в диагональных направлениях. 
В качестве масок для определения составляющих градиента используются анизо-

тропные фильтры, т.е. фильтры, определяющие контур только в определенных направ-
лениях: были выбраны операторы дифференцирования Робертса (6), Превитта (7), Со-
беля (8) и Щарра (9). 

#� = &−1 00 1' , #% = &1 00 −1' , #�% = &0 −11 0 ' , #%� = & 0 1−1 0'.		 (6) 

#� = )−1 0 1−1 0 1−1 0 1* , #% = )−1 −1 −10 0 01 1 1 * , #�% = )−1 −1 0−1 0 10 1 1* , #%� = )1 1 01 0 −10 −1 −1*.		 (7) 

#� = )−1 0 1−2 0 2−1 0 1* , #% = )−1 −2 −10 0 01 2 1 * , 	#�% = )−2 −1 0−1 0 10 1 2* , 	#%� = )2 1 01 0 −10 −1 −2*.		 (8) 
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#� = ) −3 0 3−10 0 10−3 0 3 *,			#% = )−3 −10 −30 0 03 10 3 * , #�% = )−10 −3 0−3 0 30 3 10* , 	#%� = )10 3 03 0 −30 −3 −10*.		(9) 

 

После определения четырех составляющих градиента G , G!, G ! и G!  возникает 

проблема его определения. Кроме того, стоит отметить, что обрабатываемые изображе-
ния содержат 3, как у цветного RGB–изображения, и более каналов, как у гиперспек-
тральных изображений, т.е. получается минимум 12 составляющих градиента: G ,, G -, G ., G!,, G!-, G!., G !,, G !-, G !., G! ,, G! -, G! .. Возникает вопрос: применять фор-

мулу (5) или же найти другой способ определения градиента? 

2. Агрегационные операторы 

Определение 1. Объединение частей математических выражений, в данном случае 

составляющих градиента, в результате которого вся конструкция выступает в качестве 
единого аргумента. т.е. градиента, называется агрегацией.  

В настоящее время развиваются различные методы агрегирования данных: от поис-
ка средних арифметических до комбинирования огромных объемов информации. 

Математически проблема агрегации состоит в соединении -рядов объектов, принад-
лежащих одному набору, в отдельные объекты этого же набора. Информационными ме-
тодами объединения данных являются агрегационные операторы.  

Определение 2. Агрегационный оператор — это функция, которая назначает дей-

ствительное число � -ряду (�/, �$, … , �1) действительных чисел [5]: 

 		� = 233453(�/, �$, … , �1).		 (10) 

Несколько авторов предложили ряд фундаментальных условий, определяющих аг-
регационные операторы, многие из которых несовместимы, но существуют условия, ко-
торые являются действующими для всех предложенных определений агрегационного 
оператора и называются базовыми, все остальные свойства дополняют эти фундамен-
тальные свойства 

Таким образом, агрегационный оператор должен удовлетворять следующим услови-
ям: 

а) условию идентичности 233453(�) = �; 
б) граничным условиям 233453(0,0,… ,0) = 0		и		233453(255,255,… ,255) = 255; 
в) условию монотонности 233453(�/, �$, … , �8) 	≤ 233453(�/, �$, … , �8), если (�/, �$, … , �8) 	≤ (�/, �$, … , �8). 
Самыми распространенными агрегационными операторами являются средние. По-

этому в данной работе были рассмотрены такие, как взвешенное среднее, степенное 
среднее, максимум и медиана.  

Самый простой и самый распространенный способ агрегации состоит в том, чтобы 
использовать простое среднее арифметическое. Математически оно описывается так: 

233453(�/, �$, … , �8) = :5;<(�/, �$, … , �8) = /
8∑ �>8>?/ . (11) 

Этот оператор интересен тем, что он определяет объединенное значение, которое 
меньше самого большого аргумента и больше наименьшего. В результате получается 
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агрегат — «среднее значение». Среднее значение используется часто, т.к. оно удовле-
творяет условию монотонности, непрерывности и граничным условиям. 

Существует также классическое уточнение — взвешенное среднее, которое позволя-
ет придавать веса аргументам. Математически этот агрегационный оператор может 
быть записан: 

 	233453@A,@�,…,@B(�/, �$, … , �8) = :5;<@A,@�,…,@B(�/, �$, … , �8) = /∑ @CBCDA ∑ �>�>8>?/ . (12) 

Степенные средние — частный случай квазисредних арифметических, которые было 
изучено подробно Колмогоровым [7] и Ацелем в [4, 6]. Математически этот агрегацион-
ный оператор может быть записан: 

	233453E(�/, �$, … , �8) = :5;<E(�/, �$, … , �8) = "/
8∑ �>E8>?/F . (13) 

Минимум и максимум — основные агрегационные операторы. Минимум дает 
наименьшее значение набора, в то время как максимум дает самое большое. Они не да-
ют «среднего значения», но, в контексте принятия решения по поиску границ оператор 
минимум определяет минимальный перепад яркости, в это время максимум определяет 
наибольший. В связи с этим в качестве исследуемого выбран только оператор макси-
мум, выделяющий наибольшие перепады. Как агрегационные операторы, минимум и 
максимум удовлетворяют базовым условиям (условию идентичности и монотонности, а 
также граничным условиям). Математически агрегационный оператор максимум описы-
вается следующим образом: 

	233453GH(�/, �$, … , �8) = :5;<GH(�/, �$, … , �8) = I;�(�/, �$, … , �8). (14) 

Другой оператор, который преследует идею «среднего значения», — это медиана. Ее 
значение определяется срединным элементом из упорядоченного ряда уровней яркости 
от 0 до 255. Математически этот агрегационный оператор может быть записан: 

	233453JKL(�/, �$, … , �8) = :5M(�/, �$, … , �8). (15) 

3. Выделение границ с применением агрегационных      
операторов  

Для тестового изображения (рис. 1) были применены операторы дифференцирова-
ния (Робертса, Превитта, Собеля и Щарра), при этом градиент был определен как стан-
дартным образом, так и с помощью описанных выше агрегационных операторов.  

 

Рис. 1. Тестовое изображение 
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В результате были получены изображения, представленные в табл. 1.  

4. Статистический анализ продифференцированных     
изображений  

В задаче обработки изображений последние зачастую интерпретируются как слу-
чайные процессы двух переменных, т.е. как случайные поля [3]. Следствием этого явля-
ется возможность применения статистических методов обработки информации для 
оценки качества изображений. 

Для каждого из полученных изображений были определены математическое ожида-
ние, дисперсия и избыточность (относительная энтропия). 

Математическое ожидание или начальный момент изображения 2>N размером O> × ON 
элементов представляет собой средний уровень яркости и рассчитывается следующим 
образом: 

: = /
1C∙1R∑ ∑ 2>N1RN?/1C>?/ . (16) 

Дисперсия изображения ― это мера отклонения от средней яркости, мера ее рассея-
ния, которая вычисляется следующим образом: 

S$ = /
1C∙1R∑ ∑ 2>N$1RN?/ −:$,1C>?/  (17) 

T = √S$  — центральный момент или среднеквадратическое отклонение (СКО). 
Важность расчета относительной (перекрестной) энтропии или избыточности обу-

словлена тем, что ее минимизация используется для оценки вероятностей редких собы-
тий, т.е. контуров на изображении. Для ее расчета используется уровень энтропии: 

V = −∑ W> log$ W>> , (18) 

где W> = [\] = �>^ — вероятность, с которой случайная величина ] принимает значение �>.  
Энтропия при нормальном законе распределения: 

V_ = log$(ℎab� − ℎa>8 + 1), (19) 

где ℎab� и ℎa>8 — максимальное и минимальное значения яркости изображения. 
Относительная энтропия показывает степень близости закона распределения к рав-

номерному: 

c = 1 − V V_d . (20) 

В результате расчетов по формулам (16) – (20) были получены значения, представ-
ленные в табл. 2. 
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Таблица 1 
Результаты дифференцирования 

Способ  

определения 
градиента 

Оператор дифференцирования 

Робертса Превитта Собеля Щарра 

«Стандартный 
алгоритм»,  
по двум           
составляющим 

  

По (12)           
составляющим 
с помощью   
агрегационного 
оператора :5;< 

  

По (12)          
составляющим 
с помощью   
агрегационного 
оператора  :5;<E(W=3) 

  

По (12)          
составляющим 
с помощью   
агрегационного 
оператора   I;� 

  

По (12)          
составляющим 
с помощью   
агрегационного 
оператора    :5M 
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Выводы 

Применение агрегационных операторов в задаче выделения границ позволяет в пол-
ной мере оценить работу градиентных методов. Применение максимума при поиске гра-
диента позволяет маске Робертса выделить максимальное количество границ, а агрегат 
медиана позволяет высокоядерной маске Щарра выделить наименьшее их количество. 
Операторы степенного среднего и взвешенного среднего применительно к маскам Пре-
витта и Собеля позволяют наилучшим образом определить границы лица. Явно выра-
жены глаза, нос и рот, чего нельзя сказать о двух предыдущих. 
В итоге можно заключить, что оператор Робертса при визуальной оценке выделяет 
сравнительно небольшое количество границ, что обуславливается отсутствием четко вы-
раженного центрального элемента маски. Применение агрегационных операторов не 
позволило данному оператору выделить визуально достаточное число границ. При ста-
тистической оценке данный оператор имеет очень низкий уровень средней яркости и не-
высокое СКО, таким образом, изображение кажется затененным, практически черным, 
на котором видно небольшое количество границ, а наличие высокой избыточности гово-
рит о низкой вероятности редких событий, т.е. контуров. Операторы Превитта и Собеля 
визуально практически не отличаются, выделяют достаточное количество границ, про-
слеживается замкнутый контур. Для них целесообразно применение агрегата максимум. 
По статистическим оценкам видно, что при среднем уровне математического ожидания 
и СКО выделяется достаточно большое количество границ, а низкая избыточность, в 
особенности у оператора Собеля, говорит о большом количестве контурных линий. Опе-
ратор Щарра ввиду сравнительно больших коэффициентов ядра выделяет излишнее ко-
личество границ, которые сливаются между собой. Высокая избыточность здесь говорит 
об излишнем количестве выделенных границ. В тоже время оператор Щарра может 
быть использован в качестве эффективного метода выделения границ с применением 
агрегационного оператора медиана, который снижает толщину границ, не теряя послед-
них. По статистическим характеристикам можно судить, что при высоком математиче-
ском ожидании и СКО изображение содержит очень большое количество границ, изоб-
ражение кажется засвеченным. 

Таким образом, высокий уровень избыточности продифференцированного изобра-
жения говорит либо о недостаточном, либо об избыточном количестве границ. Уровни 
же математического ожидания и СКО для оптимального выделения границ тестового 
изображения должны быть средними: 40–80 для математического ожидания и 45–80 для 
дисперсии.  

Агрегационные операторы могут применяться при решении довольно широкого 
спектра задач, т.к. они позволяют уменьшить количество информации и при этом 
улучшить ее качество. В вопросе поиска градиента при обработке цветных и гиперспек-
тральных изображений их применение целесообразно ввиду их эффективности и алго-
ритмической простоты, что было подтверждено как визуально, так и статистически. 
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Таблица 2 
Статистические результаты 

Способ  

определения 
градиента 

Оператор дифференцирования 

Робертса Превитта Собеля Щарра 

«Стандартный 
алгоритм»,  
по двум           
составляющим 

М = 17 
σ = 37,2 
D = 0,40 

М = 50 
σ = 62,8 
D = 0,17 

М = 64 
σ = 72,8 
D = 0,15 

М = 148 
σ = 88,0 
D = 0,26 

По 12          
составляющим 
с помощью     
агрегационного 
оператора 
взвешенное 
среднее 

М = 12 
σ = 34,8 
D = 0,74 

М = 32 
σ = 48,5 
D = 0,23 

М = 45 
σ = 58,9 
D = 0,18 

М = 122 
σ = 90,1 
D = 0,20 

По 12          
составляющим 
с помощью     
агрегационного 
оператора   
степенное   
среднее      
(степень 3) 

М = 14 
σ = 35,5 
D = 0,71 

М = 41 
σ = 55,4 
D = 0,20 

М = 55 
σ = 66,6 
D = 0,15 

М = 141 
σ = 89,3 
D = 0,25 

По 12          
составляющим 
с помощью   
агрегационного 
оператора    
максимум 

М = 21 
σ =  38,3 
D = 0,33 

М = 62 
σ = 69,6 
D = 0,14 

М = 79 
σ = 79,1 
D = 0,13 

М = 171 
σ = 82,0 
D = 0,33 

По 12          
составляющим 
с    помощью     
агрегационного 
оператора    
медиана 

М = 9 
σ = 34,4 
D =0,93 

М = 23 
σ = 44,0 
D = 0,50 

М = 31 
σ = 51,8 
D = 0,32 

М = 87 
σ = 89,8 
D =0,17 

Заключение 

В данной статье были исследованы агрегационные операторы применительно к за-
даче дифференцирования цветных и гиперспектральных изображений. Поиск градиента 
для таких изображений затруднителен ввиду большого числа составляющих. Для каж-
дого из операторов дифференцирования были применены 4 метода агрегации. В итоге 
были получены результаты визуально и статистически эффективнее нежели с помощью 
стандартных алгоритмов. 
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В дальнейшем планируется рассмотреть другие агрегационные операторы (степен-
ное среднее, средние по Колмогорову и Лемеру и т.д.) для дифференцирования цветных 
и гиперспектральных изображений. 
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