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Для исследования неметаллических включений — вредных примесей, образовавшихся в процессе вы-

плавки и кристаллизации стали, из образца исследуемого металла готовят полированный микрошлиф и рас-

сматривают в микроскоп срезы включений плоскостью микрошлифа. При этом обычно делят возможные 

размеры срезов на интервалы и подсчитывают, сколько срезов включений попало в каждый интервал. В 

принципе, зависимость числа срезов от размера должна быть монотонно убывающей функцией. Однако ис-

следователь может столкнуться со случаем, когда эта зависимость не выполняется. Например, в некоторые 

диапазоны размеров вообще не попало никаких срезов (хотя в более старших диапазонах срезы есть). Если к 

таким данным применить известные методики определения числа и размеров включений (давших эти срезы), 

то в некоторых диапазонах получатся отрицательные значения. Такое может произойти, когда включений 

мало и реализовался случай среза, далекий от наиболее вероятного. В работе предлагается методика, позво-

ляющая, несмотря на это, пусть с некоторой погрешностью, рассчитать истинные количества и размеры не-

металлических включений в объеме исследуемого металла. Применен численный метод условной оптимизации 

функции отклонений истинных количеств срезов включений от теоретического распределения. 
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Введение 

В процессе выплавки сталь загрязняется продуктами протекающих в ней химических 

реакций и внешними примесями. Эти загрязнения, представляющие собой микрочастицы 

размером от 0,1 до 100 мкм, являются неметаллическими включениями в стали. Они, во 

многом, определяют качество готовой стали [1–4]. 

В работе [5] был предложен метод определения распределения включений по разме-

рам на основе распределения их срезов плоскостью шлифа. Метод заключается в следу-

ющем. Из образца металла готовят полированный микрошлиф и, с помощью микроскопа, 

определяют распределение по размерам срезов попавших в сечение включений следую-

щим образом. Возможные размеры радиусов срезов включений делят на M интервалов:

       1 1 2 2 3 10, , , , , ,..., ,M Mr r r r r r r  и подсчитывают числа срезов, попавших в каждый раз-

мерный интервал. Для повышения точности, шлиф несколько раз перетачивают и снова 

определяют количества срезов, попавших в каждый размерный интервал. Пусть, таким 

образом, было просмотрено L шлифов с площадями S1,...,SL соответственно и получены 
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количества  , 1,..., ; 1,...,l iy l L i M   срезов, попадающих в i -ый размерный интервал 

 1,i ir r  при обследовании  шлифа с номером l  с площадью
lS . 

Считая, что плотность истинного (неизвестного) распределения включений по разме-

рам постоянна на каждом таком интервале, в [5] получили оценку математического ожи-

дания ,

e

l i  числа срезов включений, попадающих в i -ый размерный интервал на шлифе 

с номером l , в виде  

 ,

e e

l i l iS   ,  (1) 

где 
e

i  имеет смысл оценки математического ожидания числа срезов из i -го размерного 

диапазона на единичной площади и определяется по формуле 

 
1

, 1,...,
M

e e

i ij j

j

N j M 


   .  (2) 

Здесь 
e

jN  — оценка истинной функции распределения включений по размерам на j -ом 

размерном интервале (неизвестная величина), ij  — коэффициент определяющий долю 

включений из j -го размерного интервала включений, образующих срезы, попадающих в 

i -ый размерный интервал срезов. Для сферических включений они находятся по форму-

лам [5]: 
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Рассматривается функция (5) отклонений истинных количеств срезов включений от 

определяемых по теоретическому распределению 

 
 

2

,

1 1

eL M
l i l i

e
l i l i

y S
F

S



 

 
 
 
 

    (5) 

и осуществляется поиск значений 
e

jN  (входящих в 
e

i ), обеспечивающих минимум функ-

ции F.  

Для этого функцию F преобразовали к виду [5] 
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где 
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Далее производные функции (6) по 
e

i   приравнивали нулю и находили решение 

полученной системы уравнений. Оно оказалось равным 

, 1,..., .e

j jy j M     (8) 

Найдя 1 ,...,e e

M  , находили соответствующие значения 1 ,...,e e

MN N . Для этого вводили 

матрицы  
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 , (9) 

решали систему уравнений 

 
e eN   , (10) 

и получали решение 

 
1e eN      (11) 

Статья организована следующим образом. В разделе 1 выявлены причины возникно-

вения такой ситуации, когда обычные методы дают явно неверные результаты. В разделе 

2 приведен алгоритм вычислений, основанный на численных методах условной оптимиза-

ции. В разделе 3 приведены исходная таблица распределения срезов включений и таблица 

распределения включений, рассчитываемая по приведенному алгоритму. В заключении 

обсуждаются полученные результаты. 

1. Случай недопустимого решения 

Может случиться, что полученные по изложенной выше методике значения некото-

рых оценок 
e

jN  окажутся отрицательными. Что это значит?  
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Методика, которой мы воспользовались в [5], основана, в частности, на принципе 

максимального правдоподобия, который предполагает, что в эксперименте реализовалась 

наиболее вероятная ситуация.  

При исследовании шлифов мы можем столкнуться и с мало вероятным случаями 

распределения срезов включений. Например, может оказаться, что в какой-то размерный 

диапазон срезов вообще не попало ни одно включение, хотя это и мало вероятно, если 

есть включения больших размеров. 

В этом случае наиболее правильно было бы повторить наблюдения, сделав и иссле-

довав новые шлифы из данного образца. 

Для случая, когда, в силу каких-либо причин, сделать это затруднительно или невоз-

можно, для полного использования информации, полученной из имеющихся шлифов, 

нами разработан следующий алгоритм. 

2. Алгоритм расчета 

Пусть по алгоритму, изложенному в [5], найдены минимальное значение minF  оста-

точной дисперсии при значениях  1 ,...,e e

MN N , некоторые из которых являются отрица-

тельными. 

Шаг 1. Определяем исходную допустимую точку: вектор  1 ,...,k k k

MN N N , где 
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Шаг 2. Поиск следующей точки. 
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2.1.4. Обнуляем координаты градиента, которые могут вывести из области 

допустимых значений: если 0k

jN   и координата 

   0k

kj
j

F
gradF N

N


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, принимаем    0k

j
gradF N  . 

2.1.5. Находим модуль градиента функции  kF N : 
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   
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2.1.6. Находим орт градиента: 
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2.2. Находим шаг h . 
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2.3. Находим новую точку  1 1 1
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2.5. Если 
1k kF F  , то устанавливаем 

2

h
h   и переходим к п. 2.3. 

Шаг 3. Если  1max k k

j j
j

N N    , переопределяем 
1 1,k k k kN N F F    и пе-

реходим к шагу 2. 

Шаг 4. Находим количество включений в единице объема в каждом размерном ин-

тервале: 

 

 
k

i i iN N r   , 

где ir  — длина i -го размерного интервала  1i i ir r r   . 

Шаг 5. СТОП. 

3. Пример расчета 

Ниже приведен пример расчета исходных данных, указанных в табл. 1. 

Метод обработки информации, получаемой при обследовании микрошлифа...

24 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



Таблица 1 

Исходные данные для расчета 

№ 

шлифа 

Обследован-

ная площадь, 

мм
2
 

Верхние границы диапазонов размеров 

включений, мкм 

1 2 3 5 7 10 15 20 

1 100 67 66 23 10 11 9 6 4 

2 100 82 75 22 13 1 5 5 3 

3 100 76 49 12 20 9 7 4 0 

 

Расчеты по приведенному алгоритму, дают результаты, приведенные в табл. 2. 

Таблица 2 

Наиболее вероятные значения истинных количеств включений 

 

Колич., 

мм
3
 

Верхние границы диапазонов размеров включений, мкм 

1 2 3 5 7 10 15 20 

1025,30 493,66 103,28 39,76 15,57 11,40 4,37 3,37 

Заключение 

Теоретически, зависимость числа срезов включений от их размера должна быть мо-

нотонно убывающей функцией. Это связано с тем, что каждое включение может дать 

срезы всех размеров: от размера своего диаметра до нуля. В срезы большого размера свой 

вклад вносят только большие включения, а в срезы меньших размеров — они и еще более 

мелкие частицы с диаметром не меньше данного. Чем меньшим размерам соответствует 

данный диапазон, тем большее число включений вносят в него свой вклад. Поэтому функ-

ция распределения срезов включений по размерам должна быть монотонно убывающей. 

Если включений много, то наблюдаемая на шлифе картина распределения срезов вклю-

чений обязана подчиняться этому правилу. Однако если включений мало, то может ока-

заться, что ни одно включение не было срезано так, чтобы срез имел диаметр, соответ-

ствующий данному размерному диапазону. 

Если к таким данным применить известные методики определения числа и размеров 

включений (давших эти срезы), то в некоторых диапазонах получатся отрицательные ко-

личества включений.  

Конечно, лучше всего в этом случае переточить образец, сделать новые шлифы, уве-

личить площадь наблюдения и заново провести все расчеты. Но это не всегда возможно. 

Нами предложен новый метод расчета распределения включений по размерам на ос-

нове информации о количествах и размерах срезов включений плоскостью шлифа, при-

годный даже для таких случаев. 

Хотя метод и был разработан для включений сферической формы, он может быть 

обобщен на частицы в виде эллипсоидов и прямоугольных параллелепипедов. 

Получение исходных данных и расчеты могут быть легко реализованы на современ-

ных микроскопах, обладающих мощными визуальными и вычислительными средствами. 
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To study nonmetallic inclusions — harmful impurities formed during melting and crystallization of steel, a 

polished section plain is prepared from the sample of the metal being studied. The sections of the inclusions by the 

section plain are examined by a microscope. The possible sizes of the inclusion sections are divided into intervals 

and the number of the inclusion sections falls into each such interval is calculated. The dependence of the number 

of the inclusion sections on the size must be a monotonically decreasing function. However, the researcher may 

encounter a case where this is not performed. For example, in some size ranges, there are no sections at all (although 

there are sections in the higher ranges). If such data are applied known techniques for determining the numbers and 

sizes of inclusions (which formed these sections), then in some ranges negative amounts of inclusions will be obtained. 

This can happen when the numbers of the inclusions are small and the unlikely case of a cut is realized. In this 

paper, a technique is proposed that allows, despite this, with some error, to estimate the true quantities and the 

sizes of the nonmetallic inclusions in the metal volume. A numerical method of conditional optimization is applied. 

Keywords: information processing, crystallography, nonmetallic inclusions, stereology, optimization. 
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