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ОБ ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ В ТОЧКЕ 

ПРИ РЕШЕНИИ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ 

В.П. Танана, Т.С. Камалтдинова 

Предложен новый подход к оценке погрешности нелинейного метода проекционной регу-

ляризации в точке при решении некорректных задач. Приведено сравнение этой погрешности 

на множестве. 

Ключевые слова: некорректная задача, метод проекционной регуляризации, оценка по-

грешности, модуль непрерывности, гильбертово пространство. 

 

Введение 

При оценке погрешности методов решения некорректно поставленных задач прихо-

дится сталкиваться с трудностью, связанной с неопределенностью точного решения. Вы-

ход из этого положения заключается в том, что дополнительно вводится класс коррект-

ности и предполагается, что точное решение задачи принадлежит этому классу. Затем 

(см. [1]) оценка погрешности определяется на этом классе. Естественно, что при таком 

подходе, для получения оценки, из класса корректности выбирается «худший» элемент. 

Этот подход приводит к тому, что реальная погрешность оказывается меньше теоретиче-

ской. 

В настоящей работе, при условии кусочной гладкости точного решения, сделана по-

пытка сравнить оценку погрешности в точке с оценкой на классе. Для этой цели исполь-

зован нелинейный метод проекционной регуляризации [2]. 

1. Постановка задачи 

Пусть ( )
2

,L −∞ ∞  - комплексное пространство, а ( )
2

,Z L⊂ −∞ ∞ . Элемент ( )u x Z∈  то-

гда и только тогда, когда 

 ( ) ( ) ( )

1

,

n

i

i

u x x xϕ ψ

=

= +∑   

где 

 ( )
( )

2 2

,

0,

i i i

i

i

a x x x x

x

x x

ϕ

 − ≤
= 

>


,  

( ) ( )0,
i i

a и x a x x иψ ψ> − =  

 ( ) ( )

3

2

2
, .x Wψ ∈ −∞ ∞   

Рассмотрим линейные, неограниченные, замкнутые операторы T и G  с областями 

определения ( ) ( ) ( )
2

,D T и D G L⊂ −∞ ∞  и множествами значений 

( ) ( ) ( )
2

,R T и R G L⊂ −∞ ∞  такие, что 

 ( ) ( ) ( )
2

,R T D G L= −∞ ∞I ,  

где ( ) ( )R T D GI  - замыкание множества ( ) ( )R T D GI .  

Поставим задачу вычисления значения 
0

Tf  оператора T  в точке ( )
0

f D T∈  

 .Tf u=  (1) 
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Предположим, что при 
0

f f=  элемент 
0 0

u Tf=  принадлежит множеству Z , но точное 

значение 
0

f  нам не известно, а вместо него даны ( )
2

,f L
δ
∈ −∞ ∞  и 0δ >  такие, что 

 
0

.f f
δ

δ− ≤  (2) 

Требуется, используя априорную информацию f
δ

 и δ , определить приближенное 

значение ( )
2

,u L
δ
∈ −∞ ∞  задачи (1), (2) и оценить уклонение 

0
.u u

δ
−  

2. Основные понятия 

Определение 1. Семейство { }
0

: 0T
δ

δ δ< ≤  операторов T
δ

, непрерывно отображаю-

щих ( )
2

,L −∞ ∞  в себя, будем называть методом решения задачи (5), (6), если для любого 

0

u Z∈   

 ( ){ }
1

0 2 0

sup : , , 0 0

f

T f u f L f T u при

δ

δ δ δ δ
δ δ

−

− ∈ −∞ ∞ − ≤ → → .  

Введем оценку погрешности ( )
0

,u
δ

δΔ  метода { }
0

: 0T
δ

δ δ< ≤  в точке 
0

u Z∈  

 ( ) ( ){ }
1

0 0 2 0
, sup : , ,

f

u T f u f L f T u

δ

δ δ δ δ δ
δ δ

−

Δ = − ∈ −∞ ∞ − ≤ .  

Обозначим через 
r

M  множество, определяемое формулой 

 ( ) ( ){ }: ,
r

M u u R T D G Gu r= ∈ ≤I .  

На нем определим модуль непрерывности ( ),rω τ  (см. [1]), формулой 

 ( ) ( ){ }
1

, sup : , ; , 0
r

f

r Tf f T M f rω τ τ τ

−

= ∈ ≤ > , (3) 

а также оценку погрешности ( ),
r

M
δ

δΔ  метода { }
0

: 0T
δ

δ δ< ≤  на множестве 
r

M  

 ( ) ( ){ }
0,

1

0 0 2 0
, sup : , , ,

r r

u f

M T f u u M f L f T u

δ

δ δ δ δ δ
δ δ

−

Δ = − ∈ ∈ −∞ ∞ − ≤ .  

Известно, что для любого метода { }
0

: 0T
δ

δ δ< ≤  справедлива оценка 

 ( ) ( )
0

, , ; 0
r

M r
δ

δ ω δ δ δΔ ≥ < ≤ . (4) 

3. Нелинейный метод проекционной регуляризации 

Для решения задачи (1), (2) перейдем от функций ( )u x  и ( )f x  к Фурье-образам 

( ) ( )û F u xξ =  
 

 и ( ) ( )
ˆ
f F f xξ =  

 
, где F  – преобразование Фурье в ( )

2

,L −∞ ∞ . 

При этом переходе операторы T  и G  перейдут в операторы ˆ
T  и ˆ

G , действующие в 

пространстве ( )
2

,L −∞ ∞  и определяемые действительными функциями ( )t ξ  и ( )g ξ . 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

;Tf t f f D Tξ ξ ξ ξ= ∈   
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ξ ξ ξ ξ
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= ∈

= ∈ −∞ ∞ ∈ −∞ ∞

  

При этом множество 
r

M  перейдет в [ ]
ˆ

r r

M F M= , определяемое 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ: , .
r

M u u R T D G Gu rξ ξ ξ= ∈ ≤I   

На ˆ

r

M , аналогично (3), определим модуль непрерывности ( )ˆ ,rω τ  формулой 
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 ( ) ( ){ }
1

ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ , sup : , .
r

f

r Tf f T M fω τ τ

−

= ∈ ≤   

Из теоремы Планшереля следует, что задача (1), (2) перейдет в метрически эквива-

лентную задачу 

 
ˆˆ

ˆTf u= . (5) 

Предположим, что при 
0

ˆ ˆ
f f=  элемент 

0 0

ˆˆ
û Tf=  принадлежит множеству [ ]

ˆ
Z F Z= , но 

вместо 
0

ˆ
f  нам известны ( )

2

ˆ
,f L

δ

∈ −∞ ∞  и 0δ >  такие, что 

 
0

ˆ ˆ
f f
δ

δ− ≤ . (6) 

В дальнейшем предположим, что функции ( )t ξ  и ( )g ξ  непрерывные, четные, поло-

жительные и строго возрастающие на [ )0,∞ . Кроме того, ( )t ξ →∞  и ( )g ξ →∞  при ξ →∞

. 

Нелинейный метод проекционной регуляризации [2] зададим семейством 

{ }0
ˆ
: 0T

δ

δ δ< ≤  операторов ˆ
T
δ

, непрерывно отображающих ( )
2

,L −∞ ∞  в себя и определяе-

мых формулами 
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δ

ξ ξ δ

ξ
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
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
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α
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, а ( )
ˆ

ˆ ,f
δ

α δ  определяется уравнением 

 ( )

2

2ˆ
9 .f d

δ

α

ξ ξ δ

∞

=∫   

Таким образом, приближенное решение ( )û
δ
ξ  задачи (5), (6) определим формулой 

 ( ) ( )
ˆˆ

û T f
δ δ δ

ξ ξ= .  

4. Оценка погрешности 
0

ˆ ˆu u
δ

−  

Лемма 1. Если 
1

ˆ ˆ

r

n

Z nM

∞

=

⊂U , а функция 
( )

2

4

1

g ξ

ξ+

 убывает на [ )0,∞ , то 

 

( )
2

4

0

.

1

g

d

ξ

ξ

ξ

∞

< ∞

+

∫   

Теорема 1. Предположим, что выполнены условия леммы 1, 
0

ˆ ˆ
ˆ

r

u Z M∈ I  и для лю-

бого 0k >  найдутся числа , 0
k k k

d d и ξ′ >  такие, что для любого ξ , удовлетворяющего усло-

вию 
k

ξ ξ> справедливы соотношения 

 

( )

( )

.

k k

g

d d

g k

ξ

ξ

′≤ ≤   

Тогда 
( )

( )

0

ˆ ,

0

ˆ ,

u

r

δ

δ

ω δ

Δ

→  при 0δ → . 

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда 

( )

( )

0

ˆ ,

0 0

ˆ
,

r

u

при

M

δ

δ

δ

δ

δ

Δ

→ →

Δ
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5. Решение обратной задачи Коши для уравнения 

теплопроводности 

Рассмотрим уравнение 

 

( ) ( )
( ]

2

0 0
2

, ,

; , 0, , 0

u x t u x t

x t t t

t x

∂ ∂

= − ∞ < < ∞ ∈ >

∂ ∂

, (7) 

где ( ) ( ) [ ]{ } ( ) ( ]{ }
2,1

0 0
, , 0, , 0,u x t C t C t∈ −∞ ∞ × −∞ ∞ ×I  для любого ( ]

0

0, ,tt∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

, , , , , , ,

x xx

u x t u x t u x t L L′ ′′ ∈ −∞ ∞ −∞ ∞I  и существует ( ) ( )
1

,x Lχ ∈ −∞ ∞  такая, что 

почти для любого ( ]
0

0,t t∈  

 ( )

( )

( ) ( )

,

, , , .

u x t

u x t x x

t

χ

∂

+ ≤ ∈ −∞ ∞

∂

  

Пусть нам дано распределение ( ) ( ) ( )
2 1

, ,x L Lϕ ∈ −∞ ∞ −∞ ∞I  в момент времени 
0
t   

 ( ) ( )
0

, ; ,u x t x xϕ= −∞ < <∞  (8) 

а начальное распределение ( )
0

u x  

 ( ) ( )
0

,0 ;u x u x x= −∞ < <∞  (9) 

требуется определить. 

Предположим, что при ( )
0

xϕ ϕ=  существует ( )
0

u x Z∈ , такое, что решение задачи (7), 

(9) удовлетворяет условию ( ) ( )
0 0

,u x t xϕ= , но точное значение ( )
0

xϕ  нам не известно, а 

вместо него даны некоторое приближение ( ) ( ) ( )
2 1

, ,x L L
δ

ϕ ∈ −∞ ∞ −∞ ∞I  и 0δ >  такие, что 

 ( ) ( )
2

0

.

L

x x
δ

ϕ ϕ δ− ≤  (10) 

Требуется, используя исходные данные ( ),

δ
ϕ δ  задачи (7), (8), (10), определить при-

ближенное решение ( ) ( )
2

,u x L
δ

∈ −∞ ∞  и оценить величину ( ) ( )
2

0
L

u x u x
δ

− . 

Применив к задаче (7), (8), (10) преобразование Фурье F , сведем ее к задаче вычис-

ления значений неограниченного оператора ˆT  

 ( ) ( ) ( )

2

0ˆ
ˆ ˆ ˆ .

t

T e u

λ

δ δ

ϕ λ ϕ λ λ= =  (11) 

 ( ) ( )
2

0

ˆ ˆ .

L

x x
δ

ϕ ϕ δ− ≤  (12) 

Приближенное решение ( )û
δ
λ  задачи (11), (12) определим формулой 

 ( )
( ) ( )

( )

2

0

ˆ ˆ; ,

ˆ

ˆ0; ,

t

e

u

λ

δ δ

δ

δ

ϕ λ λ α ϕ δ

λ

λ α ϕ δ

 ≤
= 

>

,  

где ( )ˆ ,
δ

α ϕ δ  удовлетворяет условию 

 ( )

( )

2
2

ˆ ,

ˆ 9d

δ

δ

α ϕ δ

ϕ λ λ δ

∞

=∫
  

Пусть [ ]
ˆ
Z F Z= , ˆ

r

M  определим формулой 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ: , ,
r

M u u R T g u rλ λ λ λ= ∈ ≤   

где ( ) ( ) ( ) ( ), , , 0,g g g C gλ λ λ= − ∈ −∞ ∞ >  строго возрастая, стремится к бесконечности. 
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( ) ( ){ }
1

ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, sup : ,
r

r T T M

ϕ

ω δ ϕ ϕ ϕ δ
−

= ∈ ≤ , 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

0 0 2 0

ˆ

ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, sup : , ,u u u L T u

δ

δ δ δ δ

ϕ

δ λ λ ϕ ϕ δ
−

Δ = − ∈ −∞ ∞ − ≤ , 

а ( ) ( ){ }
0

1

0 0 2 0

ˆˆ ,

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, sup : , , ,
r r

u

M u u u M L T u

δ

δ δ δ δ

ϕ

δ ϕ ϕ δ
−

Δ = − ∈ ∈ −∞ ∞ − ≤ . 

Теорема 3. Предположим, что 
1

ˆ ˆ

r

n

Z nM

∞

=

⊂U , 
( )

2

4

1

g λ

λ+

 убывает на [ )0,∞ , ( )
0

ˆ ˆ
ˆ

r

u Z Mλ ∈ I  

и ˆ 3
δ

ϕ δ> . 

Тогда 

 

( )

( )

0

ˆ ,

0 0

ˆ ,

u

при

r

δ

δ

δ

ω δ

Δ

→ → .  

Теорема 4. При выполнении условий теоремы 3 справедливо соотношение 

 

( )

( )

0

ˆ ,

0 0

ˆ
,

r

u

при

M

δ

δ

δ

δ

δ

Δ

→ →

Δ

.  

Заключение 

Введена оценка погрешности в точке при решении некорректных задач. Приведено 

сравнение этой погрешности с погрешностью на множестве. Другие методы решения за-

дачи (7)–(9) и ее нелинейного варианта рассмотрены, например, в работе [3]. 
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A new approach to the point-wise error estimation for the projection ill posed problems is 

suggested in the article. We compare point-wise error estimate with the error estimate on a set. 

Keywords: ill-posed problem, method of projective regularization, error estimation, module of 
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