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Рассматривается задача оценивания параметров дискретных моделей хаотических процессов по
зашумленным измерениям. Исследуется применение гарантированного подхода, что предполагает
множественное представление неопределенности о неизвестных переменных в модели (переменной
состояния, параметре и ошибках измерений). Разрабатываемый алгоритм основан на интервальном анализе
и может быть реализован в прямом и обратном времени. Результатом гарантированного оценивания
являются множественные (интервальные) оценки, которые содержат истинные значения неизвестных
переменных. Предложенный алгоритм может быть эффективно использован в сочетании с методами,
разрабатываемыми в рамках оптимизационного и динамического подходов к решению задачи оценивания.
Алгоритм гарантированного оценивания можно рассматривать как процедуру уточнения множества
возможных значений переменных целевой функции при применении метода наименьших квадратов и его
модификаций. Это позволяет уменьшить число локальных экстремумов целевой функции и сократить
время вычислений при применении алгоритмов глобальной оптимизации. Найденные множественные
оценки также могут быть использованы для проверки корректности оценок, полученных в результате
применения модификаций фильтра Калмана для нелинейных моделей. Для анализа эффективности
алгоритма исследуется зависимость результатов оценивания от числа измерений и уровня шума.
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Введение

Моделирование хаотических процессов [1, 2] имеет множество приложений в различных
областях исследований [3, 4]. Независимо от области применения центральной задачей
при этом является задача оценивания параметров модели по данным измерений [5, 6].
Результат решения задачи оценивания в дальнейшем влияет на точность алгоритмов
фильтрации, прогнозирования и управления. Работы, связанные с решением задачи
оценивания параметров моделей хаотических процессов (обширный обзор представлен в
[7]), можно разделить на две группы в зависимости от типа исследуемой модели. Основное
внимание исследователей (об этом можно судить по количеству публикаций) сосредоточено
на классе моделей, заданных в виде систем нелинейных дифференциальных уравнений

\.\bfx (t) = \bff (\bfx (t), \lambda ) , \bfx (t) \in \BbbR n.

Разрабатываемые в рамках этого направления алгоритмы не всегда могут с той же
эффективностью применяться для дискретных моделей хаотических процессов, заданных
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в виде одномерных (как правило, однопараметрических) отображений

xk = f(xk - 1, \lambda ), xk \in \BbbR . (1)

Во многом это связано с тем, что модели вида (1) описывают временные процессы, которые
по своим характеристикам близки к ошибкам измерений (эти модели также используются
в качестве генераторов шумов [2]).

В данной работе рассматривается задача оценивания параметра \lambda хаотического
отображения (1) по зашумленным измерениям

yk = xk + vk, k = 1, 2, . . . , N, (2)

где vk — ошибки измерений. В модели (1), (2) неизвестным также является начальное
условие x0, от которого неявно зависит значение переменной состояния xk в момент
времени k:

xk = fk(x0, \lambda ).

Запись fk означает выполнение k итераций отображения (1):

fk(x0, \lambda ) = f(f(f . . . f\underbrace{}  \underbrace{}  
k

(x0, \lambda ) . . .)).

Статья организована следующим образом. В разделе 1 приводится обзор методов,
разрабатываемых в рамках оптимизационного и динамического подходов к решению
рассматриваемой задачи. В разделе 2 обсуждается применение гарантированного подхода
и возможность его использования в сочетании с другими методами. В разделе 3
рассматривается алгоритм гарантированного оценивания в прямом и обратном времени.
В разделе 4 исследуется зависимость результатов оценивания от числа измерений и уровня
шума. В заключении приводятся особенности предложенного алгоритма и направления
дальнейших исследований.

1. Обзор литературы

1.1. Оптимизационный подход

Оптимизационный подход основан на решении задачи минимизации целевой функции,
которая определяет меру близости реализации модели (1) к измеряемым значениям
(2). Наиболее распространенным является применение метода наименьших квадратов
(МНК) [6], то есть минимизация целевой функции

F (x0, \lambda ) =

N\sum 

k=1

\Bigl( 
yk  - fk(x0, \lambda )

\Bigr) 2
. (3)

Основная сложность при таком подходе — многоэкстремальность целевой функции (3)
[8], которая возникает из-за сложной зависимости реализации хаотического отображения
(1) от начального условия x0 и параметра \lambda [1, 2]. Это приводит к необходимости
применения трудоемких алгоритмов глобальной оптимизации [9]. На рис. 1 показана
целевая функция (3) для примера, который будет рассмотрен в разделе вычислительных
экспериментов.

Гарантированное оценивание параметров дискретных моделей...

26 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



Рис. 1. Пример многоэкстремальной целевой функции при применении МНК

В [10] предложено использовать МНК в сочетании с итерированием в обратном времени.
Задача минимизации решается для целевой функции

F (xN , \lambda ) =

N - 1\sum 

k=0

\Bigl( 
yN - k  - f - k(xN , \lambda )

\Bigr) 2
, (4)

где запись f - k означает выполнение k итераций обратного отображения

xk = f - 1(xk+1, \lambda ). (5)

Ожидается, что целевая функция (4) имеет меньшее число локальных экстремумов, так
как при обращении времени пропадает существенная зависимость от начального условия
(в обратном времени — от значения xN в конечный момент времени). Данный прием
имеет недостаток, связанный с неоднозначностью обратного отображения (5). Кроме того,
получить обратное отображение в явном виде не всегда возможно.

Еще одной модификацией МНК является метод множественной стрельбы [6, 8], который
основан на представлении целевой функции в виде

F (xk0
, xk1

, . . . , xkm
, \lambda ) =

m\sum 

i=0

ki+1\sum 

k=ki+1

\Bigl( 
yk  - fk - ki(xki

, \lambda )
\Bigr) 2
, (6)

где xki
, i = 0, 1, . . . ,m — узловые точки. При этом k0 = 0, km+1 = N и ki < ki+1,

i = 0, 1, . . . ,m. Задача минимизации целевой функции (6) решается при ограничениях в
виде равенств:

xki+1
= fki+1 - ki(xki

, \lambda ), i = 0, 1, . . . ,m - 1.

В рамках оптимизационного подхода также разрабатываются методы, использующие
другие виды целевых функций. В [11] предлагается использовать меру близости, которая
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не зависит от начального условия, а именно близость между аттракторами хаотических
отображений. В [12] используется свойство монотонной зависимости среднего значения
реализации хаотического отображения от параметра. В алгоритме, предложенном в [13],
при вычислении целевой функции используется результат решения задачи нелинейной
фильтрации.

1.2. Динамический подход

Динамический подход основан на решении задачи оценивания расширенного вектора

состояния \~\bfx k =
\Bigl[ 
xk \lambda k

\Bigr] \mathrm{T}
нелинейной динамической системы, эквивалентной

уравнению (1):

\~\bfx k = \~\bff (\~\bfx k - 1) \leftrightarrow 
\Biggl\{ 
xk = f(xk - 1, \lambda k - 1),

\lambda k = \lambda k - 1.
(7)

Уравнение измерений (2) при этом имеет вид:

yk = \bfG \~\bfx k + vk, k = 1, 2, . . . , N, (8)

где матрица измерений \bfG = [ 1 0 ]. Для решения задачи оценивания вектора состояния \~\bfx k

используются модификации фильтра Калмана (ФК) для нелинейных моделей [8, 14].
Применение стохастических алгоритмов в рассматриваемой задаче может привести к
некорректным результатам [15], так как нелинейные свойства хаотического отображения
(1) оказывают влияние на сходимость оценок ФК [16, 17]. В частности, истинное значение
вектора состояния \~\bfx k может не принадлежать доверительному множеству (эллипсу)
(рис. 2). В терминах оптимизационного подхода это означает, что последовательность
оценок вектора состояния \~\bfx k сходится к точке локального экстремума, отличной от точки
глобального минимума.

Рис. 2. Ситуация, когда применение ФК приводит к некорректному результату
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2. Гарантированный подход

Для преодоления сложностей, возникающих при оптимизационном и динамическом
подходе, предлагается использование гарантированного подхода [18, 19], который получил
широкое применение при решении задачи идентификации нелинейных моделей [20–23].
Гарантированное оценивание основано на множественном представлении неопределенности
о неизвестных переменных в модели. Предполагается, что априорная информация о
начальном условии x0, параметре \lambda и ошибках vk представлена в виде множественных
(интервальных) оценок:

x0 \in X0 = [x0; x0] , \lambda \in \Lambda 0 =
\bigl[ 
\lambda 0; \lambda 0

\bigr] 
, vk \in Vk = [vk; vk] . (9)

Результатом гарантированного оценивания в момент времени k являются множественные
оценки Xk и \Lambda k, которые содержат истинные значения переменой состояния xk и параметра
\lambda соответственно:

xk \in Xk = [xk; xk] , \lambda \in \Lambda k =
\bigl[ 
\lambda k; \lambda k

\bigr] 
.

Применительно к модели (7), (8) результатом является последовательность множеств
Pk = Xk\times \Lambda k, которые содержат истинные значения расширенного вектора состояния \~\bfx k, то
есть истинную траекторию системы (рис. 3) [20, 21]. В теории гарантированного оценивания
множество \~Xk состояний системы (7), совместимых с измерениями (8) и априорными
ограничениями (9), называется информационным множеством [18, 24]. Для нелинейных
систем информационное множество может быть невыпуклым и несвязанным [18], а также
иметь фрактальную структуру [25]. Задача гарантированного оценивания в этом случае
состоит в построении аппроксимации информационного множества [23]. В рассматриваемой
задаче множество Pk представляет собой внешнюю оценку информационного множества
\~Xk \subseteq Pk [19, 26]. Найденные множественные оценки могут быть использованы для проверки
корректности стохастических алгоритмов. Например, в ситуации, показанной на рис. 2
точечная оценка ФК не принадлежит множеству Pk.

Рис. 3. Гарантированные оценки расширенного вектора состояния
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Результаты гарантированного оценивания могут быть использованы для уточнения
множества возможных значений переменных целевой функции при оптимизационном
подходе, что позволяет уменьшить число локальных экстремумов и сократить время
вычислений при применении алгоритмов глобальной оптимизации.

Кроме того, теоретическое обоснование применения МНК и модификаций
ФК основано на предположении о том, что ошибки измерений являются белым
гауссовским шумом с нулевым математическим ожиданием и известной дисперсией.
При гарантированном подходе не требуется выдвигать предложений о модели ошибок.
Применение алгоритма гарантированного оценивания для различных моделей ошибок
измерений рассмотрено в [27].

3. Алгоритм гарантированного оценивания

Разрабатываемый алгоритм гарантированного оценивания основан на интервальном
анализе: отображение f рассматривается как интервальное преобразование [19, 26]. В
данном разделе используются следующие обозначения:

f(X,\Lambda ) = \{ u | u = f(x, \lambda ), x \in X,\lambda \in \Lambda \} ,
f(x,\Lambda ) = \{ u | u = f(x, \lambda ), \lambda \in \Lambda \} ,
f(X,\lambda ) = \{ u | u = f(x, \lambda ), x \in X\} .

Верхние индексы «+» и « - » обозначают прямое и обратное время соответственно.
Алгоритм гарантированного оценивания в прямом времени. Пусть X+

0 , \Lambda +
0 —

априорные множественные оценки в начальный момент времени k = 0. Для k = 1, 2, . . . , N

множественные оценки X+
k , \Lambda +

k определяются в соответствии со следующими шагами
алгоритма.

Шаг 1. Построение множества Xk/k - 1 прогнозных значений переменной состояния xk
исходя из множественных оценок X+

k - 1, \Lambda 
+
k - 1 найденных на предыдущем временном шаге:

Xk/k - 1 = f(X+
k - 1,\Lambda 

+
k - 1). (10)

Шаг 2. Построение множества Yk значений переменной состояния xk, совместимых с
измерением yk, исходя из множественной оценки Vk для ошибки vk:

Yk = \{ x | x = yk  - v, v \in Vk\} =

= \{ x | yk  - vk \leq x \leq yk  - vk\} =

= [yk  - vk; yk  - vk] .

(11)

Шаг 3. Множественная оценка X+
k переменной состояния xk определяется как

пересечение множеств (10) и (11):

X+
k = Xk/k - 1 \cap Yk. (12)

Уравнения (10)–(12) аналогичны операциям построения множеств достижимости при
гарантированном оценивании вектора состояния линейных динамических систем [24].

Шаг 4. Уточнение множественной оценки \Lambda +
k \subseteq \Lambda +

k - 1 параметра \lambda :

\Lambda +
k =

\bigl\{ 
\lambda \in \Lambda +

k - 1 | f(\lambda ,X+
k - 1) \cap X+

k \not = \oslash 
\bigr\} 
. (13)
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Алгоритм гарантированного оценивания в обратном времени. Пусть в конечный
момент времени k = N множественные оценки X - 

N = X+
N , \Lambda  - 

N = \Lambda +
N . Для k = N  - 

1, N  - 2, . . . , 0 множественные оценки X - 
k , \Lambda  - 

k определяются в соответствии со следующими
шагами алгоритма.

Шаг 1. Уточнение множественной оценки X - 
k \subseteq X+

k переменной состояния xk:

X - 
k =

\bigl\{ 
x \in X+

k | f(x,\Lambda  - 
k+1) \cap X - 

k+1 \not = \oslash 
\bigr\} 
. (14)

Шаг 2. Уточнение множественной оценки \Lambda  - 
k \subseteq \Lambda  - 

k+1 параметра \lambda :

\Lambda  - 
k =

\bigl\{ 
\lambda \in \Lambda  - 

k+1 | f(\lambda ,X - 
k ) \cap X - 

k+1 \not = \oslash 
\bigr\} 
. (15)

При реализации алгоритма для конкретного отображения (1) необходимо учитывать,
что множественные оценки находятся в виде непрерывных интервалов, так как операции
(13)–(15), строго говоря, подразумевают возможность получения несвязанных множеств.
Также необходимо отметить, что эффективность рассмотренного алгоритма зависит от
того, на сколько априорные множественные оценки Vk адекватны реальным значениям
ошибок vk. Вопрос выбора множественных оценок Vk для ошибок измерений обсуждается
в [27].

4. Результаты вычислительных экспериментов

Рассматривается задача оценивания параметра \lambda квадратичного отображения [2]

xk = \lambda xk - 1(1 - xk - 1). (16)

Истинное значение параметра \lambda = 3, 8, начальное условие x0 = 0, 3, число
измерений N = 30. На рис. 4 показаны реализация xk квадратичного отображения
(16), ошибки vk и зашумленные измерения yk (2). Значения ошибок vk получены с
помощью генератора псевдослучайных чисел с нормальным распределением, нулевым
математическим ожиданием и среднеквадратическим отклонением \sigma v = 0, 05 (используется
функция randn из стандартной библиотеки Matlab). Априорные множественные оценки:

X+
0 = [0; 0, 5] , \Lambda +

0 = [3; 4] , V1 = \cdot \cdot \cdot = VN = [ - 3\sigma v; 3\sigma v] .

Результаты алгоритма гарантированного оценивания (вычислительная схема для
квадратичного отображения приводится в [28]) представлены на рис. 5, 6. После обработки
измерений в прямом и обратном времени получены следующие множественные оценки
начального условия и параметра:

X - 
0 = [0, 2570; 0, 3381] , \Lambda  - 

0 = [3, 7382; 4] .

На рис. 7 представлено сравнение множеств P+
0 = X+

0 \times \Lambda +
0 и P - 

0 = X - 
0 \times \Lambda  - 

0 , которые
представляют собой соответственно априорное и уточненное множество возможных
значений переменных целевой функции (3) при применении МНК (см. рис. 1).

Для исследования зависимости результатов от числа измерений и уровня шума
рассматривается n = 104 тестовых примеров. В рассматриваемой задаче под уровнем шума
подразумевается величина среднеквадратического отклонения \sigma v генерируемых значений
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а) реализация квадратичного отображения б) зашумленные измерения

в) ошибки измерений

Рис. 4. Временные процессы, рассматриваемые в примере

а) оценивание в прямом времени б) оценивание в обратном времени

Рис. 5. Множественные оценки переменной состояния (точками отмечены истинные
значения)

а) оценивание в прямом времени б) оценивание в обратном времени

Рис. 6. Уточнение границ множественной оценки параметра
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Рис. 7. Сравнение априорного и уточненного множеств возможных значений начального
условия и параметра

ошибок vk. На рис. 8 показана зависимость между величиной \sigma v и отношением сигнал/шум,
которое рассчитывается по формуле:

С/Ш = 20 lg
\sigma x
\sigma v
,

где \sigma x — выборочное среднеквадратическое отклонение реализации квадратичного
отображения. Для каждого тестового примера значения начального условия x0 \in 
(0; 0, 5) и параметра \lambda \in [3, 6; 4] квадратичного отображения (16) выбираются из
соответствующих интервалов возможных значений с помощью генератора псевдослучайных
чисел с равномерным распределением (используется функция rand из стандартной
библиотеки Matlab). Во всех случаях априорные множественные оценки выбираются как
в рассмотренном выше примере.

В качестве количественной характеристики эффективности алгоритма
гарантированного оценивания рассматривается отношение площадей множеств P - 

0 и
P+
0 (см. рис. 7):

\delta =

\bigl( 
x - 0  - x - 0

\bigr) \Bigl( 
\lambda 
 - 
0  - \lambda  - 0

\Bigr) 

\bigl( 
x+0  - x+0

\bigr) \Bigl( 
\lambda 
+
0  - \lambda +0

\Bigr) \times 100\%.

Величина \delta показывает, какую часть от априорной неопределенности составляет множество
возможных значений начального условия x0 и параметра \lambda , найденное в результате
применения алгоритма гарантированного оценивания. На рис. 9 показана зависимость
величины \delta от числа N измерений и среднеквадратического отклонения \sigma v ошибок
измерений. При отношении С/Ш > 15 дБ и числе измерений N > 20 размер
уточненного множества возможных значений не превышает 10% от величины априорной
неопределенности.
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Рис. 8. Зависимость отношения сигнал/шум от среднеквадратического отклонения ошибок
измерений

а) зависимость от числа измерений б) зависимость от среднеквадратического
отклонения ошибок измерений

Рис. 9. Зависимость характеристики эффективности алгоритма от параметров задачи
(в среднем для n = 104 тестовых примеров)

Заключение

При решении задачи оценивания параметров моделей хаотических процессов возникают
сложности, связанные с многоэкстремальностью целевой функции (при оптимизационном
подходе) и влиянием нелинейных свойств хаотического отображения на сходимость оценок
стохастических алгоритмов (при динамическом подходе).

Применение гарантированного подхода предполагает, что априорная информация о
неизвестных переменных представлена в виде множественных (интервальных) оценок.
Рассмотренный алгоритм гарантированного оценивания представляет собой рекуррентную
процедуру построения множественных оценок переменной состояния и параметра
хаотического отображения, которая может быть реализована в прямом и обратном времени.
Построение множественных оценок основано на интервальном анализе, поэтому сложность
реализации алгоритма зависит от конкретного вида хаотического отображения.

При корректных априорных предположениях найденные множественный оценки
обязательно содержат истинные значений неизвестных переменных и могут быть
использованы для проверки корректности применения стохастических алгоритмов при
динамическом подходе к решению задачи оценивания. Перспективным направлением
дальнейших исследований может стать одновременное использование алгоритма
гарантированного оценивания и фильтра Калмана.

Если задача оценивания решается в рамках оптимизационного подхода, результаты
предварительной обработки измерений с помощью алгоритма гарантированного оценивания
могут быть использованы для уточнения множества возможных значений переменных
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целевой функции. Это позволяет уменьшить число локальных экстремумов целевой
функции и сократить время вычислений при применении алгоритмов глобальной
оптимизации. Отметим, что декартово произведение интервалов является простейшим
вариантом внешней аппроксимации множества возможных значений. В дальнейшем
предполагается использование алгоритма гарантированного оценивания для построения
аппроксимации в виде объединения непересекающихся подмножеств (прямоугольников).

Статья выполнена при поддержке Правительства РФ (Постановление № 211 от
16.03.2013 г.), соглашение № 02.A03.21.0011.
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This paper considers the problem of parameter estimation from noisy measurements of discrete-time chaotic
systems. The guaranteed approach assumes that the uncertainty is represented by intervals of possible values
of the unknown variables (state, model parameter and measurement errors). The developed algorithm is based
on interval analysis and can be used in the forward and backward time direction. The result of the guaranteed
estimation is interval estimates that contain the true values of the unknown variables. The proposed algorithm
can be usefully associated with common estimation methods developed in the field of optimization approach and
estimation in real time. If the estimation problem is solved by the least squares method or its modifications, the
guaranteed algorithm can be used to specify the set of possible values of the unknown variables. It decreases
the number of local minima of the cost function. Computed interval estimates may also be used to verify the
results obtained using the modifications of the Kalman filter for nonlinear systems. In the practical section, the
dependence of the results on the number of available measurements and noise level is examined.
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