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Статья посвящена исследованию воздействий волновых процессов на надводные сооружения с помо-
щью математической модели волновых процессов, базирующейся на системе уравнений Навье—Стокса, 
включающей три уравнения движения в областях с динамически изменяемой геометрией расчетной области. 
Метод поправки к давлению использовался для дискретизации гидродинамической модели. Разностные 
схемы, описывающие математическую модель выхода волны на берег, построены на основе интегро-
интерполяционного метода с применением схемы с весами. Для решения системы сеточных уравнений ис-
пользовался адаптивный модифицированный попеременно-треугольный итерационный метод. Практическая 
значимость численных алгоритмов и реализующего их комплекса программ состоит в возможности их при-
менения при исследовании гидрофизических процессов в прибрежных водных системах, для расчета поля 
скоростей и давления водного потока, а также оценки гидродинамического воздействия на берегозащитные 
сооружения и прибрежные конструкции при наличии поверхностных волн. 

Ключевые слова: волновой процесс, математическая модель, зоны осушения и затопления, надводные 
конструкции, силовое воздействие, программный комплекс, алгоритм. 
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Введение 

Процесс освоения мелководных береговых зон за счет конструктивных преобразова-
ний, влекущих за собой изменение прибрежных рельефов, приобретает все большее 
народно-хозяйственное значение. Изучение и прогноз гидродинамического воздействия 
на технические объекты, включая установленные на дне водного тела различного вида 
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берегозащитные сооружения и прибрежные конструкции, является важной актуальной 
задачей. В последние десятилетия появилось значительное число как эксперименталь-
ных, так и теоретических работ, посвященных моделированию и анализу динамически 
меняющихся процессов береговой зоны, но эффективность предлагаемых подходов пока 
далека от практически необходимой. Разрабатываемые модели зачастую имеют узкий 
диапазон применимости для прогноза и изучения влияния процессов гидродинамики на 
конкретные технические конструкции, строятся на основе практических исследований в 
сложных условиях реальной акватории, и, как следствие, используют весьма ограничен-
ную базу данных натурных измерений. Разрабатываемые модельные задачи водной эко-
логии являются пространственно-неоднородными, их аналитические решения зачастую 
либо невозможно найти, либо можно получить только при некоторых предположениях и 
идеализации из-за использования нелинейных уравнений Навье—Стокса.  

Статья посвящена разработке и исследованию нелинейных моделей волновых гид-
родинамических процессов, которые могут оказывать негативное воздействие на техни-
ческие сооружения, расположенные на береговой линии водоема. Разработанные алго-
ритмы решения модельных задач гидрофизики и их численная реализация в виде про-
блемно-ориентированного программного комплекса имеют широкое практическое при-
менение для исследования волновых процессов прибрежных систем, а также для расче-
та полей скоростей, давления водной среды и функции возвышения уровня при наличии 
поверхностных волн для оценки гидродинамического воздействия на берегозащитные 
сооружения и прибрежные конструкции, установленные на донной поверхности водного 
тела. 

Статья организована следующим образом. В разделе 1 приводится постановка трёх-
мерной задачи волновой гидродинамики. Раздел 2 посвящен описанию упрощенной дву-
мерной модели волновой гидродинамики. В разделе 3 приводятся результаты исследо-
вания разностных схем, построенных по методу частичной заполненности ячеек модель-
ной области, используемых для решения разработанных модельных задач волновой гид-
родинамики. Раздел 4 посвящен описанию результатов численных экспериментов на ос-
нове волновой гидродинамической модели. В заключении приводится анализ результа-
тов, полученных в работе, и указаны области применения разработанного программного 
комплекса. 

1. Постановка трехмерной задачи волновой гидродинамики 

Пространственно-неоднородная трехмерная математическая модель волновой гидро-
динамики мелководного водоема включает [1–3]: 

– уравнения движения (Навье—Стокса):  

     1
t x y z x x y zx zy

u uu vu wu P u u u  


                , 

     1
t x y z y x y zx zy

v uv vv wv P v v v  


                , (1) 

     1
t x y z z x y zx zy

w uw vw ww P w w w g  


                 ; 

– уравнение неразрывности: 

      0,t x y z
u v w           (2) 
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где ܸ ൌ ሼݑ, ,ݒ -ሽ — вектор скорости водного потока мелководного водоема;  — плотݓ
ность водной среды;  P — гидродинамическое давление; g — ускорение свободного па-
дения; , — коэффициенты турбулентного обмена в горизонтальном и вертикальном 
направлениях; ݊— вектор нормали к поверхности, описывающей границу расчетной об-
ласти.  

К системе (1)–(2) добавим граничные условия: 
– на входе (левая граница): ܸ ൌ ଴ܸ,  ܲᇱ௡ ൌ 0, 

– донная граница: 
 

– боковая граница:   0, 0, 0,P   n nn
V V  

– верхняя граница:   , / g, 0,tw P P         nn
V       (3) 

– на поверхности надводной конструкции: 
 

где  — интенсивность испарения жидкости, ,nV V  — нормальная и тангенциальная 

составляющая вектора скорости,  , ,x y z    — вектор тангенциального напряжения. 

На рис. 1 представлена геометрия водного тела. 

 
а) Карта глубин расчетной области б) Изолинии функции глубин донной 

поверхности и береговой линии 

Рис. 1. Модельная область 

Пусть a sCd w w
 
— вектор тангенциального напряжения для свободной поверх-

ности, 0,0026sCd  ,w  — вектор скорости ветра относительно воды, ρa — плотность ат-

мосферы, sCd — безразмерный коэффициент поверхностного сопротивления, который 

зависит от скорости ветра, рассматривается в диапазоне 0,0016–0,0032. 
Для дна зададим вектор тангенциального напряжения с учетом движения воды сле-

дующим образом: bCd V V , 2 1/3/bCd gk h , где 0,04k   — групповой коэффициент 

шероховатости в формуле Мэннинга, рассматривается в диапазоне 0,025–0,2; 
h=H+η — глубина акватории, [м];  H — глубина до невозмущенной поверхности, [м]; 
η — высота свободной поверхности относительно геоида (уровень моря), [м]. 

Будем использовать аппроксимацию, позволяющую строить неоднородный по глу-
бине коэффициент вертикального турбулентного обмена на основании измеренных пуль-
саций скоростей водного потока [4]:  

x 
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

    
     

    
 (4) 

где sC — безразмерная эмпирическая константа, определяемая на основе расчета про-

цесса затухания однородной изотропной турбулентности;  — характерный масштаб 
сетки; ,U V  — усредненные по времени пульсации компонент скорости водного потока в 

горизонтальном направлении. 
При решении задачи вида (1)–(3) использовался метод поправки к давлению. Слу-

чай переменной плотности для данного метода описан в работах [3–5]. Переход к систе-
ме сеточных уравнений для решения модельных задач гидродинамики проводился с 
учетом «заполненности» контрольных ячеек расчетной области, что позволило повысить 
точность решения задач для динамически меняющейся геометрии расчетной области за 
счет более точной аппроксимации ее границы. Под «заполненностью» контрольной 
ячейки расчетной области будем понимать коэффициент, представляющий собой отно-
шение объема части ячейки, заполненного средой, к общему объему ячейки [3, 6]. Для 
решения дискретных аналогов [7–9] системы уравнений (1) использовался алгоритм мо-
дифицированного попеременно-треугольного метода вариационного типа. 

2. Упрощенная двумерная модель волновой гидродинамики 

Для построения двумерной математической модели движения водной среды исполь-
зовалась трехмерная гидростатическая модель, включающая: 

– уравнения Навье—Стокса: 

     1
t x y z x x y zx zy

u uu vu wu P u u u  


                , 

     1
t x y z y x y zx zy

v uv vv wv P v v v  


                , (5) 

– уравнение неразрывности (для несжимаемой жидкости): 
0x y zu v w     , (6) 

– уравнение гидростатики: 
 P g z   . (7) 

Добавим условия на границе: 
– условие непроницаемости и трения (на дне): 

, ,, , 0v x b v y bu v        n n nV , 

– зададим подъем уровня и ветровые напряжения (на поверхности водоема): 

, ,, ,x p y p tu v w           n n , 

– условие скольжения без трения (на боковых границах): 
0, 0, 0u v     n n n , 

где   — функция возвышения уровня. 

Для расчета давления в гидростатическом приближении при наличии объекта, 
находящегося на поверхности водоема, использовалось уравнение: 

   / .g gP g z P g z P g           

Функция возвышения уровня была доопределена в области надводного объекта:  
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/ ,gP g     

где   — функция, используемая для описания геометрии дна надводного тела, 

gP  — давление на поверхности надводного объекта. 

В гидростатическом случае уравнение неразрывности (6) имеет вид [10–13]:  

    0t x y
Hu Hv      , (8) 

где  min ,   , H h   , h  — глубина водоема. 

Система уравнений мелкой воды при наличии объекта, находящегося на поверхно-
сти водоема, будет иметь вид: 

     , , /t x y x x y x p x bx y
Hu Huu Hvu gH H u H u                  , 

     , , /t x y y x y y p y bx y
Hv Huv Hvv gH H v H v                  .    (9) 

Предложенная двумерная модель волновых гидродинамических процессов может 
описывать динамические процессы водной среды как в случае наличия надводных объ-
ектов, расположенных на поверхности водоема, так и при их отсутствии. Из разрабо-
танной системы уравнений можно получить классическую модель движения мелкой во-
ды и 2D-модель без учета динамического изменения геометрии поверхности водоема. 

3. Исследование разностных схем, построенных по методу 
частичной заполненности ячеек модельной области 

Для проверки эффективности работы метода, учитывающего частичную заполнен-
ность расчетных ячеек модельной области, рассмотрим задачу о стационарном течении 
жидкости между двумя соосными бесконечно длинными круговыми цилиндрами: 

1
x y xuu vu P u        , 1

x y yuv vv P v        , 1 2 ,r r r   2 2r x y  . (10) 

Решение этой задачи имеет вид: 

  2 2

5
,

y
u x y

x y
 


,   2 2

5
,

x
v x y

x y



,    1 2 2

12,5
, / 2P x y P r

x y

   


.  (11) 

Опишем численное решение тестовой модельной задачи течения вязкой жидкости 
между двумя соосными полуцилиндрами ( 0x  ). Радиусы внутреннего и внешнего ци-
линдров возьмем равными: 1 5r  м, 2 10r  м. Впишем расчетную область в прямоуголь-

ник  0 10, 10 10x y      размерами 10х20м2. Зададим компоненты скорости движения 

жидкости:  0, 5 /u y y   м/с,  0, 0v y   м/с в сечении цилиндра плоскостью 0x  . На 

грубой сетке (размерность 21×11 узлов, шаги по пространственным направлениям – 1 м, 
шаг по времени 0,1 с, длина расчетного интервала 10 с) наиболее видны погрешности 
численных решений. Зададим коэффициент турбулентного обмена 1   м2/с  и плот-

ность среды 1000   кг/м3.  

На рис. 2 представлено численное решение задачи, где отражены потоки движения 
жидкости 0k V  с помощью цветовой палитры. 

Согласно рис. 2а решение задачи течения жидкости между двумя соосными полуци-
линдрами, полученное на сетках, учитывающих заполненность ячеек, является доста-
точно гладким. Численное решение, представленное на рис. 2б, полученное со ступенча-

С.В. Проценко, А.М. Атаян, А.Е. Чистяков, А.В. Никитина, В.Н. Литвинов и др.

2019, т. 8, № 3 31



той аппроксимацией границы раздела двух сред, имеет существенные ошибки в опреде-
лении направления векторов скорости потока жидкости.  

потоки движения жидкости 
разность между численным и аналитическим 

решениями задачи 

 
a) случай использова-
ния частичной запол-
ненности ячеек 

б) случай ступенчатой 
границы раздела двух 

сред 

в) случай использова-
ния частичной запол-
ненности ячеек 

г) случай ступенчатой 
границы раздела двух 

сред 

Рис. 2. Численное решение задачи 
Рис. 2в, 2г отражают значения погрешности численного решения задачи на сетках, 

учитывающих заполненность ячеек (случай гладкой границы), и на сетках со ступенча-
той аппроксимацией границы. Экспериментальное исследование точности разработан-
ных схем проведено с помощью найденного решения на последовательности сгущающих-
ся сеток: 11×21, 21×41, 41×81, 81×161 расчетных узлов. В таблице представлены значения 
погрешностей численного решения тестовой задачи течения жидкости между двумя по-
луцилиндрами для гладкой и ступенчатой границ. 

Таблица 
Погрешность решения тестовой задачи волновой гидродинамики 

Размеры сетки 11×21 21×41 41×81 81×161 
Максимальное значение погрешности 
в случае гладкой границы, м/с 

0,053 0,052 0,058 0,056 

Среднее значение погрешности 
в случае гладкой границы, м/с 

0,023 0,012 0,006 0,003 

Максимальное значение погрешности 
в случае ступенчатой границы, м/с 

0,272 0,731 0,717 0,75 

Среднее значение погрешности 
в случае ступенчатой границы, м/с 

0,165 0,132 0,069 0,056 

Анализ результатов расчетов погрешности численного решения тестовой задачи на 
последовательности сгущающихся сеток, представленных в таблице, позволяет сделать 
вывод об эффективности использования разностных схем, учитывающих частичную за-
полненность расчетных ячеек. Было установлено, что дробление сетки в 8 раз по каж-
дому из пространственных направлений при решении тестовой модельной задачи не 
приводит к повышению точности, которой обладают решения, полученные на сетках, 
учитывающих частичную заполненность расчетных ячеек. 

4. Описание программного комплекса 

Для реализации модельных задач гидродинамики был разработан программный 
комплекс, реализованный на С++. Параллельные алгоритмы, реализованные в про-
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граммном комплексе для решения возникающих в процессе дискретизации модельных 
задач систем сеточных уравнений модифицированным адаптивным попеременно-
треугольным методом вариационного типа, были разработаны с использованием техно-
логии MPI. Схема алгоритма работы программы, численно реализующей разработанные 
2D и 3D модели волновой гидродинамики, представлена на рис. 3. 

Разработанный программный комплекс включает: управляющий блок (содержит 
цикл по временной переменной, и вызываются функции: расчет поля скорости без учета 
функции возвышения уровня, расчет функции возвышения уровня, расчет двумерного 
поля скорости, проверка наличия на поверхности водной среды конструкции и функции 
ввода-вывода данных); блок ввода начальных распределений для расчета скорости те-
чений и функции возвышения уровня (задаются начальные распределения поля скоро-
сти и функции возвышения уровня и начальные значения степени заполненности рас-
четных ячеек); блок построения сеточных уравнений для 2D и 3D полей скоростей вод-
ного потока без учета давления (для 2D модели мелкой воды — без учета функции воз-
вышения уровня); блок построения сеточных уравнений для расчета поля давления и 
функции возвышения уровня; блок проверки наличия на поверхности водной среды кон-
струкции; блок расчета поля скорости с учетом давления; блок решения сеточных урав-
нений модифицированным адаптивным попеременно-треугольным методом вариацион-
ного типа; блок вывода значений поля скоростей и функции давления (поля функции 
возвышения уровня). 
 

5. Результаты численных экспериментов на основе волновой 
гидродинамической модели 

Разработанный комплекс программ позволяет задавать сложную конфигурацию 
надводного объекта, а также вид и характеристики источника колебаний. Рис. 4 отра-
жает результаты прогноза изменения волновых гидродинамических процессов при обте-
кании водной средой надводного тела с учетом сложной геометрии объекта, находяще-
гося в жидкости. 

Рис. 3. Алгоритм работы программного комплекса 
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В качестве примера использования разработанного комплекса программ была реше-
на модельная задача расчета гидродинамического воздействия волн на опоры сооруже-
ния. Надводная конструкция имела следующие размеры: ширину 5 м, длину 10 м, глу-
бину погружения 20 см, была закреплена на донной поверхности водоема на 6 опорах. 
Рассматриваемый участок моделирования имеет размеры 50 на 50 м по горизонтали и 
1 м по вертикали (в глубину). Источник возмущений был задан на некотором расстоя-
нии от надводного объекта. Будем считать, что в начальный момент времени жидкость 
находится в состоянии покоя, чтобы отраженная от границ расчетной области волна не 
изменяла параметры силового гидродинамического воздействия на надводный объект, 
представляющий собой техническое сооружение. В модельной задаче на основе числен-
ного эксперимента рассчитывается последующее движение водной среды при наличии 
на поверхности надводного объекта, а также силовые гидродинамические нагрузки на 
опоры сооружения. При расчетах использовалась сетка 100х100 расчетных узлов, шаг 
по времени составил 0,01 секунды (рис. 4, 5). Источник колебаний имеет синусоидаль-
ную форму и был распределен по левой границе. При распространении плоской волны, 
которая встречает препятствие в виде надводного тела, представленного на рис. 4, 5, 
происходит отражение волновых колебаний от неподвижного объекта, меняющего про-
филь волны.  

 
Рис. 4. Поле движения водной среды 

 
Рис. 5. Функция возвышения уровня 

Проведенные численные эксперименты по моделированию распространения гидро-
динамических волновых процессов позволили проанализировать воздействия волн на 
сооружения, имеющие донные опоры. На рис. 6 представлено силовое гидродинамиче-
ское воздействие на опоры надводной конструкции, закрепленной на дне водоема 
(см. рис. 3, 4). Силовые нагрузки отмечены по оси ординат в тоннах, по оси абсцисс от-
ражено время в секундах, отсчитанное от начала колебательного процесса. 

 
Рис. 6. График силовых нагрузок на опоры конструкции: 1 — со стороны набегающей 
волны на переднюю пару опор, 2 — на центральную пару, 3 — на дальнюю пару 

Экспериментальное исследование силовых нагрузок на опоры надводной...

34 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



Разработанные численные алгоритмы решения модельных задач и реализующий их 
комплекс программ может использоваться при исследовании гидрофизических процес-
сов в прибрежных водных системах [14–20], а также для нахождения поля скоростей и 
давления водной среды, оценки возможного негативного воздействия на береговую ли-
нию при наличии поверхностных волн. Разработанный программный инструментарий 
позволяет задавать параметры источника колебаний, а также батиметрию водоема. Ре-
зультаты численных экспериментов по моделированию распространения волновых гид-
родинамических процессов при выходе волны на берег с учетом геометрий дна объекта, 
находящегося в жидкости и дна водоема представлены на рис. 7 в различные моменты 
времени.  

Разработка трехмерной модели волновых гидродинамических процессов на основа-
нии натурных данных позволила описать движение водной среды мелководного водоема 
при учете выхода волны на берег. Создан современный программный комплекс, кото-
рый адаптирован для моделирования гидродинамических волновых процессов, использу- 

 
а) Временной промежуток 5 с б) Временной промежуток 10 с 

Рис. 7. Поле вектора скорости движения водной среды (срез плоскости XOZ) 

ется в широком диапазоне параметров для расчета полей скоростей и давления водной 
среды, и оценки гидродинамического воздействия на берег при наличии поверхностных 
волн. На основе разработанного комплекса программ построен прогноз изменения гид-
родинамических волновых процессов прибрежной зоны водного тела. При практическом 
использовании проблемно-ориентированного комплекса программ решалась модельная 
задача расчета полей скорости водного потока и давления водной среды. Источник воз-
мущений задается на заданном расстоянии от линии берега. Область моделирования 
имеет размеры 50 на 50 м и глубину 2 м, пиковая точка возвышается над уровнем моря 
на 2 м. Предположим, что жидкость находится в состоянии покоя в начальный момент 
времени. При решении поставленной модельной задачи использовалась сетка размерами 
100×100×40 расчетных узлов, шаг по времени составил 0,01 с. Рис. 7 демонстрирует поле 
вектора скорости движения водной среды при накате волны на береговую линию, при 
этом динамически меняется функция возвышения уровня, образуются зоны затопления 
и обмеления.  

Из рис. 8 видно, что участок суши был затоплен набегающей волной. Учет затопле-
ния и осушения прибрежных участков осуществлялся за счет пересчета заполненностей 
расчетных ячеек. Предложенный подход позволяет решать задачи в областях со слож-
ной и динамически перестраиваемой геометрией границы. Разработанный программный 
комплекс обладает отличительной чертой — при моделировании распространения по-
верхностных колебаний учитывается выход волны на береговую линию. 
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а) График функции возвышения уровня б) График функции рельефа дна 

Рис. 8. Графики функций возвышения уровня и рельефа дна 

На рис. 9 представлены результаты моделирования динамического нестационарного 
процесса, характеризующего выход волны на берег, полученные на основе двух различ-
ных моделей при одинаковых входных параметрах. Временной интервал равен 5 с. 

 

а) На основе двумерной системы 
уравнений мелкой воды 

б) На основе математической модели, 
включающей три уравнения движения 

Рис. 9. Сопоставление результатов моделирования выхода волны на берег 

На рис. 10 представлены графики функций возвышения уровня, полученные на ос-
нове двумерной системы уравнений мелкой воды и математической модели, включаю-
щей три уравнения движения при сечении плоскостью y = 25.  

Результаты численного эксперимента, представленные на рис. 10, достаточно сильно 
отличаются друг от друга. Профили волны, рассчитанной на основе двумерной модели 
мелкой воды, обгоняют профили волны, полученной на основе трехмерной модели. Мак-
симальное расстояние по высоте между двумя профилями волны составило 0,329 м. 

 

Рис. 10. Сопоставление результатов расчета функций возвышения уровня: 
1 — на основе двумерной модели, 2 — на основе трехмерной модели 
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Была численно решена задача расчета гидродинамического воздействия волн на 
конструкцию с размерами: 10 на 10 м, погруженную на глубину 0,5 м, которая установ-
лена на дне водоема, рассматриваемый для моделирования участок имеет размеры 50 на 
50 м по горизонтали и 4 м по вертикали (по 2 м в глубину и в высоту). Зададим на не-
котором расстоянии от надводного объекта источник возмущений. 

На рис. 11 представлены результаты численного эксперимента на основе трехмерной 
модели волновых процессов. 

Разработанный программный комплекс использовался для численной реализации 
предложенной трехмерной модели волновой гидродинамики и построения прогноза 
движения водной среды при наличии технического объекта, расположенного ниже 
уровня невозмущенной поверхности водоема, были рассчитаны силовые гидродинамиче-
ские нагрузки на опоры сооружения. 

 

Рис. 11. Графики функций возвышения уровня и рельефа дна 

Заключение 

Разработка и исследование модели трехмерных волновых процессов с учетом выхода 
волны на берег позволила провести сравнение результатов расчета двумерной и трех-
мерной моделей изменения волновых процессов на мелководье. Протестировано исполь-
зование метода частичной заполненности расчетных ячеек, доказано его преимущество, 
выражающееся в значительном уменьшении погрешности решения задач волновой гид-
рофизики в областях со сложной геометрией. Приведено описание разработанного про-
граммного комплекса, позволяющего менять характеристики и расположение источника 
колебаний, а также учитывать форму зон и степень интенсивности осушения и затопле-
ния прибрежных участков. Созданный программный комплекс можно широко использо-
вать для практического исследования расчета силового воздействия волн на геометрию 
донной поверхности, а также объекты надводной и прибрежной инфраструктуры. Раз-
работанный проблемно-ориентированный программный комплекс может использоваться 
для прогнозирования изменения процессов водной экологии в результате опасных явле-
ний природного и техногенного характеров. 
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