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Цель данного обзора — дать максимально полное представление о достижениях и современном состоя-

нии дел в разработке аналитических моделей параллельных вычислений, позволяющих предсказать время 
вычислений, ускорение, эффективность и масштабируемость параллельных алгоритмов применительно к раз-
личным целевым многопроцессорным платформам. Важность моделей параллельных вычислений вытекает 
из того, что они до реализации параллельного алгоритма в виде программы позволяют понять, насколько 
эффективно данный алгоритм может использовать конкретную многопроцессорную платформу, и при необ-
ходимости внести изменения в дизайн алгоритма, либо рассмотреть вариант замены целевой аппаратной плат-
формы. В обзоре показывается эволюция моделей параллельных вычислений, происходившая одновременно 
с эволюцией многопроцессорных систем, от одноуровневых моделей с общей памятью до многоуровневых 
иерархических моделей с распределенной памятью, ориентированных на кластерные вычислительные си-
стемы с многоядерными ускорителями. В заключении обзора приводятся рекомендации по выбору возмож-
ных направлений дальнейших исследований в области разработки математических моделей параллельных 
вычислений. 
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цессорные системы, оценка производительности, предсказание времени выполнения алгоритма. 
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Введение 

Модель вычислений представляет собой упрощенное, абстрактное описание компью-
тера. Проектировщики новых компьютеров, разработчики алгоритмов и программисты 
могут использовать модель вычислений для оценки своей работы, включая соответствие 
архитектуры компьютера различным приложениям, вычислительную сложность алго-
ритма и прогнозируемое быстродействие программы на различных вычислительных си-
стемах. Хорошая модель вычислений облегчает работу разработчиков компьютеров, ал-
горитмов и программ тем, что позволяет адекватно отобразить выбираемое решение на 
реальные компьютеры [1]. Подобную модель вычислений в литературе называют «соеди-
няющей моделью (bridging model)» [2]. Универсальная соединяющая модель (см. рис. 1 a) 
может быть применима к любым алгоритмам и любым компьютерам. Такой универсаль-
ной соединяющей моделью вычислений для последовательных компьютеров и алгоритмов 
явились архитектура фон Неймана [3] и модель RAM (Random Access Machine) [4–8]. При 
появлении параллельных компьютеров были сделаны многочисленные попытки построить 
такую же универсальную соединяющую модель для параллельных алгоритмов [9], однако 
эти попытки потерпели неудачу. Это объясняется, главным образом, большим разнообра-
зием многопроцессорных архитектур, появляющихся и развивающихся в настоящее время 
в погоне за повышением производительности. 
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Рис. 1. Модели, соединяющие алгоритмы и компьютеры 

В этих условиях создание простой, адекватной и универсальной модели параллель-
ных вычислений является практически неразрешимой задачей. Для преодоления возник-
ших трудностей был применен подход, схематично изображенный на рис. 1 b, в соответ-
ствии с которым многопроцессорные архитектуры были разделены на три класса: архи-
тектуры с общей памятью, архитектуры с распределенной памятью и иерархические мно-
гопроцессорные архитектуры [1]. Для каждой из таких архитектур строились отдельные 
модели параллельных вычислений, которые, однако, оставались универсальными по от-
ношению к множеству параллельных алгоритмов. Подобный подход позволил построить 
простые и универсальные модели с высоким уровнем абстракции, такие, как PRAM [10], 
BSP [2], LogP [11]. В целях адаптации таких моделей ко все более усложняющимся архи-
тектурам многопроцессорных систем были предприняты многочисленные попытки их 
уточнения и расширения, что привело к появлению адекватных, но сложных для практи-
ческого применения моделей параллельных вычислений (см., например, [12–17]). Испра-
вить ситуацию в определенной мере позволяет подход, предполагающий разбиение всего 
множества алгоритмов по типам. Примерами различных типов алгоритмов могут быть 
итерационные численные алгоритмы, алгоритмы на графах, алгоритмы обработки боль-
ших данных и так далее. Для каждой пары (тип алгоритма, класс архитектуры) строится 
своя модель параллельных вычислений. Подобный подход позволяет достичь приемле-
мого компромисса между точностью оценок и простотой использования. В качестве при-
мера можно привести модель параллельных вычислений BSF [18, 19], ориентированную 
на итерационные алгоритмы с высокой вычислительной сложностью и большие много-
процессорные системы кластерного типа. 
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Рис. 2. Классификация моделей параллельных вычислений 

Цель этой статьи — показать современное состояние дел в области разработки моде-
лей параллельных вычислений и дать обзор наиболее важных и интересных моделей, раз-
работанных к настоящему моменту. В обзоре используется классификация моделей, изоб-
раженная на рис. 2. Все модели параллельных вычислений делятся на два класса: модели 
для многопроцессорных систем с общей памятью и модели для многопроцессорных систем 
с распределенной памятью. Каждый из этих классов, в свою очередь, делится на два 
подкласса: одноуровневые модели и многоуровневые модели. 

Модели параллельных вычислений с общей памятью ориентированы на многопроцес-
сорные архитектуры класса SMP и отчасти класса NUMA. Архитектура SMP (Symmetric 
MultiProcessor) — объединяет в себе симметричные мультипроцессоры, являющиеся 
наиболее распространенным подклассом многопроцессорных систем с общей памятью [20]. 
Отличительными особенностями SMP систем является то, что все процессоры, входящие 
в систему, являются одинаковыми, и каждый процессор имеет одно и то же время доступа 
к любой ячейке оперативной памяти. Наиболее популярными представителями класса 
SMP являются современные серверные системы, построенные на многоядерных процессо-
рах [21]. Многопроцессорные системы с архитектурой NUMA (Non-Uniform Memory Ac-
cess) [22] также имеют общую оперативную память, но в отличие от SMP время доступа 
процессора к различным ячейкам памяти может существенно различаться. В настоящее 
время многопроцессорные системы класса NUMA практически исчезли с рынка. 

Модели параллельных вычислений с распределенной памятью ориентированы на мас-
сово-параллельные [23] и кластерные архитектуры [24]. В простейшем случае многопро-
цессорная система с распределенной памятью представляет собой совокупность однопро-
цессорных серверов, объединенных высокоскоростной соединительной сетью. Именно та-
кую структуру имели первые кластеры класса «беовульф» [25]. Однако, современные кла-
стерные вычислительные системы имеют существенно более сложную структуру, вклю-
чающую в себя SMP-узлы, внутри которых наряду с центральными многоядерными про-
цессорами могут быть установлены дополнительные многоядерные ускорители, например, 
графические процессорные устройства (ГПУ) [26]. В этом случае может быть применено 
двухуровневое моделирование: сначала на уровне SMP-узла используется вычислительная 
модель для общей памяти, а затем на уровне кластерной системы в целом используется 
вычислительная модель для распределенной памяти. 
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Модели параллельных вычислений с многоуровневой (иерархической) памятью [27] 
ориентированы на современные SMP-системы, в которых кроме основной памяти имеются 
несколько уровней сверхоперативной кэш-памяти, встраиваемой в процессоры [28, 29]. 
Сюда же можно отнести и новый вид быстрой энергонезависимой памяти Intel Optane на 
базе технологии 3D XPoint [30], занимающей промежуточное положение между оператив-
ной памятью и накопителями класса SSD. В общем случае модель многопроцессорной 
архитектуры с многоуровневой (иерархической) памятью можно определить как одно-
родную систему, включающую в себя несколько уровней памяти с различным временем 
доступа. При этом определенные уровни памяти могут быть приватными для отдельных 
процессоров или их групп (в случае многоядерных сокетов под процессором понимается 
отдельное процессорное ядро). Модели параллельных вычислений для систем с много-
уровневой памятью являются наиболее адекватными для приложений с интенсивным об-
меном данными между различными уровнями иерархической памяти. В качестве целевых 
аппаратных платформ для таких моделей часто фигурируют многоядерные кластеры с 
ГПУ, используемыми как ускорители, для которых характерно гибридное программиро-
вание с одновременным использованием технологий параллельных вычислений CUDA, 
OpenMP и MPI [31]. 

Обзор организован следующим образом. В разделе 1 дается определение модели вы-
числений и обсуждаются требования к качественной модели параллельных вычислений. 
В разделе 2 дается обзор одноуровневых моделей для многопроцессорных систем с общей 
памятью. Раздел 3 посвящен обзору многоуровневых моделей для многопроцессорных си-
стем с общей памятью. В разделе 4 рассматриваются одноуровневые модели для много-
процессорных систем с распределенной памятью. В разделе 5 представлены многоуровне-
вые модели для многопроцессорных систем с распределенной памятью. В разделе 6 об-
суждаются близкие работы, являющиеся современными и более ранними обзорами моде-
лей параллельных вычислений. Заключение содержит выводы и рекомендации относи-
тельно направления дальнейших исследований в области разработки новых моделей па-
раллельных вычислений. 

1. Требования к модели параллельных вычислении 

Модель параллельных вычислений в общем случае должна включать в себя следую-
щие пять компонентов, некоторые из которых в определенных случаях могут быть три-
виальны [32]: архитектурный компонент, описываемый как помеченный граф, узлы ко-
торого соответствуют модулям с различной функциональностью, а дуги — межмодуль-
ным соединениям для передачи данных; спецификационный компонент, определяющий, 
что есть (синтаксически) корректный алгоритм/программа; компонент выполнения, за-
дающий последовательность состояний архитектурных модулей, обеспечивающих кор-
ректное выполнение алгоритма/программы для определенных входных данных; распа-
раллеливающий компонент, определяющий способы распределения вычислений, синхро-
низации и обмена данными между процессорными модулями, работающими независимо 
(параллельно); стоимостный компонент, определяющий одну или несколько метрик, 
позволяющих предсказать параметры выполнения алгоритма/программы (время выпол-
нения, объем необходимой оперативной памяти и др.) в каждом конкретном случае. 

В ранней работе Скилликорна [33] к модели параллельных вычислений предъявля-
ются следующие требования: архитектурная независимость, согласованность, дескриптив-
ная простота. Архитектурная независимость модели означает, что модель применима к 
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широкому классу многопроцессорных архитектур. Программа, написанная согласно мо-
дели, не должна требовать переписывания при портировании на другую архитектуру, 
необходима только перекомпиляция. Согласованность предполагает, что время, предска-
зываемое стоимостными метриками модели для данной архитектуры, должно (асимпто-
тически) соответствовать реальному времени выполнения программы. Дескриптивная 
простота предполагает, что модель абстрагируется от низкоуровневых механизмов па-
раллельной обработки, межпроцессорных коммуникаций и синхронизации процессов, что 
обеспечивает легкость ее применения при практическом программировании. 

В качестве наиболее важных свойств модели параллельных вычислений в современ-
ной литературе выделяют следующие [34, 35]. 

 Юзабилити, определяющая легкость описания алгоритма и анализа его стоимости 
средствами модели (модель должна быть легкой в использовании). 

 Переносимость, характеризующая широту класса целевых платформ, для которых 
модель оказывается применимой. 

 Предиктивность, выражающаяся в возможности с помощью стоимостных метрик мо-
дели предсказать временные характеристики выполнения алгоритмов/программ на 
целевой вычислительной системе. 

Основными временными характеристиками являются следующие: 

1) реальное (астрономическое) время выполнения программы; 
2) абстрактное время выполнения программы, позволяющее предсказать, какая из двух 

программ будет выполняться быстрее; 
3) масштабируемость алгоритма/программы, определяющая максимальное количество 

вычислительных модулей в многопроцессорной системе, после которого прирост уско-
рения становится нулевым или отрицательным. 

2. Одноуровневые модели с общей памятью 

Модель параллельных вычислений PRAM (Parallel Random Access Ma-
chine) [36] предполагает, что все процессоры работают синхронно под управлением од-
ного тактового генератора и имеют произвольный доступ к общему адресному простран-
ству оперативной памяти. Каждый процессор может выполнить арифметическую опера-
цию, логическую операцию или операцию доступа к памяти за один машинный такт. Мо-
дель PRAM появилась в конце 1970-х годов как естественное расширение модели RAM 
(Random Access Machine) и была описана сразу в нескольких работах, среди которых 
можно выделить [10, 37, 38]. Модель PRAM получила широкое распространение и интен-
сивно использовалась при проектировании алгоритмов [39]. 
PRAM-компьютер (см. рис. 3) состоит из K  процессоров, соединенных с общей памятью 
неограниченного размера. Каждый процессор имеет свой уникальный номер. Предпола-
гается, что доступ к любой ячейке памяти происходит за один машинный такт. В общем 
случае каждый процессор может выполнять свою собственную программу, однако на 
практике большинство PRAM-алгоритмов реализуются по схеме SPMD (Single Program 
Multiple Data) [40, 41], предполагающей, что все процессоры выполняют одну и ту же 
программу. На каждом машинном такте конкретный процессор может находиться либо 
в состоянии простоя, либо в активном состоянии. При этом все процессоры, находящиеся 
в активном состоянии, выполняют одну и ту же команду, но над разными данными. 
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Рис. 3. PRAM-компьютер 

Различают следующие три варианта модели PRAM в зависимости от политики раз-
решения конфликтов при параллельном доступе нескольких процессоров к одной и той 
же ячейке памяти в течении одного такта. 

 EREW (Exclusive Read Exclusive Write) PRAM модель запрещает параллельный до-
ступ к ячейке памяти и по чтению, и по записи. 

 CREW (Concurrent Read Exclusive Write) PRAM модель разрешает параллельные чте-
ния значения из ячейки, но запрещает параллельную запись в одну и ту же ячейку 
памяти. 

 CRCW (Concurrent Read Concurrent Write) PRAM модель разрешает параллельный 
доступ к ячейке памяти как по чтению, так и по записи. 

Указанные варианты модели PRAM характеризуются значительными различиями по 
времени выполнения параллельных алгоритмов. Рассмотрим следующую задачу: опреде-
лить, являются ли все элементы двоичного массива [1 ]M n  нулями. Результатом вычис-

лений в этом случае должно быть значение переменной A, являющееся результатом вы-
полнения логической операции «ИЛИ» для всех элементов массива M . Параллельный 
CRCW PRAM алгоритм может решить эту задачу на n  процессорах следующим образом. 
Первоначально переменной A присваивается значение 1. Затем все процессоры парал-
лельно тестируют по одному элементу массива таким образом, чтобы индекс элемента 
совпадал с номером процессора. Если процессор обнаруживает в соответствующей ячейке 
значение 1, то он присваивает переменной A значение 0. Очевидно, что описанный CRCW 
PRAM алгоритм корректно решит поставленную задачу на n  процессорах за (1)O  машин-

ных тактов. В то же время, CREW PRAM алгоритм в общем случае потребует для реше-
ния этой задачи (log )nW  машинных тактов независимо от количества используемых про-

цессоров [42]. С другой стороны, p-процессорная CREW PRAM модель может быть эму-
лирована с помощью p-процессорной EREW PRAM модели с замедлением не более, чем 
в (log )O n  раз [43]. 

В теоретическом аспекте проектирование PRAM алгоритма состоит в разработке 
стратегии, позволяющей достигнуть максимального уровня параллелизма, при котором 
задача решается за минимальное количество параллельных шагов, используя разумное 
количество процессоров. В рамках модели PRAM задача считается хорошо распаралле-

ливаемой, если она может быть решена за ((log ) )mO n  параллельных шагов при некото-

ром фиксированном m  с использованием полиномиального количества процессоров. Дан-
ный класс задач получил название NC и был формально введен в работах [44, 45] приме-
нительно к логическим схемам. 

Для описания PRAM-алгоритмов удобно использовать фреймворк WT (Work-Time). 
В соответствии с WT-фреймворком PRAM-алгоритм представляется в виде последова-
тельности шагов, каждый из которых представлен оператором одного из двух классов:  

 

P1 P2 . . . PK

Память с произвольным 
доступом 
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Рис. 4. PRAM-алгоритм, суммирующий элементы массива 

последовательные операторы и параллельные операторы. Параллельные операторы спе-
цифицируются путем использования конструкций pardo и for all. 

В качестве примера рассмотрим алгоритм PRAM SUM, суммирующий элементы чис-
лового массива [1 .. ]A n , где 2ln =  при некотором целом 0l > . Схема работы алгоритма 

PRAM SUM представлена на рис. 4. PRAM-алгоритм организуется как сбалансированное 
бинарное дерево, листьям которого соответствуют элементы массива A, а в качестве внут-
ренних узлов фигурируют операции суммирования значений, представленных дочерними 
узлами. Алгоритм PRAM SUM выполняет вычисления снизу-вверх, осуществляя сумми-
рование на каждом уровне за один параллельный шаг. При этом, в контексте рис. 4, на 
первом уровне задействуется четыре процессора, на втором — два, и на третьем — один. 
WT-реализация алгоритма PRAM SUM приведена в виде алгоритма 1. Из этой реализа-
ции видно, что решение состоит из k параллельных шагов. Учитывая, что 2ln = , отсюда 
получаем logl n= . Следовательно, вычислительная сложность алгоритма составляет 

(log )O n  машинных тактов. При этом задействуется / 2n  процессоров. Таким образом, 

задача суммирования элементов массива принадлежит классу NC и является хорошо рас-
параллеливаемой в рамках модели PRAM. Очевидно, что границей масштабируемости 
алгоритма PRAM SUM является / 2K n£ .  

Отметим, что в общем случае временная сложность алгоритма в модели PRAM зави-
сит от деталей его реализации, и в этом плане модель PRAM является низкоуровневой. 
Основным недостатком модели PRAM является то, что она не применима к многопроцес-
сорным системам с распределенной памятью, так как не учитывает расходы на межпро-
цессорные коммуникации. 

Модель PRAM позволяет строить чрезвычайно эффективные параллельные алго-
ритмы. Однако это достигается ценой следующих серьезных ограничений: все процессоры 
работают синхронно и межпроцессорные коммуникации выполняются мгновенно. На 
практике во многих случаях модель PRAM оказывается неадекватной [46]. В соответствии 
с этим был предложен ряд расширений и улучшений модели PRAM, которые более соот-
ветствуют реальным параллельным архитектурам. 

Параллельные операции чтения и записи в память, допускаемые моделью PRAM, на 
реальных компьютерах могут приводить к конфликтам доступа к ячейкам памяти. Для 
предотвращения массовых конфликтов доступа к памяти в работе [47] была предложена 
модель модульно-параллельного компьютера (Module Parallel Computer), в со-
ответствии с которой общее адресное пространство делится на m  модулей. Каждый 
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Алгоритм 1 PRAM SUM — параллельное суммирование 

Input: Числовой массив [1 .. ]A n  размера 2ln =  в оперативной памяти. 

Output: Сумма элементов массива A. 
begin 
   d = n 
   for j = 1 to l 
      d = d/2 
      for all 1  i  d pardo 
         A[i] = A[2i-1] + A[2i] 
      end for 
   end for 
   return A[1] 
end 

модуль допускает только одно обращение в течении одного машинного такта. Указанная 
модель в определенной степени решает проблему конфликтов доступа к памяти, однако 
она игнорирует аспекты, связанные с пропускной способностью системной шины или со-
единительной сети. Другое, более реалистичное расширение модели PRAM, получившее 
название QRQW PRAM (Queue-Read Queue-Write PRAM), было предложено 
в [48]. Для разрешения конфликтов доступа к памяти в модели QRQW PRAM использу-
ются очереди доступа по чтению и записи для каждой ячейки памяти. Время доступа к 
ячейке памяти прямо пропорционально длине соответствующей очереди. Указанный под-
ход был обобщен в модели QSM (Queuing Shared Memory) [49], которая была раз-
работана с целью показать, что модель параллельных вычислений с общей памятью мо-
жет играть роль соединяющей модели для параллельных алгоритмов. Для этого была 
выполнена прямая и обратная эмуляция модели QSM средствами BSP и других релевант-
ных моделей. 

С развитием архитектур параллельных компьютеров становилось все более очевид-
ным, что доступ к нелокальной памяти оказывает серьезное влияние на производитель-
ность. Этот факт попытались учесть авторы модели BPRAM (Block Parallel Random 
Access Machine) [50]. В этой модели в качестве дополнительного параметра вводится ла-
тентность и предусматривается блочная передача сообщений между процессорами. При 
передаче блока данных между двумя процессорами на передачу первого машинного слова 
отводится l  тактов, а на передачу остальных машинных слов, входящих в блок, отво-
дится b тактов на каждое слово, причем b много меньше l . Модель PRAM(m) [51] 
учитывает пропускную способность системной шины путем ограничения количества ячеек 
памяти, одновременно доступных для параллельных обращений в память. Эта модель 
базируется на модели CRCW PRAM с тем отличием, что на каждом такте могут быть 
выполнены не более m  обращений к памяти. 

Стандартная модель PRAM предполагает, что параллельные процессы автоматиче-
ски синхронизируются на каждом такте без дополнительных временных затрат. Это до-
пущение не является реалистичным, так как на практике, с одной стороны, не требуется 
синхронизировать параллельные процессы на каждом машинном такте, и, с другой сто-
роны, синхронизация процессов требует накладных расходов. Для учета первого фактора 
модели APRAM [52] и Asynchronous PRAM [53] допускают асинхронное выполнение 
процессов между двумя последовательными точками синхронизации. В отличие от этого 
модель XPRAM [54] предполагает периодическую глобальную синхронизацию асин-
хронных процессов. Однако, указанные модели не учитывают накладные расходы, свя-
занные с синхронизацией процессов. 
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Модель YPRAM [55] базируется на следующих трех характеристиках многопроцес-
сорного компьютера, состоящего из P  процессоров: латентность, пропускная неэффек-
тивность и рекурсивная декомпозиция. Под латентностью ( )Pd понимается максималь-

ное время, необходимое для передачи одного машинного слова между любыми двумя 
процессорами или между процессором и общей памятью. Пропускная неэффективность 
определяется следующим образом. Пусть массив M из N чисел равномерно распределен 
между P процессорами. Пусть ( )Nt  — максимальное время, требуемое для перестановки 

элементов массива M среди всех возможных перестановок. Тогда пропускная неэффек-
тивность ( )Pb вычисляется по формуле 

 ( )
( ) lim .

N

N P
P

N

t
b

¥
=  (1) 

Рекурсивная декомпозиция подразумевает, что многопроцессорный компьютер де-
лится на два субкомпьютера с равным количеством процессоров и равным объемом раз-
деляемой памяти, доступ к которой осуществляется на основе механизма EREW. Каждый 
субкомпьютер является самостоятельным компьютером и может быть рекурсивно разде-
лен на две части. Для субкомпьютера из S процессоров общее время, затрачиваемое на 
M  чтений из памяти, оценивается как 

 ( ) ( ) ,
M

S m S
S

l b
æ ö÷çQ + + ÷ç ÷ç ÷è ø

 (2) 

где m  — максимальное число чтений одного процессора. 
Модель HPRAM (Hierarchical PRAM) [56] рассматривает многопроцессорную 

систему с общей памятью как динамически конфигурируемую иерархию синхронных 
PRAM-подсистем, работающих асинхронно по отношению друг к другу. Иерархия опре-
деляет политику синхронизации между независимыми PRAM-системами. Помимо ин-
струкций, присущих классической модели PRAM, HPRAM включает в себя специальную 
команду partition (разбиение), добавляющую в модель управляемый асинхронный парал-
лелизм. Команда partition логически разбивает PRAM-(под)систему из P процессоров на 
непересекающиеся подмножества и назначает каждому из них свой синхронный PRAM- 
алгоритм. Предусматриваются два варианта HPRAM-системы: private HPRAM и shared 
HPRAM. В private HPRAM команда partition разбивает память на непересекающиеся сег-
менты пропорционально размерам создаваемых PRAM-подсистем таким образом, что 
каждая PRAM-подсистема имеет свое собственное адресное пространство, недоступное 
для других PRAM-подсистем. В отличие от этого в shared HPRAM весь объем памяти 
остается в равной мере доступным для каждой создаваемой PRAM-подсистемы. HPRAM-
алгоритм представляет собой совокупность PRAM-алгоритмов, организованных в иерар-
хию. Каждая точка в иерархии ассоциируется с соответствующей командой partition. Бла-
годаря введению иерархического разделения общей памяти, модели YPRAM и HPRAM в 
определенной мере позволяют абстрагироваться от низкоуровневых механизмов парал-
лельной обработки, межпроцессорных коммуникаций и синхронизации процессов, и в 
этом плане частично удовлетворяют требованиям Скилликорна к моделям параллельных 
вычислений [33], однако это достигается существенным усложнением стоимостных мет-
рик. 
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Рис. 5. PRAM-NUMA компьютер (P — процессор, L — локальная память) 

В статье [57] предлагается модель PRAM-NUMA, являющаяся расширением мо-

дели PRAM на многопроцессорные системы с распределенной памятью, работающие в 
режиме эмуляция общей памяти [58, 59]. Подобные многопроцессорные архитектуры по-
лучили название NUMA (Non-Uniform Memory Access) [24]. В отличие от модели PRAM, 
модель PRAM-NUMA вводит новую метрику, задающую дистанцию (относительное рас-
стояние) между процессорами. PRAM-NUMA компьютер включает в себя следующие 

компоненты (см. рис. 5): T  процессоров, разбитых на p групп по PT  процессоров в 

группе; общедоступная глобальная разделяемая память; p модулей локальной памяти; 

соединительная сеть, способная определять дистанцию между процессорными группами. 
Каждый процессор соединен с глобальной разделяемой памятью, и каждая процес-

сорная группа соединена со своим собственным модулем локальной памяти. Соединитель-
ная сеть обеспечивает доступ процессоров одной группы к локальной памяти остальных 
групп, при этом латентность маршрутизации прямо пропорциональна дистанции между 
процессором и модулем памяти, к которому он обращается. Пропускная способность ка-
налов, соединяющих группу процессоров с общей и локальной памятью, является одина-
ковой. Каждый процессор может находиться либо в PRAM режиме, либо в NUMA ре-
жиме. В одной группе процессоров два или более процессора могут находиться в NUMA 
режиме. В этом случае они выполняют один поток команд над различными данными. 
Следует отметить, что NUMA-режим требует использования специального языка про-
граммирования «E» [60], сложного в использовании. В работе [61] предложено некоторое 
расширение модели PRAM-NUMA путем введения понятия «толстых» потоков управле-
ния, представляющих собой совокупность нитей управления, количество которых может 
меняться в ходе выполнения программы. Все нити одного «толстого» потока работают по 
схеме SIMD. Модель PRAM-NUMA ориентирована на многоядерные процессоры с нестан-
дартной архитектурой и не может применяться для большинства современных многопро-
цессорных систем, поставляемых на рынке высокопроизводительной вычислительной тех-
ники. 
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3. Многоуровневые модели с общей памятью 

Многоуровневые модели с общей памятью ориентированы на однородные многопро-
цессорные системы, в которых память делится на уровни с разным временем доступа [1]. 
Указанный класс моделей предназначен для более точной и реалистичной оценки времени 
доступа к памяти, организованной в виде иерархии уровней с монотонно возрастающими 
объемом памяти и временем доступа на каждом следующем уровне. Такие модели наибо-
лее подходят для задач, связанных с перемещением больших объемов данных между раз-
личными уровнями иерархической памяти. В большинстве случаев модели этого класса 
вводят дополнительное множество измеряемых системных параметров, которые исполь-
зуются затем в качестве параметров стоимостных функций для повышения точности по-
лучаемых оценок. 

Одной из первых последовательных моделей с многоуровневой памятью была модель 
HMM (Hierarchical Memory Model) [62]. HMM-компьютер содержит неограниченное 

количество регистров 1 2 3, , ,R R R , каждый из которых может содержать целое число 

(или значение другого типа в зависимости от задачи). Операции выполняются так же как 

в модели RAM [8], за исключением того, что доступ к регистру iR  требует logié ùê ú  единиц 

времени, в то время как выполнение любой операции занимает одну единицу времени. 
Очевидно, что P-сложная задача, выполняемая на RAM-компьютере за время ( )T n , мо-

жет быть выполнена на HMM-компьютере за время ( ( ) log )O T n n . 

Модель BT (Hierarchical Memory with Block Transfer) [63] расширяет модель 
HMM путем введения понятия блока, представляющего собой совокупность ячеек памяти 
с последовательными адресами. Время доступа к ячейке памяти с адресом x  определяется 
как ( )f x . Однако, время доступа к блоку ячеек [ , ]x l x-  составляет ( )f x l+ . В качестве 

функции f  могут фигурировать ( )f x a= , ( )f x xa=  и ( ) logf x x= , где a — некоторая 

константа. Арифметические операции, как и в модели RAM, занимают одну единицу вре-
мени. В соответствии с этим сложение двух чисел, хранящихся в ячейках памяти с адре-
сами x  и y, и сохранение результата в ячейке памяти с адресом z  занимает 

( ) ( ) 1 ( )f x f y f z+ + +  единиц времени на BT-компьютере. 

Еще одной ранней последовательной моделью вычислений для памяти с иерархиче-
ским доступом является модель LPM (Logarithmic Pipelined Model) [64]. Модель LPM 
предполагает, что доступ к m  последовательным ячейкам памяти занимает logm  единиц 

времени. Это предположение согласуется с технологией VLSI (Very Large Scale Integra-
tion) [65], предназначенной для создания проблемно-ориентированных сверхбольших мик-
росхем, включающих в себя ЦПУ, ПЗУ и ОЗУ. Логические вентили, с помощью которых 
осуществляется доступ к ячейкам памяти в VLSI системах, организуются обычно в виде 
древовидной структуры. В соответствии с этим доступ к m  последовательным ячейкам 
памяти не может быть осуществлен менее, чем за logm  шагов. 

Обобщением моделей HMM и BT является последовательная модель вычислений 
UMH (Uniform Memory Hierarchy) [66]. В рамках этой модели память представля-

ется в виде иерархии модулей 0 1, ,M M  . Например, 0M  может представлять реги-

стровую память, 1M  — кэш-память, 2M  — оперативную память и так далее. Каждый 
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Рис. 6. Параллельная модель иерархической памяти 

модуль памяти uM  характеризуется тремя параметрами: , ,u u us n l . Параметр us  обо-

значает количество ячеек памяти в одном блоке; un  — количество блоков в модуле; ul  — 

количество тактов, необходимых для копирования одного блока из uM  в 1uM +  или об-

ратно. Модель UMH обобщает модели HMM и BT в том смысле, что в модели UMH 

полагается: ,u un sa=  1u us sr+ = , ( )ul f ur=  для всех 0,1,u =  . Здесь a и r — положи-

тельные целочисленные константы, ( )f u  — функция, определяющая количество тактов, 

необходимых для копирования одной ячейки памяти из уровня uM  в уровень 1uM + . В 

качестве функции f  могут фигурировать, например, такие функции: ( ) 1f u = , ( )f u u=  

или ( ) uf u r= . В общем случае предполагается, что всегда имеет место неравенство 

( ) ( 1)f u f u£ + .  

Параллельные версии описанных многоуровневых моделей с общей памятью легко 
строятся путем репликации последовательной модели p раз. Модели P-HMM и 

P-BT [67] обобщают для параллельного случая модели HMM и BT соответственно. Па-
раллельная модель с иерархической памятью строится как совокупность HMM или BT-
компьютеров, объединенных соединительной сетью (см. рис. 6). 

При этом предполагается, что обмен данными по соединительной сети происходит 
через память уровня 0. Пропускная способность соединительной сети полагается такой, 
что сортировка массива, распределенного по модулям памяти уровня 0, выполняется за 
время (log )O P , где P  — количество процессоров в параллельной машине. Отметим, что 

в рамках современных представлений указанная модель является адекватной, если 
уровни 1,2, представляют внешнюю память. 

Модель UPMH (Uniform Parallel Memory Hierarchy) [66] является параллель-
ной версией модели UMH. UPMH — компьютер строится как совокупность UMH-машин, 
объединенных древовидной соединительной сетью. При этом для передачи сообщений ис-
пользуется память последнего уровня (самая медленная память). 

4. Одноуровневые модели с распределенной памятью 

Модели параллельных вычислений с распределенной памятью предполагают, что 
многопроцессорная вычислительная система строится как совокупность процессорных уз-
лов, соединенных высокоскоростной коммуникационной сетью, обеспечивающей передачу 
сообщений от одного процессора другому. При этом каждый процессорный узел имеет 
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свою собственную приватную память, недоступную для других узлов. В этом разделе 
дается краткое описание моделей параллельных вычислений BSP, LogP, их модификаций, 
а также некоторых других одноуровневых моделей для многопроцессорных систем с рас-
пределенной памятью. 

Модель BSP (Bulk-Synchronous Parallelism) была предложена Валиантом 
(Valiant) в работе [2]. Данная модель широко используется при разработке и анализе па-
раллельных алгоритмов и программ. BSP-компьютер представляет собой систему из K 

процессоров 1, , KP P , имеющих приватную память 1, , KM M , и соединенных сетью, 

позволяющей передавать данные от одного процессора другому (см. рис. 7). Для соеди-
нительной сети вводятся следующие характеристики: g — время, необходимое для пере-
дачи по сети одного машинного слова; L — время, необходимое для выполнения глобаль-
ной синхронизации. Мы будем предполагать, что время измеряется в машинных тактах. 
Моделирование передачи сообщений в BSP-компьютере реализуется с помощью понятия 
h-сессии. h-сессия является абстракцией произвольной коммуникационной операции, в 
ходе которой каждый процессор передает не более h машинных слов и получает не более 
h машинных слов. Время на выполнение одной h-сессии в BSP-компьютере не может пре-
вышать .h g⋅  

BSP-программа состоит из n потоков команд, каждый из которых назначается от-
дельному процессору, и делится на супершаги, которые выполняются последовательно 
относительно друг друга. Каждый супершаг, в свою очередь, включает в себя следующие 
четыре последовательных шага: 1) вычисления на каждом процессоре с использованием 
только локальных данных; 2) глобальная барьерная синхронизация; 3) пересылка данных 
от любого процессора любым другим процессорам путем выполнения одной h-сессии; 
4) глобальная барьерная синхронизация. Переданные данные становятся доступными для 
использования только после барьерной синхронизации. Пример BSP-программы из двух 
супершагов приведен на рис. 8. Жирными линиями обозначены локальные вычисления, 
тонкими линями со стрелками — пересылка данных. 

Стоимостная функция в модели BSP строится следующим образом [68, 69]. Пусть 
BSP-программа состоит из S супершагов. Предположим, что каждый процессор на i-том 
супершаге выполняет максимум wi тактов в ходе локальных вычислений. Тогда общее 

время it , затрачиваемое системой на выполнение i-того супершага, вычисляется по формуле 

   .i it w h g L     (3) 

Время T  выполнения всей программы определяется по формуле 

    ,T W h g S L S       (4) 

где 
1

S
ii

W w
=

= å . Значения W и S, как правило, зависят от количества процессоров K и 

от размера задачи.  
При проектировании BSP-программы значения K, g и L рассматриваются как конфи-

гурационные параметры многопроцессорной системы. Эффективный BSP-алгоритм дол-
жен минимизировать количество локальных вычислений, объем передаваемых данных и 
число глобальных синхронизаций при некоторых реалистичных значениях указанных па-
раметров. Основными принципами разработки BSP-программ являются следующие. 
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Рис. 7. BSP-компьютер Рис. 8. Вычислительный процесс BSP 

 Балансировка загрузки процессоров, позволяющая сократить максимальное время ло-
кальных вычислений. 

 Локальность данных, позволяющая сократить затраты на коммуникации. 
 Крупнозернистый параллелизм, позволяющая сократить затраты на коммуникации и 

глобальную синхронизацию. 

Балансировка загрузки процессоров касается и равномерного распределения вычис-
лительной нагрузки, и пропорционального распределения данных между процессорами. 
Принцип локальности данных говорит о том, что в локальной памяти процессора необхо-
димо хранить данные, к которым этот процессор обращается чаще всего. Крупнозерни-
стый параллелизм подразумевает разделение программы на крупные параллельные сек-
ции, каждая из которых выполняется на отдельном процессоре, содержит значительный 
объем вычислений и не предполагает обменов данными в ходе этих вычислений. Значения 
параметров g и L для соединительной сети конкретного компьютера могут быть получены 
путем бенчмаркинга (эталонного тестирования). Методика бенчмаркинга в контексте мо-
дели BSP описана в работе [70]. Там же можно найти полученные значения параметров 
для некоторых реальных многопроцессорных систем. 

В качестве примера рассмотрим простейший параллельный алгоритм, вычисляющий 
произведение квадратной матрицы A размера n n´  на вектор b размера n . Для решения 

задачи задействуем 1K n= +  процессоров: 0 1, , , nP P P . Строки матрицы A распределим 

по процессорам следующим образом: i-тая строка ia матрицы A будет храниться в памяти 

процессора iP  ( 1, , )i n=  . В память каждого процессора также поместим полный век-

тор b . Каждый процессор iP  параллельно выполняет умножение своей строки ia на век-

тор b и получает одно число. Это число пересылается процессору 0P , который формирует 

результирующий вектор. Таким образом, мы имеем BSP-алгоритм, состоящий из одного 

супер-шага. Умножение строки ia на вектор b состоит из n  операций умноже-ния и 1n-  

операций сложения. Следовательно, временные затраты на вычисления составят 
( ) ( 1) ( )w O n O n O n= + - » . Коммуникационные затраты составят gn в предположении, 

что h n= . Суммарные временные затраты, таким образом, составят ( )O n gn L+ + . 
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Рис. 9. BSPRAM-компьютер Рис. 10. Вычислительный процесс BSPRAM 

В работе [71] предлагается более сложный BSP-алгоритм умножения плотной мат-
рицы на вектор, вычислительная сложность которого при K n=  составляет 

( )O n g n L+ + . Основным недостатком модели BSP является то, что она предполагает 

передачу сообщений длиной в одно машинное слово и не учитывает тот факт, что пере-
дача h машинных слов в виде одного сообщения может быть более эффективной, чем 
передача h сообщений длиной в одно машинное слово. 

Модель BSPRAM (Bulk Synchronous Parallel Random Access Machine), 
предложенная в работах [72, 73], является вариацией моделей BSP и PRAM. 

BSPRAM-компьютер состоит из K  процессоров 1, , KP P , каждый из которых имеет свою 

локальную память 1, , KM M . В дополнение к этому имеется общая память, в равной 

мере доступная всем процессорам (см. рис. 9). Процессоры могут выполнять различные 
потоки команд. Вычислительный процесс в модели BSPRAM представляет собой после-
довательность супершагов (см. рис. 10). Супершаг включает в себя три фазы: «ввод», 
«счет» и «вывод». На фазе «ввод» процессоры читают данные из общей памяти; на фазе 
«вывод» процессоры пишут данные в общую память. Процессоры синхронизируются при 
переходе от текущего супершага к следующему; внутри супершага процессоры работают 
асинхронно. Указанный подход позволяет объединить преимущества моделей BSP и 
PRAM. 

Модель параллельных вычислений LogP была предложена группой авторов в 
работе [11] как некоторое усовершенствование модели BSP. В качестве критики модели 
BSP указывались следующие факторы. На каждом супершаге количество данных, обра-
батываемых одним процессором, должно быть примерно равным количеству слов, полу-
чаемых в ходе h-сеcсии, то есть h, что ограничивает зернистость параллелизма снизу. 
Далее, сообщения, передаваемые в конце выполнения супершага, не могут быть исполь-
зованы реципиентом до начала следующего супершага. И последнее, модель BSP предпо-
лагает аппаратную поддержку механизма глобальной синхронизации, однако большин-
ство многопроцессорных систем с распределенной памятью не имеют подобных аппарат-
ных средств. 

По аналогии с моделью BSP модель LogP предполагает, что компьютер состоит из 
процессорных модулей с приватной памятью, соединенных коммуникационной сетью. Ос-
новными стоимостными параметрами модели являются следующие. 
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L — (latency) верхняя граница латентности, представляющая собой время, необхо-
димое для передачи сообщения длиной в одно машинное слово от одного про-
цессорного модуля другому. 

o — (overhead) накладные расходы, представляемые как промежуток времени, в те-
чении которого процессорный модуль занят приемом или передачей сообщения; 
в это время процессорный модуль не может выполнять никакую другую работу. 

g — (gap) задержка, представляющая собой минимальное время между двумя по-
следовательными операциями чтения или передачи сообщений, выполняемыми 
процессорным модулем. 

P — количество процессорных модулей. 

При этом предполагается, что коммуникационная сеть имеет ограниченную пропуск-
ную способность, позволяющую каждому процессорному модулю получать или посылать 

одновременно не более /L gé ùê ú  сообщений. Если процессорный модуль пытается передать 

сообщение, перекрывающее этот лимит, то он переводится в состояние ожидания до тех 
пор, пока сообщение можно будет послать, не выходя за границу пропускной способности 
сети. Базовый вариант модели LogP предполагает, что все сообщения имеют небольшой 
размер (одно или небольшое количество машинных слов). Большие сообщения необхо-
димо фрагментировать. 

Время выполнения алгоритма в модели LogP определяется как максимум временных 
затрат среди всех процессорных модулей, участвующих в вычислениях. Время передачи 
одного короткого сообщения от одного процессорного модуля другому составляет 
o L o+ + . Время доступа к элементу данных, располагающемуся в памяти другого про-
цессорного модуля, будет равно 2 4L o+ . Для последовательной передачи n  сообщений 

между процессорными модулями 1P  и 2P  может быть организован конвейер, как это 

показано на рис. 11. В этом случае передача n  последовательных сообщений займет 
время, равное ( 1)n g o L o- + + +  [74]. 

Сильной стороной модели LogP является ее простота. Однако, эта простота иногда 
может приводить к недостаточно точному предсказательному моделированию производи-
тельности алгоритмов и программ. Очевидным недостатком модели LogP является огра-
ничение на размер сообщений. Попытка преодоления этого ограничения была сделана в 
ряде модификаций модели LogP, которые будут рассмотрены ниже. 

В работе [75] было предложено расширение модели LogP путем добавления нового 
параметра G  (Gap per Byte), задающего время, необходимое для передачи одного байта 
в составе длинного сообщения. Новая модель получила название LogGP. В модели LogGP 
время передачи сообщения длиной в m  байт вычисляется по следующей формуле: 

 ( 1) .nT o m G L o= + - + +  (5) 

Более радикальное расширение модели LogP предложено в статье [76], где описыва-
ется параметризованная модель PlogP, расширяющая модель LogP путем введения 
дополнительных параметров. Модель PlogP лучше учитывает особенности коммуникаци-
онного программного обеспечения такого, как MPI [77, 78]. Среди этих особенностей вы-
деляются следующие: 1) накладные расходы o  и задержка g в значительной мере зависят 
от размеров сообщения; 2) накладные расходы, связанные с посылкой и приемом сообще-
ния, могут существенно различаться, так как обработка асинхронно приходящих сообще-
ний требует принципиально иной реализации, чем синхронные вызовы операции посылки. 
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Рис. 11. Конвейерная передача сообщений  
в модели LogP 

Рис. 12. Передача сообщения  
в модели PLogP 

В соответствии с этим модель PLogP вместо параметров o  и g вводит следующие 
параметры, зависящие от длины m  сообщения: 

( )so m  — накладные расходы, связанные с посылкой сообщения длиной n. 

( )ro m  — накладные расходы, связанные с приемом сообщения длиной n. 

( )g m  — задержка между двумя последовательными операциями чтения или пере-

дачи сообщений длиной m. 
Семантика параметра L (латентность) также несколько меняется. В модели PLogP 

латентность L обозначает время, затрачиваемое на передачу первого бита сообщения. Па-
раметр P  имеет тот же смысл, что и в модели LogP. Моделирование посылки сообщения 
длиной m  между процессорными модулями P1 и P2 в метрике модели PLogP проиллю-
стрировано на рис. 12. Таким образом, время, затрачиваемое на передачу одного сообще-

ния длины m , составляет 1 ( )T L g m= + . 

Соотношения между параметрами моделей PLogP и LogP/LogGP приведены в 
табл. 1. При этом в качестве короткого сообщения берется один байт. Время передачи 
одного короткого сообщения в LogP/LogGP составляет o L o+ + . В модели PLogP это-

время равно (1)L g+ . Отсюда получается формула / (1).LogP LogGP PLogPo L o L g+ + = +

Подставляя вместо o  значение ( (1) (1)) / 2s ro o+ , получаем итоговое соотношение 

/ (1) (1) (1)LogP LogGP PLogP
s rL L g o o= + - - . 

 

Таблица 1 
Соотношения между LogP/LogGP и PLogP 

LogP/LogGP PLogP 
L (1) (1) (1)s rL g o o+ - -  

o  ( (1) (1)) / 2s ro o+  
g (1)g

G  ( ) /g m m  для 1m  

P P

Время 

P1 

P2 

L 

o 

o 

g 

g 

L 

o 

o 

L 

o 

o

L

o 

o

g g 

g g

Время

P1

P2
L

os(m)

or(m) 

g(m) 

g(m) 
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Рис. 13. Структура модели LogPQ 

В работе [79] была предложена модель параллельных вычислений LogPQ, рас-
ширяющая модель LogP путем введения дополнительных параметров, связанных с обслу-
живанием очередей при передачи сообщений: SQ — размер очереди посылки сообщений, 
RQ — размер очереди приема сообщений и TQ — размер очереди передачи сообщений 
(см. рис. 13). Длина сообщений в модели LogPQ, также, как и в LogP, является постоян-

ной и равна одному коммуникационному слову длиной cw . Длинные сообщения представ-

ляются в виде последовательности сообщений длиной в одно коммуникационное слово. 

При этом длина pw  машинного слова может не совпадать с cw . Соотношения между 

параметрами моделей LogPQ и LogP приведены в табл. 2, где /p cr w w= ; L — латент-

ность, представляющая собой время, необходимое для передачи сообщения длиной в одно 
коммуникационное слово; o  — накладные расходы, представляемые как промежуток вре-
мени, в течение которого процессорный модуль занят приемом или передачей сообщения; 
g — временной интервал между двумя последовательными передачами сообщений от од-

ного процессора другому. 
Максимальная пропускная способность соединительной сети в модели LogPQ оцени-

вается как /L g SQ RQê ú + +ë û . Модель LogP, таким образом, может рассматриваться как 

частный случай модели LogP при 1SQ TQ RQ= = = . В работе [80] модель LogPQ была 

использована для оценки времени выполнения параллельного алгоритма перемножения 
матриц размера n n´  на массивно-параллельном компьютере CM-5 [81]. Вычислительные 
эксперименты показали, что модель LogPQ более точно предсказывает реальное время 
выполнения программы по сравнению с LogP. Однако разница между двумя моделями 
оказалась существенной только для матриц небольшого размера ( 32n < ). Кроме этого, 
модель LogPQ оказалось сложно адаптировать к новым параллельным вычислительным 
архитектурам, и она не получила широкого распространения. 

Таблица 2 
Соответствие параметров LogPQ и LogP 

LogPQ LogP 
L ( 1)L o r g+ + -

o ( 1)o r g+ -
g rg

P  P

Процессор-
отправитель 

Процессор-
получатель

SQ 

Обмены с  
другими  

процессорами

RQ TQ

Коммуникационный линк 
Латентность=L 
Пропускная способность=L/g

o gзадержка=g o 

Очередь  
посылки  
сообщений 

Очередь  
передачи  
сообщений 

Очередь  
приема  

сообщений 
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Модель параллельных вычислений LogGPS, представленная в работе [82], рас-
ширяет модель LogGP путем введения дополнительного параметра S, отражающего за-
траты на синхронизацию. Фактически модель LogGPS явилась адаптацией модели LogPQ 
к особенностям коммуникационных протоколов библиотеки MPICH [83], представляющей 
собой переносимую реализацию стандарта MPI. Еще одним расширением модели LogGP 
является модель параллельных вычислений LoGPC [84, 85], которая учитывает накладные 
расходы, связанные с конфликтами, возникающими при обмене сообщениями в мульти-
процессоре с распределенной памятью, а также конвейерную передачу длинных сообще-
ний с использованием интерфейса DMA [86, 87]. Модель LoGPC является более точной 
по сравнению с LogGP, однако это достигается ценой значительного усложнения анализа 
алгоритмов. Кроме этого, LoGPC существенно зависит от аппаратных особенностей со-
единительной сети. 

5. Многоуровневые модели с распределенной памятью 

Модель параллельных вычислений lognP [88, 89] является расширением модели 
LogP. Модель lognP ориентирована на кластерные архитектуры, в которых передача со-
общений между узлами с иерархической памятью осуществляется с помощью программ-
ного обеспечения промежуточного слоя такого, как MPI. Кроме явных затрат на передачу 
сообщений, учитываемых моделью LogP, модель lognP учитывает также неявные затраты, 
связанные с передачами данных между различными уровнями иерархической памяти, 
которые выполняются программным обеспечением промежуточного слоя при организа-
ции пересылок между процессорными узлами. Экспериментально было показано, что в 
некоторых приложениях при передаче сильно фрагментированных данных большого объ-
ема неявные затраты могут в несколько раз превосходить явные затраты на пересылку 
типа точка-точка. Стоимостная метрика модели lognP базируется на следующих пяти па-
раметрах. 

l  — эффективная латентность (effective latency), определяемая как разница 
между временем, затрачиваемым процессором на передачу фрагментирован-
ных и нефрагментированных данных. Эффективная латентность может быть 
вычислена с помощью платформенно-зависимой функции ( , )f s d l= , где s  — 

длина одного сообщения при передаче массива, d — длина пропусков между 
единичными сообщениями в передаваемом массиве. 

o  — эффективные накладные расходы (effective overhead) определяются как время, 
затрачиваемое процессором на передачу единичного сообщения в случае не-
фрагментированных данных ( 1d = ). Эффективные накладные расходы могут 
быть вычислены с помощью платформенно-зависимой функции ( ,1)f s o= . 

g — (gap) задержка, представляющая собой минимальное время между двумя по-

следовательными операциями передачи сообщений. В модели lognP предпола-
гается, что g o= . 

n  — количество уровней иерархической памяти, используемых программным обес-
печением промежуточного слоя при передаче сообщений. Фактически n  опре-
деляет количество неявных обменов данными между различными уровнями 
иерархической памяти. 

P  — количество процессорных модулей. 
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Время, затрачиваемое на передачу одного сообщения в модели lognP определяется по 
формуле 

 
1 1

0 0

( ) ( ( ,1) ( , )).
n n

i i i i
i i

T o l f s f s d
- -

= =

= + = +å å  (6) 

Частным случаем модели lognP является модель log3P ( 3n = ), ориентированная на 
кластеры с SMP-узлами. В этом случае предыдущая формула преобразуется к виду 

 
2

0

( ).i i
i

T o l
=

= +å  

Заметим, что при 1n=  модель lognP эквивалентна модели Memory logP, представленной 
в более ранней работе [90]. 

Модель параллельных вычислений HiHCoHP (Hierarchical Hyper-Clusters 
of Heterogeneous Processors) [91, 92] ориентирована на моделирование многоуровне-

вых иерархических сетей из гетерогенных кластеров. На пути от отправителя sP  к адре-

сату rP  сообщение пересекает несколько уровней в иерархии сетей, упорядоченных по 

возрастанию отношения латентности к пропускной способности. Коммуникационная сто-

имость вычисляется как функция, зависящая от стоимостей ( )k
ss  и ( )k

rs  обработки сооб-

щения на уровне k, стоимостей ( )k
sp  и ( )k

rp  упаковки и распаковки каждого пакета сооб-

щения, и следующих трех параметров: 1) латентности ( )kl , которая включает в себя ла-

тентности уровней ниже k; 2) пропускной способности ( )kb , включающей в себя пропуск-

ную способность сетей более низкого уровня; 3) ширины канала ( )kk , вычисляемой как 
максимальное число пакетов, передаваемых за один такт по сети уровня k. Время пере-
дачи сообщения длиной m  вычисляется по формуле 

( )

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
k

pk k k k k
s s r rT m p p

b
s p l s p-= + + + + + , где p — количество процессов. Модель 

HiHCoHP также включает параметр ir , обозначающий процессорное время, затрачивае-

мое узлом iP  на выполнение единичного объема вычислений. 

Модель параллельных вычислений D-BSP (Decomposable Bulk Synchronous 
Parallel) [17] является расширением модели BSP. Модель D-BSP представляет много-
процессорную вычислительную систему как совокупность кластеров, каждый из которых 
имеет свою внутреннюю соединительную сеть, характеризующуюся определенной про-
пускной способностью и задержкой при передаче сообщений. Общее количество n  процес-
соров в системе предполагается равным степени числа два. Для фиксированного i , та-

кого, что 20 logi n£ £ , n  процессоров делятся на 2 i  непересекающихся i-кластеров 
( ) ( )
0 2 1
, , i

i iC C
-

  по 2in  процессоров в каждом. Процессоры каждого i-кластера могут обме-

ниваться сообщениями независимо от остальных. Структура D-BSP машины формиру-

ется как бинарное дерево высоты 2log n , узлами которого являются i-кластеры. Указанное 

бинарное дерево обладает следующими свойствами: кластер 2log n
jC  содержит только один 

процессор jP  ( 0 j n£ < ); ( ) ( 1) ( 1)
2 2 1

i i i
j j jC C C+ +

+= È  для 20 logi n£ <  и 0 2ij£ < . Выполне-
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ние программы в модели D-BSP состоит из последовательности мегашагов. Каждый ме-

гашаг представляет собой последовательность 21 log n+  супершагов. В рамках i-того су-

першага процессоры выполняют некоторые вычисления и обмениваются данными исклю-
чительно в пределах их собственного i-кластера. В финале i-того супершага в каждом 
i-кластере выполняется барьерная синхронизация. Если на i-том супершаге каждый про-
цессор выполняет не более w операций и передает или получает не более h сообщений, то 

время выполнения этого супершага оценивается по формуле i iw hg l+ + , где ig — за-

держка, а il  — латентность для i-того уровня. 

В работе [93] предлагается модель параллельных вычислений HLogGP 
(Heterogeneous LogGP), являющаяся расширением модели LogGP и ориентированная 
на гетерогенные вычислительные кластеры. Модель HLogGP допускает наличие в кла-
стере вычислительных узлов, имеющих различающиеся процессоры, модули памяти и се-
тевые адаптеры. Основная идея — заменить скалярные параметры на векторы и матрицы 
для учета специфики разнородных узлов кластерной вычислительной системы. Для мо-
делирования гетерогенной вычислительной системы с M  узлами вводится пять парамет-
ров: латентность L и байтовая задержка G  представляют собой матрицы размера ;M M´
величина накладных расходов o , задержка между сообщениями g и вычислительная 
мощность P  являются векторами длины M . Если все эти параметры определены с до-
статочной точностью, модель HLogGP может достоверно предсказывать производитель-
ность параллельных алгоритмов, в которых коммуникационные затраты превалируют над 
вычислительными. 

Модель параллельных вычислений LogfP, предложенная в [94], расширяет мо-
дель LogP на кластерные вычислительные системы, построенные с использованием соеди-
нительной сети InfiniBand [95]. Модель LogfP предполагает, что первые f  коротких сооб-

щений передаются с нулевыми накладными расходами. Способность InfiniBand мгновенно 
пересылать сразу несколько коротких сообщений (в количестве, не превышающем ,f  по-

сле чего начинает наблюдаться замедление) обнуляет параметр g. Более того, использо-
вание в сети InfiniBand технологии RDMA (Remote Direct Memory Access) при передаче 

сообщений делает неадекватным параметр Ro , определяющий накладные расходы на сто-

роне получателя. Параметры модели LogfP замеряются с помощью эталонного теста RTT 
(Round-Trip Time) по схеме 1 : P  — : 1P . Модель LogfP позволяет повысить оценку 
производительности барьерной синхронизации на 40% по сравнению с другими извест-
ными моделями. 

Модель параллельных вычислений PLP [96] ориентирована на иерархические 
гетерогенные вычислительные системы с однопроцессорными узлами и соединительной 
сетью Ethernet. Время передачи сообщения длиной m  байт по схеме точка-точка вычис-

ляется по формуле ( ) s rT m L P P= + + . Параметры sP  и rP  задают время, затрачивае-

мое процессорами отправителя и получателя на организацию передачи сообщения. Эти 
параметры в свою очередь зависят от физических параметров конкретных процессоров. 

Латентность L определяется следующим образом: ( 1) tL n G L= - + , где G  — межкад-

ровая задержка при отправке n  последовательных Ethernet-кадров, на которые разбива-

ется сообщение, и tL  — латентность при кадровой передаче. 
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Модель PLP применима как для обменов типа точка-точка, так и для коллективных ком-
муникаций. 

Модель параллельных вычислений LogGOPS, предложенная в работе [97], 
представляет собой расширение модели LogGPS и предназначена для оценки масштаби-
руемости параллельных алгоритмов, ориентированных на большие вычислительные си-
стемы, работающие под управлением MPI. Согласно этой модели, стоимость передачи 
сообщения длиной m  байт составляет 2 ( 1) ( 1)o L m O m G+ + - + - . Параметры , ,o L G  

имеют тот же смысл, что и в модели LogGPS. Параметр O  является специфичным для 
модели LogGOPS и обозначает накладные расходы в пересчете на байт. Модель LogGOPS 
применяется для линейных коммуникаций типа scatter (один посылает всем) и gather 
(один получает от всех), для широковещательных коммуникаций на основе бинарного 
дерева и для распределенных коммуникаций, включающих в себя схему «всем от всех» и 
барьерную синхронизацию. 

Модель параллельных вычислений LogGPH [12] является расширением модели LogGP 
и ориентирована на многопроцессорные системы, построенные на основе иерархии соеди-
нительных сетей. Для каждого уровня в сетевой иерархии вводится свой вектор парамет-
ров. Два процесса, запущенные на одном процессоре, взаимодействуют на уровне 1 и пе-
редают друг другу сообщения через общую память. Процессы, запущенные на разных 
процессорах одного узла, взаимодействуют на уровне 2. Процессы, запущенные на разных 
процессорных узлах, взаимодействуют на уровне 3, обмениваясь сообщениями через со-
единительную сеть. Время передачи сообщения длины m  на сетевом уровне i  вычисля-

ется по формуле ( ) 2 ( 1)i i i iT m o m G L= + - + . 

В работе [98] предложена модель параллельных вычислений Multi-BSP, расширяющая 
модель BSP в двух направлениях. Первое, Multi-BSP является иерархической моделью с 
произвольным количеством уровней, отражающих реальные технические особенности 
иерархической памяти и различных уровней кэш-памяти современных многопроцессор-
ных систем. Второе, в качестве дополнительного параметра Multi-BSP включает в себя 
объем памяти на каждом уровне. Для каждого уровня i  в иерархии вводится вектор 

параметров ( , , , )i i i ip g L m , где ip  — количество процессоров, ig — задержка при передаче 

сообщения, iL  — затраты на синхронизацию, im  — объем памяти/кэша. Для системы, 

включающей в себя d уровней, общее количество процессоров вычисляется по формуле 

1

d
d ii
P p

=
=  , суммарный объем памяти вычисляется по фор-

муле 1

11

d d
d d i jj ii

M m m p
-

= +=
= + å  , суммарная задержка вычисляется по формуле 

1

d
d ii
G g

=
= å . 

Модель mlognP [99, 100] является расширением модели lognP, ориентированным на 
вычислительные кластеры с многоядерными процессорами. Иерархию n-уровневой па-
мяти, введенную в модели lognP, авторы модели mlognP называют вертикальной. Допол-
нительно они вводят горизонтальную m-уровневую иерархию каналов передачи данных. 
По каналу нулевого уровня происходит обмен данными между ядрами одного процессора, 
канал первого уровня используется для обмена данными между ядрами разных процес-
соров одного процессорного узла, канал второго уровня — для обмена данными между 
ядрами разных процессорных узлов, и так далее. В соответствии с этим стоимость пере-
дачи сообщения на горизонтальном уровне i  вычисляется по формуле 
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      (7) 

где семантика всех параметров с точностью до горизонтального уровня наследуется от 
модели lognP. 

Модель параллельных вычислений SLOWER, предложенная в работе [101], 
ориентирована на экзамасштабные вычислительные системы. Главной целью модели 
SLOWER является оценка производительности P  вычислительной системы, которая вы-
числяется по формуле 

 ( , , ) ( ) ( ) ( ),P e L O W s S E a Rm= ´ ´ ´  (8) 

где e  обозначает эффективность (0 1)e< < , L — латентность, O  — накладные рас-

ходы, W  — задержка, вызванная ожиданием доступа к разделяемым ресурсам, s  — 
степень параллелизма, S — мера недозагрузки, m — скорость выполнения потока машин-

ных команд, E  потребление энергии, a  — доступность, R  — надежность. Формула (8) 
включает в себя критические с точки зрения модели SLOWER параметры и показывает 
их взаимное влияние на общую производительность системы. По мнению авторов модели 
SLOWER эффективность e  и доступность a  не оказывают значительного влияния на 
общую производительность системы. Мера доступности a  отражает эксплуатационные 
проблемы, препятствующие способности системы выполнять реальную вычислительную 
работу. Она зависит от параметра R , определяющего среднее время между отказами 
системы. Пиковая скорость выполнения потока машинных команд m зависит от тактовой 

частоты, которая в определенном диапазоне прямо пропорциональна энергопотребле-
нию E . Степень параллелизма s  определяется количеством процессорных ядер, одно-
временно выделяемых для решения задачи. Мера недозагрузки S вычисляется как отно-
шение времени простоя процессорного ядра ко времени его работы при решении задачи. 
Недозагруженность возникает либо когда процессорное ядро простаивает в ожидании ра-
боты или необходимых данных, либо в результате дисбаланса в распределении вычисли-
тельной работы между процессорными ядрами. Эффективность e  вычислительной си-
стемы определяется как отношение скорости непрерывного выполнения машинных ко-
манд к пиковой скорости. Как следует из формулы (8), на эффективность влияет следу-
ющий ряд факторов. Латентность L представляет собой время, необходимое для инициа-
лизации доступа к удаленным данным или сервисам в незагруженной системе. За-
держка W  (ожидание отложенного доступа) возникает из-за конфликта доступа к раз-
деляемым логическим или физическим ресурсам в загруженной системе. Накладные рас-
ходы O  включают в себя процессорное время, которое тратится на управление парал-
лельными ресурсами и диспетчеризацию процессов. Модель SLOWER может применяться 
к широкому классу вычислительных систем экзафлопсного уровня производительности, 
однако в настоящее время отсутствует математическая формализация этой модели. 

Модель параллельных вычислений HLognGP (Heterogeneous LognGP), пред-
ложенная в работе [13], развивает идеи, заложенные в моделях LogGP и lognP. Модель 
HLognGP ориентирована на кластерные вычислительные системы с графическими уско-
рителями [26]. Модель HLognGP предполагает, что передача данных в ГПУ-кластере мо-
жет происходить на трех различных уровнях: через оперативную память, через шину PCI 
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и через соединительную сеть. В общем случае полагается, что количество таких атомар-
ных коммуникационных уровней равно некоторой положительной константе n . В соот-
ветствии с этим стоимостная метрика модели HLognGP строится на основе следующих 
шести параметров: 

n  — количество атомарных уровней при передаче сообщения от одного процессор-
ного узла другому; 

L — латентность, представляющая собой вектор латентностей 1( , , )nl l  для различ-

ных атомарных коммуникационных уровней; 
o  — накладные расходы, представляющие собой вектор накладных расходов 

1( , , )no o  для каждого атомарного коммуникационного уровня; 

g — (gap) задержка, представляющая собой вектор 1( , , )ng g , определяющий для 

каждого атомарного коммуникационного уровня минимальное время между 
двумя последовательными операциями передачи сообщений; 

G  — (gap per byte) задержка на байт, представляющая собой вектор 1( , , ),nG G
определяющий для каждого атомарного коммуникационного уровня время, не-
обходимое для передачи одного байта в составе длинного сообщения; 

P  — вычислительная производительность, представляющая собой пару 

( ), ,C GP P  определяющую производительность ЦПУ и ГПУ соответственно. 

Частный вид модели HLog3GP имеет три атомарных коммуникационных уровня и 
соответствует ГПУ- кластерам. В этом случае время, необходимое для передачи одного 
сообщения между процессорными узлами, оценивается по формуле 

 
3

1

2max( , ) ( 1) ,comm k k k k
k

T L o g s G
=

= + + -å  (9) 

где s  обозначает длину сообщения в байтах. 
Модель параллельных вычислений MBSP (Multi-memory BSP) [102] явля-

ется расширением модели BSP и ориентирована на многопроцессорные системы с много-
уровневой иерархической памятью и многоядерными процессорами. Стоимостная мет-
рика модели MBSP базируется на семи параметрах ( , , , , , , )p l g m L G M , где параметры 

( , , )p l g  наследуются от модели BSP, а ( , , , )m L G M  являются новыми параметрами, спе-

цифицирующими иерархическую память. Параметр M  задает объем приватной «быст-
рой» памяти, имеющейся у каждого процессора. Параметр m  задает объем «медленной» 
памяти, доступной всем ядрам процессорного узла. Стоимость доступа к медленной па-
мяти определяется парой ( , )L G . Параметр G  определяет время доступа к медленной 

памяти в пересчете на одно машинное слово. Параметр L задает латентность при обменах 
с медленной памятью. Время выполнения супершага вычисляется следующим образом: 
max( , )l L w gh Gb+ + + , где w — максимальное время вычислений, выполняемых одним 

процессорном, h — максимальный размер сообщения, передаваемого или получаемого 
процессором, и b — максимальный объем обменов с медленной памятью, выполняемых 
одним процессором в ходе супершага. 
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Рис. 14. Иерархия памяти в ГПУ с архитектурой Kepler 

В работе [103] предложено расширение модели BSP для ГПУ под управлением 
CUDA (далее для краткости — CUDABSP). Модель CUDABSP ориентирована на пред-
сказание времени выполнения CUDA-программы на кластерных вычислительных систе-
мах с графическими ускорителями архитектуры Kepler (см. рис. 14) на основе оценок 
затрат на коммуникации и вычисления, которые выполняются независимо. Время, расхо-
дуемое на вычисления, в свою очередь, оценивается на основе работы одного процессор-
ного ядра и вычисляется по формуле 

 ( )
,DRAM GPUM

k

t Comp Comm Comm
T

R P l
⋅ + +

=
⋅ ⋅

 (10) 

где t  — количество нитей, выполняемых на ядре, Comp  — время, расходуемое нитью на 

вычисления, DRAMComm  — затраты на обмены с локальной памятью DRAM процессор-

ного узла, GPUMComm  — затраты на обмены с памятью ГПУ, R  — тактовая частота, 

P  — количество ядер в ГПУ, l — положительное число, больше либо равное единицы, 
моделирующее эффект аппаратной оптимизации. Затраты на глобальные коммуникации 
оцениваются также, как в модели BSP. 

6. Другие обзоры 

Одним из первых обзоров моделей параллельных вычислений была работа [104], опуб-
ликованная Маггсом (Maggs), Матесоном (Matheson) и Тарьяном (Tarjan) в 1995 г. В дан-
ном обзоре рассматриваются модели как для общей, так и для распределенной памяти, 
включая модели PRAM, BSP, P-HMM, P-BT и некоторые другие. 

Скилликорн (Skillicorn) и Талья (Talia) в обзоре [9] 1998 года рассматривают средства 
параллельного программирования в целом, включая сюда, помимо моделей, языки, 
фреймворки и технологии параллельного программирования. Они формулируют требо-
вания к инструментам параллельных вычислений (легкость программирования, легкость 
понимания, архитектурная независимость, гарантированная производительность, нали-
чие стоимостных метрик и др.) и затем в контексте этих требований рассматривают ши-
рокий спектр известных инструментов, включая формализм Бирда—Мертенса, языки 
программирования Haskell, параллельный Prolog, Modula 3*, Occam, Linda, математиче-
ские модели параллельных вычислений BSP, LogP, PRAM, библиотеки PVM, MPI и мно-
гие другие инструменты. 
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ГПУ 
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Кэш L2 
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Грама (Grama), Кумар (Kumar), Ранка (Ranka) и Сингх (Singh) в 2001 году опубли-
ковали обзор [35], в котором предложили свою иерархическую таксономию моделей па-
раллельных вычислений в виде бинарного дерева. На верхнем уровне они поставили сле-
дующие два класса: «p-ported global memory» (общая память с параллельным многока-
нальным доступом) и «p-single ported memories» (распределенная память, состоящая из 
блоков с одноканальным доступом). Каждый из этих классов делится на два подкласса: 
«Bulk Access Locality» (блочный доступ к участку памяти) и «No Bulk Access Locality» 
(отсутствие блочного доступа к участку памяти). Блочный доступ к участку памяти пред-
полагает наличие механизма передачи длинной последовательности байт, характеризую-
щегося наличием латентности, предшествующей реальной пересылке данных. На третьем 
уровне иерархии вводится еще два субкласса: «No Data Volume Locality» (отсутствие раз-
ницы во времени доступа к различным областям памяти) и «Data Volume Locality» (нали-
чие разницы во времени доступа к различным областям памяти). Далее авторы рассмат-
ривают и классифицируют известные модели параллельных вычислений. К настоящему 
времени этот обзор, однако, устарел, так как в нем отсутствуют модели, ориентированные 
на современные кластерные вычислительные системы с многоядерными ускорителями. 

Обзор [1], опубликованный Жангом (Zhang), Ченом (Chen), Суном (Sun) и Миао 
(Miao) в 2007 г., является обновленной версией обзора [104]. Авторы разбивают все модели 
параллельных вычислений на три класса: модели с общей памятью, модели с распреде-
ленной памятью и модели с иерархической памятью. К моделям с общей памятью они 
относят PRAM, YPRAM и HPRAM. В класс моделей с распределенной памятью попадают 
BSP, BSPRAM, LogP, LogGP и некоторые другие. Под системами с иерархической памя-
тью авторы понимают однопроцессорные и многопроцессорные системы с многоуровневой 
памятью, в которых доступ к каждому уровню различается по времени. В качестве таких 
уровней могут фигурировать регистровая память, кэш первого уровня, кэш второго 
уровня, память DRAM и так далее. К моделям с иерархической памятью авторы обзора 
отнесли такие разные модели, как P-HMM, UPMH, lognP, LogP-HMM и др. Данный под-
ход к классификации моделей параллельных вычислений представляется не вполне кор-
ректным, так как измерения «общая — разделяемая память» и «одноуровневая — мно-
гоуровневая память» являются ортогональными. 

Наиболее свежим является обзор [105] группы авторов (Rico-Gallego, Díaz-Martín, 
Manumachu, Lastovetsky), опубликованный в «ACM Computing Surveys» в 2019 г. Указан-
ный обзор включает в себя 25 различных моделей параллельных вычислений, которые 
классифицируются по целевым аппаратным платформам (кластеры с однопроцессорными 
узлами, кластеры с гетерогенными узлами и гомогенной соединительной сетью, гетеро-
генные кластеры, системы на основе двухмерной соединительной сети, Myrinet-кластеры, 
многоуровневые гетерогенные кластеризованные грид-системы, многопроцессорные си-
стемы с сетью lnfiniband, иерархические кластеры) и по следующим типам: оригиналь-
ность (основополагающие модели; производные модели), параметризация (модели, учи-
тывающие параметры аппаратной платформы; модели, учитывающие параметры про-
граммного обеспечения промежуточного слоя), универсальность (платформенно-зависи-
мые модели; платформенно-независимые модели). К недостаткам данного обзора следует 
отнести то, что авторы концентрируются на аспектах, связанных с затратами на комму-
никации, отдавая предпочтение моделям, ориентированным на приложения, в которых 
затраты на коммуникации превалируют над затратами на вычисления. 
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Заключение 

В данном обзоре сделана попытка рассмотреть и классифицировать все значимые 
модели параллельных вычислений, известные к настоящему моменту. Рассмотрены ас-
пекты, связанные как с оценкой времени вычислений, так и с оценкой затрат на межпро-
цессорные коммуникации. Вместе с непрерывным усложнением архитектур современных 
многопроцессорных систем неизбежно растет сложность параллельных вычислительных 
моделей, стремящихся как можно более точно предсказать время выполнения параллель-
ного алгоритма на целевой аппаратной платформе. Однако сложные модели трудно ис-
пользовать на практике. С другой стороны, простые классические модели типа BSP или 
LogP уже не могут обеспечить достаточную адекватность применительно к современным 
вычислительным кластерам и другим многопроцессорным платформам. Возможный вы-
ход из сложившейся ситуации заключается в том, что для создания современных простых 
и адекватных моделей параллельных вычислений необходимо ограничивать не только 
класс аппаратной платформы, но и класс алгоритмов, для которых предназначена мо-
дель. 
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This survey aims to present the state of the art in analytic parallel computation models, providing sufficiently 

detailed descriptions of particularly noteworthy efforts. Such models allow predicting the computation time, 
speedup, efficiency and scalability of parallel algorithms for various target multiprocessor platforms. Modeling the 
cost of computations and communications in multiprocessor systems is an important and challenging problem. It 
provides insights into the design of the parallel algorithms for optimization of their deployment in the increasingly 
complex high-performance computing. The survey shows the evolution of parallel computing models inspired by the 
evolution of multiprocessor systems, from single-level models with shared memory to multi-level hierarchical models 
with distributed memory, which correspond to multicore clusters. The review concludes with prospective directions 
for further research in the area of developing mathematical models for parallel computing. 
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