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Представлена система дифференциальных уравнений в частных производных, являющаяся математиче-
ской моделью химически активной системы (орегонатора) с диффузионным типом связи между компонен-
тами. Актуальность исследования систем с диффузией связана с проблемой происхождения и формирования 
пространственных структур в химических, биологических, экологических системах. Записаны уравнения для 
стационарного состояния системы. Осуществлен переход от исходной системы дифференциальных уравнений 
к системе дифференциальных уравнений в возмущениях. Разработаны вычислительные алгоритмы для рас-
чета параметров модели орегонатора. Проведены численные исследования представленной модели в пакете 
MATLAB. Рассчитаны стационарные состояния орегонатора для различных значений стехиометрического 
коэффициента, отвечающие физическому смыслу процесса. Стехиометрический коэффициент является би-
фуркационным параметром системы и каждому его значению соответствует единственное положительное 
стационарное решение. Выведено дисперсионное уравнение. Критерием неустойчивости являются положи-
тельные значения как скорости роста, так и частоты возмущений в орегонаторе. Осуществлено численное 
моделирование устойчивости стационарного состояния по отношению к возмущениям. Выявлены два типа 
неустойчивости в орегонаторе: смена устойчивости и колебательная неустойчивость. Результаты вычисли-
тельных экспериментов показали, что диффузия компонентов порождает более неустойчивые моды с волно-
выми числами, отличными от нуля. Это свидетельствует о дополнительной диффузионной неустойчивости, 
являющейся механизмом образования пространственных структур. 
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Введение 
Колебательные реакции Белоусова—Жаботинского являются базовыми моделями 

для исследования процессов самоорганизации, включая образование неоднородных по 
пространству распределений концентраций реагирующих веществ в химических, биохи-
мических, экологических системах и инженерных приложениях [1-6]. Наиболее известной 
моделью является орегонатор [8], который представляет собой систему трех обыкновен-
ных дифференциальных уравнений для концентраций компонентов. В данной статье 
представлена математическая модель орегонатора как система трех дифференциальных 
уравнений в частных производных с учетом диффузии компонентов. 

Механизм реакции модели Белоусова—Жаботинского обоснован учеными Р. Филдом, 
Е. Кёросом, Р. Нойесом [9-12] и получил название ФКН-механизма. Разработка хорошо 
обоснованного механизма реакции Белоусова—Жаботинского обеспечила основу как для 
теоретических, так и для экспериментальных исследований. 

Работы в изучении реакции Белоусова—Жаботинского направлены на уточнение ки-
нетических констант модели орегонатор [5, 6], численное моделирование ее стационарных 
состояний и колебательных режимов [7, 8, 13, 14]. 
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Целью работы является численное исследование ФКН-модели орегонатора, изучение 
влияния стехиометрического коэффициента, диффузии компонентов на неустойчивые ре-
жимы орегонатора. Для достижения этой цели решены следующие задачи: 
‒ разработан алгоритм расчета параметров модели с учетом диффузии компонентов; 
‒ по результатам экспериментальных данных авторов модели [11] рассчитаны стацио-

нарные состояния исследуемой системы; 
‒ выведено дисперсионное уравнение, численно исследованы неустойчивые режимы 

орегонатора с учетом диффузии компонентов. 
Статья организована следующим образом. В разделе 1 представлена математическая мо-

дель орегонатора с учетом диффузии компонентов, а также записана система уравнений для 
стационарного состояния в зависимости от различных значений стехиометрического коэф-
фициента. В разделе 2 осуществлен вывод дисперсионного уравнения, разработаны вычисли-
тельные алгоритмы с целью численного исследования развития возмущений в исследуемой 
системе. В разделе 3 представлены проведенные в пакете MATLAB вычислительные экспе-
рименты по нахождению неустойчивых параметров орегонатора. В заключении отражены 
результаты вычислительных экспериментов для неустойчивых режимов орегонатора. 

1. Математическая модель орегонатора 
Математическая модель орегонатора, описывающая изменение во времени концентра-

ции промежуточных продуктов 𝑋, 𝑌, 𝑍 с учетом диффузии компонентов, имеет вид [8, 13]: 
𝜕𝑋
𝜕𝑡

= 𝑘)𝐴𝑌 − 𝑘,𝑋𝑌 + 𝑘.𝐴𝑋 − 2𝑘0𝑋, + 𝐷2
𝜕,𝑋
𝜕𝜉,

, 

 
𝜕𝑌
𝜕𝑡

= −𝑘)𝐴𝑌 − 𝑘,𝑋𝑌 + 𝑓𝑘6𝑍 + 𝐷7
𝜕,𝑌
𝜕𝜉,

, (1) 

𝜕𝑍
𝜕𝑡

= 𝑘.𝐴𝑋 − 𝑘6𝑍 + 𝐷8
𝜕,𝑍
𝜕𝜉,

, 

где 𝑋 — концентрация бромистой кислоты 𝐻𝐵𝑟𝑂,; 𝑌 — концентрация бромида 𝐵𝑟=); 𝑍 —
концентрация церия 𝐶𝑒0@; 𝐴 — бромат-ион 𝐵𝑟𝑂.=; параметр модели 𝑓 — стехиометриче-
ский коэффициент; 𝑘A — константы скоростей прямых реакций; 𝐷2, 𝐷7,𝐷8 — коэффици-
енты диффузии компонентов. 

Однородное стационарное состояние системы (1) определяется следующим образом: 

𝑘)𝐴𝑌B − 𝑘,𝑋B𝑌B + 𝑘.𝐴𝑋B − 2𝑘0𝑋B, = 0, 

−𝑘)𝐴𝑌B − 𝑘,𝑋B𝑌B + 𝑓𝑘6𝑍B = 0,    (2) 
𝑘.𝐴𝑋B − 𝑘6𝑍B = 0. 

Стационарные состояния системы 𝑋B > 0, 𝑌B > 0, 𝑍B > 0 для различных значений сте-
хиометрического коэффициента представлены в табл. 1. 

Таблица 1 
Стационарные состояния системы 

𝒇 𝑿𝟎 ∙ 𝟏𝟎=𝟖 𝒀𝟎 ∙ 𝟏𝟎=𝟏𝟕 𝒁𝟎 ∙ 𝟏𝟎=𝟏𝟑 
0,1500 0,1811 0,0068 0,2282 
0,2500 0,1969 0,0122 0,2481 
0,3500 0,2126 0,0190 0,2679 
0,4500 0,2284 0,0271 0,2878 
0,5500 0,2441 0,0352 0,3076 
0,6500 0,2599 0,0443 0,3274 
0,7500 0,2756 0,0535 0,3473 
0,8500 0,2914 0,0644 0,3671 
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Зависимости стационарных решений системы (2) от значений стехиометрического ко-
эффициента представлены на рис. 1. Увеличение значения 𝑓 приводит к увеличению зна-
чений концентраций веществ. Причем для переменных 𝑋	и 𝑍 выражаются линейными 
зависимостями, а для переменной 𝑌 — нелинейными. 

 
а)	𝑋B 

 
б)	𝑌B 

 
в)	𝑍B 

Рис. 1. Зависимость стационарных решений от стехиометрического коэффициента 𝑓	

2. Моделирование развития возмущений в орегонаторе 
Представим в системе (1) 𝑋 = 𝑋B + 𝑥, 	𝑌 = 𝑌B + 𝑦, 	𝑍 = 𝑍B + 𝑧, где 𝑥, 𝑦, 𝑧 — возмуще-

ния, и перейдем к системе дифференциальных уравнений в возмущениях с учетом диф-
фузии компонентов [8, 13]: 

𝜕𝑥
𝜕𝑡

= 𝑎)𝑥 + 𝑎,𝑦 + 𝑎.𝑥𝑦 + 𝑎0𝑥, + 𝐷T
𝜕,𝑥
𝜕𝜉,

, 

 𝜕𝑦
𝜕𝑡

= 𝑏)𝑦 + 𝑏,𝑥 + 𝑏.𝑧 + 𝑏0𝑥𝑦 + 𝐷V
𝜕,𝑦
𝜕𝜉,

, (3) 

𝜕𝑧
𝜕𝑡
= 𝑐)𝑥 + 𝑐,𝑧 + 𝐷X

𝜕,𝑧
𝜕𝜉,

, 

где коэффициенты системы имеют вид: 

𝑎) = −𝑘,𝑌B + 𝑘.𝐴 − 4𝑘0𝑋B, 𝑎, = 𝑘)𝐴 − 𝑘,𝑋B, 𝑎. = −𝑘,, 𝑎0 = −2𝑘0, 

𝑏) = −𝑘)𝐴 − 𝑘,𝑋B, 𝑏, = −𝑘,𝑌B, 𝑏. = 𝑓𝑘6, 𝑏0 = −𝑘,, 

𝑐) = 𝑘.𝐴, 𝑐, = −𝑘6. 

Численное моделирование неустойчивых режимов орегонатора
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Из системы (3) выведем дисперсионное уравнение, исследуя устойчивость стационар-
ного состояния по отношению к возмущениям 

𝑥(𝜉, 𝑡) = 𝑒]^=_`, 
 

a
𝑎) + 𝑖𝜔 − 𝑘,𝐷T 𝑎, 0

𝑏, 𝑏) + 𝑖𝜔 − 𝑘,𝐷V 𝑏.
𝑐) 0 𝑐, + 𝑖𝜔 − 𝑘,𝐷X

a = 0. (4) 

Раскрыв определитель (4), получим дисперсионное уравнение 

 𝜔. − 𝑖𝑝)𝜔, + 𝑝,𝜔 − 𝑖𝑝. = 0, (5) 

где 𝜔 = 𝜔e + 𝑖𝜔A; 
𝜔e — частота возмущений; 𝜔A — скорость роста возмущений; k — волновое число; 
𝑝) = 𝑎) + 𝑏) + 𝑐, − 𝑘,f𝐷T + 𝐷V + 𝐷Xg; 
𝑝, = h𝑎) + 𝑏) − 𝑘,f𝐷T + 𝐷Vgi (𝑐, − 𝑘,𝐷X) + (𝑎) − 𝑘,𝐷T)f𝑏) − 𝑘,𝐷Vg − 𝑎,𝑏,; 
𝑝. = (𝑎) − 𝑘,𝐷T)f𝑏) − 𝑘,𝐷Vg(𝑐, − 𝑘,𝐷X) + 𝑎,𝑏.𝑐) − 𝑎,𝑏,(𝑐, − 𝑘,𝐷X). 

Критерием неустойчивости исследуемой системы являются условия: 𝜔A > 0 и хотя бы 
один корень уравнения (5) должен иметь положительную действительную часть. Разра-
ботан алгоритм вычисления корней дисперсионного уравнения (5). 

Алгоритм включает в себя следующие шаги: 
Шаг 1. Инициализация параметров системы. 
Шаг 2. Создание таблицы стационарных решений. 
Шаг 3. В цикле по волновому числу k расчет коэффициентов дисперсионного уравнения (5). 
Шаг 4. Решение дисперсионного уравнения (5) и выбор корней. 

3. Вычислительные эксперименты 
В сответствии с алгоритмом в пакете MATLAB написана программа вычисления ча-

стоты и скорости роста возмущений для различных значений параметра 𝑓 и коэффици-
ентов диффузии модели (3). Проведена серия вычислительных экспериментов по выделе-
нию неустойчивых режимов в орегонаторе для значений коэффициентов диффузии  
𝐷T = 0,008;	𝐷V = 0,016; 𝐷X = 0,00001. Обнаружены различные типы неустойчивости оре-
гонатора. На рис. 2 представлена зависимость частоты от волнового числа для параметра  
𝑓 = 0,15 для различных типов неустойчивости. 

 
Рис. 2. Зависимость частоты возмущений от волнового числа 
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Из рис. 2 видно, что частота принимает положительные, отрицательные и нулевые 
значения для различных волновых чисел. Для 𝜔e < 0 такой режим лишен физического 
смысла. 

Другие два типа неустойчивости: 
1) cмена устойчивости (𝜔A > 0, 	𝜔e = 0); 
2) колебательная неустойчивость (𝜔A > 0, 	𝜔e > 0). 
Для режима колебательной неустойчивости значения частоты и скорости роста воз-

мущений в орегонаторе представлены в табл. 2. 

Таблица 2 
Значения частоты и скорости роста возмущений для 𝑓 = 0,15	

Волновое число (𝐾) 
Частота возмущений 

(𝜔e) 
Скорость роста  
возмущений (𝜔A) 

1 5,6702×10-7 10000,3613 
2 2,7805×10-8 10000,4096 
3 7,6371×10-5 10000,4893 
4 8,1528×10-7 10000,6014 
5 1,7974×10-7 10000,7456 
6 1,2412×10-7 10000,9215 
7 7,4676×10-7 10001,1302 

В табл. 3 приведены значения волновых чисел, соответствующих режиму смены 
устойчивости (𝐷T = 0,008;	𝐷V = 0,016;	𝐷X = 0,00001). 

Таблица 3 
Режим смены устойчивости для 𝑓 = 0,15	

№ 𝐾,	волновое число 
1 1,0018 
2 1,0019 
3 1,0026 
4 1,0027 
5 1,0034 
6 1,0036 
7 1,0042 

На рис. 3 представлена графическая зависимость скорости роста возмущений от вол-
нового числа для набора коэффициентов диффузии 𝐷T = 0,018;	𝐷V = 0,006;	𝐷X = 0,0001, 
соответствующая режиму смены устойчивости. Для различных наборов коэффициентов 
диффузии величина скорости роста возмущений в орегонаторе меняется незначительно. 

Из рис. 3 видно, что неустойчивые режимы орегонатора существуют для всех 𝑘 ≥ 0. 
Минимальное значение скорости роста возмущений соответствует 𝑘 = 0. Режимы с 𝑘 > 0, 
соответствующие учету диффузии компонентов, имеют большую величину 𝜔A. Такая не-
устойчивость называется диффузионной. 

Численное моделирование неустойчивых режимов орегонатора
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Рис. 3. Зависимость скорости роста возмущений от волнового числа 

Заключение 
В статье рассмотрена задача численного моделирования неустойчивых режимов оре-

гонатора. Для орегонатора рассчитаны стационарные режимы при различных значениях 
стехиометрического коэффициента, каждому значению которого соответствуют стацио-
нарные состояния, имеющие физический смысл (𝑋B > 0, 𝑌B > 0, 𝑍B > 0). 

Вычислительные эксперименты, проведенные в рамках модели (3), показали, что ста-
ционарное состояние орегонатора неустойчиво. 

Выведено дисперсионное уравнение, разработаны алгоритмы расчета частоты, скоро-
сти роста возмущений в орегонаторе для различных значений коэффициентов диффузии 
и стехиометрического коэффициента. 

Проведена серия вычислительных экспериментов и выделены два неустойчивых режима 
орегонатора: смена устойчивости (𝜔A > 0, 	𝜔e = 0); колебательная неустойчивость (𝜔A >
0, 	𝜔e > 0). 

Диффузия компонентов в исследуемой модели порождает моды с 𝑘 ≠ 0, которые бо-
лее неустойчивы, чем моды с 𝑘 = 0. Это позволяет говорить о дополнительной диффузи-
онной неустойчивости, которая согласно работе Тьюринга [15], является механизмом об-
разования пространственных структур. 

Полученные результаты исследований могут использоваться для дальнейшего иссле-
дования образования пространственных структур в химических, биологических системах. 
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A system of partial differential equations is presented, which is a mathematical model of a chemically active 
system (oregonator) with a diffusive type of coupling between components. The relevance of the study of systems 
with diffusion is related to the problem of the origin and forming of spatial structures in chemical, biological, and 
ecological systems. Equations for the stationary state of the system are written. The transition from the original 
system of differential equations to the system of differential equations in perturbations is performed. Computational 
algorithms have been developed for calculating the parameters of the oregonator model. Numerical studies of the 
presented model are carried out in the MATLAB package. Stationary States of the oregonator are calculated for 
different values of the stoichiometric coefficient that correspond to the physical meaning of the process. The stoi-
chiometric coefficient is a bifurcation parameter of the system, and each of its values corresponds to a single positive 
stationary solution. The dispersion equation is derived. The instability criterion is the positive values of both the 
growth rate and the frequency of disturbances in the oregonator. Numerical modeling of the stability of the station-
ary state with respect to perturbations is carried out. Two types of instability in the oregonator are identified: 
change of stability and oscillatory instability. The results of computational experiments have shown that the diffu-
sion of components generates more unstable modes with wave numbers other than zero. This indicates additional 
diffusive instability, which is a mechanism for the formation of spatial structures. 

Keywords: oregonator, stationary solutions, unstable modes, diffusion instability. 
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