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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ 

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ КОНКУРЕНТНЫМ 

ПОВЕДЕНИЕМ ПРЕДПРИЯТИЙ СОТОВОЙ СВЯЗИ 

И.П. Болодурина, Т.А. Огурцова, Е.П. Маас 

В работе предложена динамическая модель конкурентного поведения предприятий со-

товой связи в виде системы дифференциальных уравнений с запаздыванием. Реализованы 

численные методы и алгоритмы для решения задачи оптимального управления поведением 

операторов сотовой связи в условиях конкурентной борьбы за потребителей услуг связи. 

Сформулирована и решена задача оптимального управления поведением предприятий сото-

вой связи с постоянным запаздыванием с использованием принципа максимума Понтрягина 

для систем с постоянным запаздыванием. Получены условия оптимальности для решения 

задачи управления динамикой развития абонентской базы фирмы № 1. Реализован метод 

линеаризации системы нелинейных дифференциальных уравнений с запаздыванием и прове-

ден поиск оптимального решения задачи посредством операций улучшения управления, по-

вторяемых в итерационной процедуре, на примере метода Шатровского. 

Ключевые слова: математическая модель, запаздывание, оптимальное управление, 

принцип максимума Понтрягина, улучшение управления. 

 

Введение 

Телекоммуникационная отрасль относится к важнейшим секторам, обеспечивающим 

функционирование и согласованную работу всех отраслей экономики. Для описания 

конкуренции и взаимодействия нескольких фирм на рынке телекоммуникационных 

услуг, а также общей динамики развития абонентской базы двух конкурирующих эко-

номических агентов в работе предложено использование логистической модели Лотки–

Вольтерра с запаздыванием во времени. Решению задач, касающихся вопросов управле-

ния в компаниях сотовой связи посвящено значительное количество работ. В частности, 

в работе [4] построена модель, описывающая поведение предприятий сотовой связи на 

рынке в условиях неопределенности и предложен алгоритм управления поведением 

предприятия сотовой связи, реализованный по принципу обратной связи. В работе [9] 

исследованы модели рынка, описывающие поведение потребителей в отношении не-

скольких участников рынка, решена задача оптимального управления поведением пред-

приятий сотовой связи линейно-квадратичного критерия оптимальности. Однако не ре-

шены задачи определения оптимального управления развитием предприятий сотовой 

связи для динамических моделей, имеющих запаздывание в фазовых переменных, что 

по большей части и определяет научную новизну работы.  

Математические модели большинства экономических объектов и процессов являют-

ся нелинейными. При решении задач анализа и синтеза систем хорошо обоснованны 

только методы классической линейной теории, поэтому применяют различные методы 

линеаризации, при которых нелинейные зависимости заменяются эквивалентными ли-

нейными моделями. При решении многих оптимизационных задач для описания объек-

тов и систем применяют модели на основе линейного приближения ряда Тейлора. Од-

ним из направлений использования дифференциальной линеаризации являются числен-
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ные методы, которые используются при синтезе систем управления и обработки инфор-

мации, а также в идентификации параметров модели.  

В первом разделе статьи рассматривается задача оптимального управления поведе-

нием предприятий сотовой связи с использованием принципа максимума Понтрягина 

для систем с постоянным запаздыванием. Во втором разделе предлагается метод линеа-

ризации системы нелинейных дифференциальных уравнений с запаздыванием. В заклю-

чении сформулированы основные выводы и результаты работы. 

 

1. Численное решение задачи оптимального управления  

поведением предприятия сотовой связи с учетом  

запаздывания 

В настоящее время в России действуют три крупнейших оператора сотовой 

связи: МТС, Билайн, Мегафон и множество других менее развитых компаний, 

также предоставляющих услуги сотовой связи. Для описания конкурентного 

взаимодействия операторов сотовой связи на рынке телекоммуникационных 

услуг, а также общей динамики развития абонентской базы двух конкурирую-

щих экономических агентов рассмотрим логистическую модель (1) Лотки–

Вольтерра с запаздыванием во времени [3], 
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γ  – коэффициент взаимного влияния i -го и k -го предприятий, предо-
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τ  – временной лаг (запаздывание), связанный с разницей во времени между из-

менениями в рыночной ситуации и моментом принятия управленческих решений 
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  Задача оптимального управления поведением предприятий сотовой связи 

состоит в оптимизации ценовой политики u1(t) первого экономического агента, с 

целью максимизации числа его абонентов.  
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Поставленная задача относится к классу задач оптимального управления с 

постоянным запаздыванием [1]. Поэтому для ее решения применим принцип мак-

симума Понтрягина для систем с постоянным запаздыванием в предположении, 

что значение стоимости минуты связи фирм конкурентов u2=const. Для этого 

построим функцию Понтрягина (6), где ( )i i
y x t= − τ .   
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Наличие фазовых ограничений (4) учтем в функционале (5) путем введения 

штрафных слагаемых.   

Сравнительный анализ решений задачи оптимального управления конкурентным...

120 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



Для построения численной схемы приближённого решения поставленной за-

дачи оптимального управления динамикой развития абонентской базы, проведем 

дискретную аппроксимацию непрерывной задачи с точностью первого порядка. 

Дискретная задача оптимального управления, аппроксимирующая непрерывную 

задачу (1)-(5), состоит в нахождении минимума функции (9) при ограничениях 

(10)-(12).  
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Параметры задачи подобраны с учетом анализа статистических данных або-

нентской базы, динамики предыдущей тарифной политики и тенденции развития 

рынка. 

 

2. Поиск оптимального управления поведением  

предприятий сотовой связи, посредством операций  

улучшения управления 

Один из приближенных методов решения задач оптимального управления 

нелинейными объектами предложен Л.И. Шатровским [5]. Он относится к мето-

дам линеаризации, использующим первую вариацию, и основан на итерационной 

процедуре, в ходе которой при заданном в виде функции времени начальном 

приближении управления, на каждом шаге решается линеаризованная задача с 

использованием рекуррентных вычислений. В ходе итерационной процедуры 

произвели приближение функции управления )(
1
tu  к оптимальному управлению 

)(
1
tu . Достаточное количество итераций определили неравенством (13), где )(
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– функция управления, найденная на к-ом шаге, χ  – точность минимизации 

функционала. 
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После аппроксимации дифференциальных уравнений отрезком ряда Тейлора 
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задаче поиска такой вариации )(tv
k , которая минимизировала бы приращение 
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на решениях линеаризованной системы (15)  
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С целью определения оптимальных динамических траекторий и оптимально-

го управления в среде Borland Delphi 7.0 разработан программный комплекс, ре-

ализующий численное решение поставленной задачи оптимального управления 

конкурентным поведением предприятий сотовой связи, в основе которого лежит 

метод проекции градиента и метод улучшения управления (метод Шатровского).  

По имеющимся статистическим данным абонентской базы, динамики преды-

дущей тарифной политики и тенденции развития рынка созданный программный 

комплекс позволяет находить оптимальные управленческие сценарии для раз-

личных предприятий, предоставляющих услуги связи. Значения функционала 

качества показаны в таблице. 

Таблица 

Значения функционала качества )(
1

uJ , характеризующего прирост числа або-

нентов фирмы № 1 за период в 10 кварталов (млн. чел.) 

 

 Метод проекции градиента Метод Шатровского 

Неуправляемая модель без 

запаздывания 
91.23 91.03 

Неуправляемая модель с 

запаздыванием 
99.35 99.12 

Управляемая модель без 

запаздывания 
115.09 98.17 

Управляемая модель с за-

паздыванием 
127.002 108.79 

 

Заключение 

В работе решена задача оптимального управления поведением предприятий 

сотовой связи с использованием принципа максимума Понтрягина для систем с 

постоянным запаздыванием, а также методом последовательной линеаризации 

для поиска оптимального управления, посредством операций улучшения управ-

ления (методом Шатровского). В результате проведенного анализа решений 

установлено, что при использовании метода Шатровского не удалось улучшить 

функционал качества поставленной задачи по сравнению с методом проекции 

градиентов. Прирост числа абонентов фирмы № 1 при численном решении на ос-

нове принципа максимума Понтрягина на 16,71 % больше, чем при управлении, 

найденным по методу Шатровского. Таким образом, методы численного реше-

ния, базирующиеся на принципе максимума Понтрягина, являются более эффек-
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тивным инструментом для наращивания абонентской базы предприятия в усло-

виях конкурентной борьбы на рынке сотовой связи.  

 
Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ, проект 

12-01-31325. 
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COMPARATIVE ANALYSIS OF NUMERICAL METHODS 

FOR SOLVING PROBLEMS OF OPTIMAL CONTROL THE 

BEHAVIOR OF ECONOMIC AGENTS IN THE 

CONDITIONS OF COMPETITIVENESS 

Bolodurina I.P., Orenburg State University (Orenburg, Russian Federation) 

Ogurtsova T.A., Orenburg State University (Orenburg, Russian Federation) 

Maas E.P., Orenburg State University (Orenburg, Russian Federation) 
In work the dynamic model of competitive behavior of the enterprises of cellular communica-

tion in the form of system of the differential equations with delay is offered. Numerical methods 

and algorithms for the solution of a problem of optimum control by behavior of mobile operators 

in the conditions of competitive fight for consumers of communication services are realized. The 

problem of optimum control by behavior of the enterprises of cellular communication with con-

tinuous delay with use of the principle of a maximum of Pontryagin for systems with continuous 

delay is formulated and solved. Conditions of an optimality for the solution of a problem of man-

agement are received by dynamics of development of subscriber base of firm No. 1. The method of 

linearization of system of the nonlinear differential equations with delay is realized and search of 

the optimum solution of a task by means of operations of improvement of the management, re-

peated in iterative procedure, on the example of modification of a method Shatrovsky is carried 

out. 

Keywords: mathematical model, delay, optimum control, management improvement. 
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