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При проектировании и сопровождении эксплуатации ядерно-энергетических установок (ЯЭУ) необхо-
димо выполнять моделирование в этих установках потоков нейтронов. При задании геометрии ЯЭУ необхо-
димо учитывать границы разномасштабных конструктивных элементов, состоящих из материалов с суще-
ственно различными свойствами. Из-за больших размеров ЯЭУ для расчетов желательно использовать парал-
лельные компьютеры. Для выполнения такого моделирования развиваются алгоритмы и программы числен-
ного решения краевой задачи для интегро-дифференциального уравнения переноса нейтронов на неструкту-
рированных сетках. В статье приводится описание реализованных в программном комплексе РАДУГА-Т ал-
горитмов решения такой задачи. Представлены сетки, сеточные схемы, итерационные методы решения систем 
сеточных уравнений. Рассмотрены методы распараллеливания вычислений на гибридных компьютерах (ис-
пользуются технологии MPI и OpenMP). Представлены методы работы с пространственными сетками (по-
строение, улучшение качества, декомпозиция, визуализация). Описаны особенности программной реализации. 
Проведено сравнение используемых в программном комплексе РАДУГА-Т алгоритмов с алгоритмами в других 
аналогичных программных комплексах. Приведены результаты исследования эффективности распараллели-
вания вычислений в задаче расчета коэффициента размножения нейтронов в модели легководного реактора. 
Исследования выполнены на многопроцессорном компьютере МВС-10П (МСЦ РАН). Приведены значения 
ускорения вычислений каждого из используемых в расчете алгоритмов и суммарного ускорения всего рас-
чета. 

Ключевые слова: уравнение переноса, неструктурированные сетки, сеточные схемы, итерационные ме-
тоды, параллельные вычисления. 
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Введение 
При проектировании и сопровождении эксплуатации ядерно-энергетических устано-

вок (ЯЭУ) необходимо выполнять моделирование в этих установках потоков нейтронов. 
Нейтроны в работающих ЯЭУ возникают в результате ядерных реакций; в дальнейшем 
они вызывают такие же реакции и тем самым порождают энерговыделение в активной 
зоне (АЗ) ЯЭУ. Кроме того, нейтроны повреждают конструктивные элементы как в АЗ, 
так и в окружающих ее слоях радиационной защиты. Нейтроны, покинувшие ЯЭУ, вли-
яют на радиационный фон в ее окрестности. 

Для определения потоков нейтронов в АЗ часто используется уравнение диффузии. 
Такое приближение применимо в предположении, что потоки слабо зависят от направле-
ния скорости нейтрона. Однако такое предположение часто не выполнено даже в АЗ из-
за наличия щелей и зазоров между конструктивными элементами [10]. Тем более оно не 
выполнено в слоях защиты и в окрестности ЯЭУ. В этом случае для определения потоков 
нейтронов используется интегро-дифференциальное уравнение переноса. 
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Для задания распределения материалов в 3D области расчета с декартовой геомет-
рией используются либо структурированные сетки с ячейками-параллелепипедами, либо 
неструктурированные сетки с ячейками-тетраэдрами, гексаэдрами, призмами. Структу-
рированные сетки легче в построении. Кроме того, сеточные схемы на ячейках-паралле-
лепипедах обладают меньшей погрешностью аппроксимации, чем на ячейках-тетраэдрах 
и призмах [9]. С другой стороны, грани ячеек-параллелепипедов не могут точно передать 
границы между материалами. Только с помощью неструктурированных сеток могут быть 
корректно описаны локальные неоднородности в области расчета [7]. Однако при пере-
ходе от структурированных сеток к неструктурированным возникают дополнительные 
трудности, связанные с построением сеточных схем, итерационных алгоритмов, распарал-
леливанием вычислений и обработкой результатов расчетов. 

В настоящей работе описаны возможности и алгоритмы программого комплекса 
РАДУГА-Т, предназначенного для решения интегро-дифференциального уравнения пе-
реноса в 3D областях на неструктурированных сетках на гибридных многопроцессорных 
системах. Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 представлена постановка кра-
евой задачи для уравнения переноса нейтронов. В разделе 2 обсуждаются методы ее ре-
шения; описаны методы, используемые в комплексе РАДУГА-Т и методы, применяемые 
в других комплексах. В разделе 3 перечислены возможности и алгоритмы программного 
комплекса РАДУГА-Т. В разделе 4 приведены результаты исследования эффективности 
распараллеливания вычислений в программном комлексе РАДУГА-Т. В заключении при-
водится краткая сводка результатов, полученных в работе, и указаны направления даль-
нейших исследований. 

1. Краевая задача для уравнения переноса нейтронов 
Уравнение переноса нейтронов имеет следующий вид 

𝜕Ψ 𝜕𝛀⁄ + 𝜎(𝐫, 𝐸)Ψ(𝐫, 𝛀,𝐸) = ∬Ψ(𝐫,𝛀/, 𝐸/)	𝜎1(𝐫,𝛀 ∙ 𝛀/, 𝐸, 𝐸/)𝑑𝛀/	𝑑𝐸/ +           (1) 

   + 4
56	7899

	𝜒(𝐸)∬Ψ(𝐫,𝛀/, 𝐸/)	𝜎;(𝐫, 𝐸/)𝑑𝛀/	𝑑𝐸/ + 𝐹(𝐫, 𝛀, 𝐸), 𝐸=>? < 𝐸 < 𝐸ABC, 𝐫 ∈ 𝐺, 𝛀 ∈ Ω. 

Здесь решение Ψ(𝐫,𝛀, 𝐸) — плотность потока нейтронов кинетической энергии E из ин-
тервала (𝐸=>?, 𝐸=GH) в пространственной точке r выпуклой области G, движущихся в 
направлении единичного вектора W, W — единичная сфера. 

Величина 𝜎(𝐫, 𝐸) — полное сечение взаимодействия со средой в точке r нейтрона 
энергии E; левая часть уравнения (1) отвечает уменьшению числа нейтронов в единичном 
объеме фазового пространства (𝐫,𝛀, 𝐸) за счет пролета нейтронов без столкновения с ато-
мами среды и за счет их поглощения и рассеяния атомами. 

Первый интеграл в правой части уравнения (1) отвечает за увеличение числа нейтронов 
в единичном объеме фазового пространства при изменении энергии 𝐸′ и направления дви-
жения 𝛀/ нейтрона за счет рассеяния на атомах среды. Коэффициент 𝜎1(𝐫,𝛀 ∙ 𝛀/, 𝐸, 𝐸′) есть 
сечение рассеяния. Отметим, что сечение рассеяния зависит от скалярного произведения 
𝛀 ∙ 𝛀/ векторов W и 𝛀/ , то есть от косинуса угла рассеяния. Второй интеграл в правой 
части уравнения (1) отвечает увеличению числа нейтронов за счет деления атомов. Коэф-
фициент 𝜎;(𝐫,𝐸/) есть сечение деления, функция 𝜒(𝐸) задает спектр образующихся при 
делении нейтронов, 𝑘K;; — коэффициент размножения. Функция 𝐹(𝐫, 𝛀, 𝐸) есть плотность 
источника нейтронов. 

Краевые условия для уравения (1) задаются на границе 𝜕𝐺 области G 

Ψ(𝐫∗, 𝛀,𝐸) = 𝑓(𝐫∗, Ψ(𝐫∗,𝛀, 𝐸))  при 	𝐫∗ ∈ 𝜕𝐺,  𝐧(𝐫∗) ∙ 𝛀 < 0.                     (2) 
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Здесь 𝐧(𝐫∗) — внешняя нормаль к границе 𝜕𝐺 в точке 𝐫∗, f — кусочно-линейная функция 
Таким образом, краевые условия в каждой точке 𝐫∗ границы 𝜕𝐺 задаются для тех направ-
лений скорости W, которые имеют тупой угол с внешней нормалью, то есть отвечают 
входящим в область G нейтронам. 

Отметим, что существует два варианта задачи (1), (2). 
- В предположении 𝑘K;; = 1 имеем задачу с источником 𝐹(𝐫,𝛀, 𝐸). 
- В предположении 𝐹(𝐫, 𝛀, 𝐸) ≡ 0 имеем задачу определения коэффициента 𝑘K;;. 

Для решения задачи (1), (2) вводится сетка (как правило, неравномерная) по энергии 
E, состоящая из Q интервалов (групп) 

𝐸=GH = 𝐸4 > 𝐸S > ⋯ >	𝐸U >	𝐸UV4 = 𝐸=>?.                              (3) 

Задача (1), (2) принимает следующий вид 

𝐿XYZΨY[ = ∑ �̂�_,YZΨ_[
U
_`4 +	 �̂�;ZΨ_[/𝑘K;; + 𝐹Y(𝐫, 𝛀),                         (4) 

𝐿XY[ΨY] = 𝜕ΨY 𝜕𝛀⁄ + 𝜎Y(𝐫)ΨY(𝐫,𝛀),      �̂�_,YZΨ_[ = ∫Ψ_(𝐫, 𝛀/)	𝜎1,_,Y(𝐫,𝛀 ∙ 𝛀/)𝑑𝛀/,      (5) 

�̂�;ZΨ_[ =
4
56	
	𝜒Y ∑ 𝜎;,_(𝐫) ∫Ψ_(𝐫, 𝛀/)	𝑑𝛀/

U
_`4 ,                             (6) 

ΨY(𝐫∗, 𝛀) = 𝑓(𝐫∗,ΨY(𝐫∗, 𝛀))  при 	𝐫∗ ∈ 𝜕𝐺,  𝐧(𝐫∗) ∙ 𝛀 < 0,   𝑞 = 1,… , 𝑄.           (7) 

Здесь ΨY(𝐫, 𝛀) — плотность группового потока нейтронов с энергией из интервала 𝐸Y <
𝐸 < 𝐸Yh4, функция 𝐹Y(𝐫, 𝛀) — плотность источника нейтронов с энергией из q-го интер-
вала. Величины 𝜎Y(𝐫), 𝜎1,_,Y(𝐫, 𝛀 ∙ 𝛀/), 𝜎;,_(𝐫) суть групповые сечения взаимодействия, рас-
сеяния и деления, 𝜒Y — групповой спектр образующихся при делении нейтронов. 

Решение задачи (4)–(7) может быть найдено методом Зейделя 
𝐿XYZΨYiV4[ = ∑ �̂�_,YZΨ_iV4[

U
_`4 + �̂�;ZΨ_i [/𝑘K;;i + 𝐹Y(𝐫, 𝛀),    𝑘K;;iV4 = 	𝑘K;;i 	 �̂�;ZΨ_iV4[ �̂�;ZΨ_i [j ,   (8) 

ΨYiV4(𝐫∗,𝛀) = 𝑓(𝐫∗, ΨYiV4(𝐫∗,𝛀))  при 	𝐫∗ ∈ 𝜕𝐺,  𝐧(𝐫∗) ∙ 𝛀 < 0,   𝑞 = 1,… , 𝑄,        (9) 

где i — индекс итерации. Эти итерации первого уровня. Они также называются внешними 
итерациями. Для решения задачи (8), (9) тоже используется метод Зейделя 

𝐿XZΨY7V4[ = ∑ �̂�_,YZΨ_7V4[
Y
_`4 + ∑ �̂�_,YZΨ_7[

U
_`YV4 +	 �̂�;ZΨ_[/𝑘K;; + 𝐹Y(𝐫, 𝛀),          (10) 

ΨY7V4(𝐫∗, 𝛀) = 𝑓(𝐫∗,ΨY7V4(𝐫∗, 𝛀))  при 	𝐫∗ ∈ 𝜕𝐺,   𝐧(𝐫∗) ∙ 𝛀 < 0,   𝑞 = 1,… , 𝑄,      (11) 

где k — индекс итерации. Это итерации второго уровня. 
Поскольку только медленные нейтроны при взаимодействии со средой могут увели-

чить свою кинетическую энергию, а группы нумерованы по убыванию энергии, см. (3), то 
при 𝑝 > 𝑞 большинство сечений рассеяния 𝜎1,_,Y = 0. Если при 𝑝 > 𝑞 все сечения 𝜎1,_,Y = 0, 
то в методе (10), (11) выпоняется одна итерация. В любом случае в методе (10), (11) на 
каждой итерции последовательно для всех энергетических групп решаются задачи 

𝐿XY[ΨY] = �̂�Y,Y[ΨY] + 	𝐹lY(𝐫, 𝛀),                                     (12) 

 	ΨY(𝐫∗, 𝛀) = 𝑓(𝐫∗, ΨY(𝐫∗,𝛀))  при 	𝐫∗ ∈ 𝜕𝐺,  𝐧(𝐫∗) ∙ 𝛀 < 0,   𝑞 = 1,… , 𝑄.         (13) 

Здесь правая часть 𝐹lY(𝐫,𝛀) содержит как плотность источника 𝐹Y(𝐫,𝛀), так и интегралы 
от плотностей потока в других группах. Базовой при моделировании потоков нейтронов 
является краевая задача (12), (13). 
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2. Методы решения базовой задачи 
2.1. Сетки и сеточные алгоритмы 

При решении сеточным методом задачи (12), (13) на единичной сфере W вводится 
набор узлов {𝛀A}, m=1,…,M, каждая функция ΨY(𝐫, 𝛀) заменяется функциями ΨY,A(𝐫) =
ΨY(𝐫, 𝛀A), интеграл в правой части (12) заменяется квадратурной формулой [1]. 

Далее в пространственной области G вводится неструктурированная сетка из ячеек-
выпуклых многогранников. Используются ячейки-тетраэдры [2, 4, 12, 14, 20], произволь-
ные гексаэдры, треугольные и четырехугольные призмы [4]. Тетраэдры универсальны, 
они позволяют аппроксимировать любые границы между материалами. Треугольные 
призмы хорошо приспособлены для задания тепловыделяющих элементов (ТВЭЛ) в АЗ 
и удобны для моделирования движения стержней в ТВЭЛах. Использование произволь-
ных гексаэдров позволяет уменьшить число ячеек в однородных подобластях. 

В каждой ячейке функция ΨY,A(𝐫) представляется своими значениями в каких-либо 
выбранных точках, например, в вершинах. Аналогично эта функция представляется на 
каждой грани каждой ячейки. Причем лучше использовать так называемые «разрывные» 
сеточные аппроксимции, когда значения решения в вершинах грани, общей для двух 
ячеек, предполагаются различными в каждой из этих ячеек. 

Сеточная схема для уравнения переноса (12) строится отдельно в каждой ячейке. При 
этом используется та особенность уравнения переноса (12), что для каждого вектора 
направления скорости 𝛀A грани каждой ячейки разделяются на «входные», для которых 
𝛀A ∙ 𝐧 < 0, и «выходные», для которых 𝛀A ∙ 𝐧 > 0, где n — внешняя нормаль к грани. 
Для уравнения (12) в ячейке краевые условия вида (13) задаются на «входных» гранях. 

При построении сеточных схем для уравнения переноса применяется либо метод конеч-
ных элементов, либо метод характеристик, либо slice-balance метод. В методе конечных 
элементов (МКЭ) [2, 5] в ячейках и на гранях искомое решение и правая часть представ-
ляются разложением по базисным функциям. При этом коэффициентами разложения слу-
жат значения решения и правой части в вершинах ячеек и граней. Сеточные уравнения 
находятся после подстановки разложений в уравнение (12) и интегрирования получивше-
гося соотношения с различными весовыми функциями. В методе характеристик (МХ) [15, 
20] уравнение (12) решается отдельно в каждой ячейке в предположении, что на «входных» 
гранях значения решения известны. Далее находятся значения построенного решения в 
вершинах ячейки и «выходных» граней. В slice-balance методе [19] ячейка разбивается на 
подъячейки плоскостями, параллельными вектору 𝛀A. Тогда в каждой подъячейке име-
ется только одна «входная» и одна «выходная» грани. Сеточная схема строится отдельно 
в каждой подъячейке методом конечных элементов и выполняется интерполяция на всю 
ячейку решений в подъячейках. Slice-balance метод является гибридом методов конечных 
элементов и характеристик. 

В программном комплексе РАДУГА-Т расчет может быть выполнен на сетке из 
ячеек-выпуклых многограников, среди которых могут быть тетраэдры и треугольные 
призмы. В комплексе реализованы схемы метода характеристик для ячеек-тетраэдров, 
метода конечных элементов для ячеек-тетраэдров и треугольных призм [7, 9]. Для ячеек 
иных типов в настоящее время используется шаговая схема первого порядка точности [1]. 

2.2. Итерационные методы решения базовой задачи 

Грани ячеек, аппроксимирующие границу 𝜕𝐺, будем называть граничными. Осталь-
ные грани будем называть внутренними. Для каждого вектора направления скорости 𝛀A 
все граничные грани делятся на «входные», где 𝛀A ∙ 𝐧(𝐫∗) < 0, и «выходные», где 𝛀A ∙
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𝐧(𝐫∗) > 0. Определим следующие вектора. 
- Вектор Y содержит значения решения для всех векторов 𝛀A в ячейках, на внутрен-

них гранях и на «выходных» граничных гранях. 
- Вектор 𝚿h  содержит значения решения на граничных «входных» гранях. 
- Вектор 𝚿V  содержит значения решения на граничных «выходных» гранях. 
- Вектор f содержит значения граничного источника на «входных» гранях. 
- Вектор F содержит значения правой части в ячейках. 
Тогда сеточные уравнения, аппроксимирующие задачу (12), (13), можно записать в форме 

�̂�	𝚿 = 𝐒X	𝚿+ 𝐅,     𝚿h = 𝐟( 𝚿V ).                                   (14) 

Матрицы �̂� и 𝐒X аппроксимируют операторы 𝐿X и SX в уравнении (12) соответственно. 
Для решения системы уравнений (14) можно использовать метод простой итерации 

�̂�	𝚿uV4 = 𝐒X	𝚿u + 𝐅,     𝚿uV4h = 𝐟( 𝚿uV ).                             (15) 

Здесь n — номер итерации. Это итерации третьего уровня или внутренние итерции. 
Одна итерация в методе (15) требует обращения оператора �̂�. Для каждого узла 𝛀A 

элементы вектора 𝚿uV4 находятся последовательным расчетом во всех пространственных 
ячейках. Первой рассчитывается прилегающая к границе 𝜕𝐺 ячейка, для которой все гра-
ничные грани являются «входными». Найденные при этом значения решения на «выход-
ных» гранях являются значениями решения на «входных» гранях для соседних ячеек. 
Подчеркнем, что порядок расчета ячеек зависит от вектора 𝛀A. 

Поскольку простые итерации могут сходиться очень медленно, вместо (15) может ис-
пользоваться двухшаговый итерационный KP1 метод [3] 

�̂�	𝚿uV4 S⁄ = 𝐒X	𝚿u + 𝐅,     𝚿uV4 S⁄h = 𝐟( 𝚿uV ),                           (16) 

𝐃w	�̂�	𝛙uV4 S⁄ = 𝐃w	𝐒X	𝛙uV4 S⁄ + 𝐃w	𝐒X	y𝚿u −𝚿uV4 S⁄ {,     𝚿uV4 = 𝚿uV4 S⁄ +	𝐏w	𝛙uV4 S⁄ .     (17) 

Здесь на втором P1-шаге (17) к решению, полученному методом простой итерации на пер-
вом K-шаге (16), добавляется ускоряющая поправка 𝛙uV4 S⁄ . Поправка 𝛙uV4 S⁄ 	ищется как 
линейная функция компонент вектора направления скорости 𝛀A [3]. Уравнение для по-
правки находится суммированием по индексу m уравнения для ошибки 𝚿−𝚿uV4 S⁄  (это 
суммирование реализует оператор 𝐃w ). В пространство искомого решения 𝚿 поправка 
𝛙uV4 S⁄  переводится оператором 𝐏w.  

Также используется DSA (Diffusive Synthetic Acceleration) метод, где поправка 𝛙uV4 S⁄  
ищется как функция, не зависящая от вектора 𝛀A. 

Достоинство KP1 и DSA методов заключается в том, что ускоренный процесс (16), 
(17) сходится к тому же решению, что и неускоренный процесс (15). Более популярен 
метод грубосеточного ребаланса [2, 4, 15], не обладающий таким качеством. Однако в нем 
усреднение выполняется еще и по группам пространственных ячеек, что еще больше сни-
жает размерность поправки. В программном комплексе РАДУГА-Т из двухшаговых ите-
рационных методов используется только KP1 метод. 

2.3. Распараллеливание вычислений на распределенной памяти 
Разобьем пространственную сетку на J непересекающихся подобластей, каждую по-

добласть присоединим к своему процессору. Метод простой итерации (15) принимает вид 

�̂�}	𝚿}uV4 = 𝐒X}	𝚿}u + 𝐅},     𝚿}uV4
h = 𝐟( 𝚿}~

u,V 𝑗/ = 1,… , 𝐽, 𝑗′ ≠ 𝑗),   j=1,…,J,         (18) 

или 
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�̂�}	𝚿}uV4 = 𝐒X}	𝚿}u + 𝐅},     𝚿}uV4
h = 𝐟( 𝚿}~

uV4,V 𝑗/ = 1,… , 𝐽, 𝑗′ ≠ 𝑗)   j=1,…,J.        (19) 

Здесь j и 𝑗′ — индексы подобластей. Уравнения (18) отвечают BJ (Block-Jacobi) методу, 
а уравнения (19) — BS (Block-Seidel) методу.  

В BJ методе итерации выполняются как по правой части, так и по значениям реше-
ния на границе подобласти. В BS методе итерации выполняются только по правой части. 
Это достигается за счет того, что каждая итерация совершается за несколько проходов, 
между проходами выполняется обмен данными между соседними подобластями. Факти-
чески в BS методе выполняется сквозной расчет по всей области, как при расчете на одной 
подобласти. При этом значения плотности потока нейтронов, выходящих из одной подоб-
ласти и входящих в другую, пересылаются между соответствующими процессорами. 

В BJ методе число итераций растет с ростом числа подобластей. В BS методе число 
итераций не зависит от числа подобластей, но каждая итерация требует большего вре-
мени, чем итерация BJ метода. Задержки возникают вследствие того, что на разных про-
ходах каждый процессор рассчитывает разное число ячеек. Кроме того, число актов об-
мена очень велико. Таким образом, часть времени процессор проводит в ожидании полу-
чения необходимых ему для расчета данных от других процессоров.  

После завершения простой итерации (18) или (19) может быть вычислена ускоряющая 
поправка в соответствии с уравнением (17). Подчеркнем, что уравнение (17) решается во 
всей области. При применении на первом шаге BJ метода уравнение для поправки меня-
ется при увеличении числа подобластей и поправка 𝛙uV4 S⁄  ускоряет итерации как по 
правой части, так и по значениям решения на границах подобластей. При использовани 
на первом шаге BS метода уравнение для поправки не зависит от числа подобластей и 
поправка ускоряет только итерации по правой части. 

Основная трудность при применении BS метода состоит в нахождении такой после-
довательности расчета ячеек, при котором было бы минимально время ожидания процес-
сором данных от соседних процессоров. В то же время использование ускоряющей по-
правки позволяет снизить число простых итераций. Поэтому в некоторых комплексах 
применяется BJ метод [12, 15, 20]. Тем не менее развиваются и методы построения опти-
мальных последовательностей расчета ячеек для BS метода. Особенно популярен здесь 
KBA метод, названный по именам его авторов (Koch, Baker, Alcouffe) [13, 16, 17]. 

В программном комплексе РАДУГА-Т реализованы и BJ метод, и BS метод, причем 
каждый из них может быть выполнен как при с использованием, так и без использования 
ускоряющей процедуры (17). Таким образом, возможно применение одного из четырех 
итерационных процессов: BJ, BJ+P1, BS, BS+P1. 

Решение уравнения для поправки в программном комплексе РАДУГА-Т также вы-
полняется параллельно, тогда как в других комплексах ее решение поручается одному 
процессору [15]. В комплексе РАДУГА-Т для решения системы (17) используется парал-
лельный метод минимальных невязок. Данный метод опирается на построение системы 
базисных векторов; причем основные совершаемые операции — это вычисление скаляр-
ных произведений и умножение матрицы на вектор. В параллельном счете каждый про-
цессор выполняет операции со своими элементами векторов и матриц; далее после меж-
процессорных обменов формируются единые для всей области базисные вектора. 

2.4. Дополнительное распараллеливание на общей памяти 
Поскольку процессоры обычно являются многоядерными, наряду с распараллелива-

нием на верхнем уровне на распределенной памяти возможно дополнительное распарал-
леливание на нижнем уровне на общей памяти. 

При обращении оператора �̂�} распараллеливание на нижнем уровне возможно и по про-
странственным ячейкам, и по узлам 𝛀A, и по энергетическим группам. Распараллеливание 
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по энергетическим группам приводит к увеличению числа итераций в методе Зейделя (8), 
(9). Оно применяется в [15], где при построении ускоряющей поправки выполняется и 
усреднение по энергии, и, тем самым, ускорение итераций (8), (9). Распараллеливание по 
пространственым ячейкам на нижнем уровне привлекается, если используется BS метод 
сквозного счета [13, 16, 17]. Оптимально распараллеливание по узлам 𝛀A, так как расчет 
для всех узлов выполняется независимо. В программном комплексе РАДУГА-Т, также как 
в [20], распараллеливание на нижнем уровне выполняется только по узлам 𝛀A. 

Распараллеливание нижнего уровня в методе минимальных невязок при решении си-
стемы линейных алгебраических уравнений для поправки (17) в программном комплексе 
РАДУГА-Т выполняется по элементам матриц и векторов. На обоих шагах (К и P1) необ-
ходимо выполнять большое число актов обмена. Для выполнения обменов асинхронно 
выделяется одно процессорное ядро. 

3. Программный комплекс РАДУГА-Т 
Программный комплекс РАДУГА-Т предназначена для решения краевых задач для 

уравнения переноса нейтронов (1)–(2) в групповой аппроксимации (3)–(7) сеточным ме-
тодом на параллельных компьютерах. Перечислим кратко его основные характеристики. 

3.1. Основные возможности программного комплекса 
В программном комплексе реализована возможность расчета на неструктурированной 

сетке, состоящей из ячеек-выпуклых многогранников. Единственное требование к 
сетке — отсутствие «висячих» вершин, то есть вершина каждой грани должна быть вер-
шиной хотя бы одной другой грани. Допустимо присутствие в сетке ячеек разных типов. 

В программном комплексе реализованы сеточные схемы метода конечных элементов 
(для ячеек-тетраэдров и треугольних призм), и сеточные схемы метода характеристик 
(для ячеек тетраэдров). Если для ячейки какого-либо типа не реализована сеточная 
схема, то расчет в ней проводится по шаговой схеме первого порядка точности [1]. 

Для решения системы сеточных уравнений может быть использован один из четырех 
итерационных методов: 
- BJ (Block-Jacobi) — двойные итерации по правой части и граничным значениям ре-

шения без ускорения сходимости; 
- BJ+P1 — BJ с ускорением сходимости внутренних итераций; 
- BS (Block-Seidel) — итерации по правой части без ускорения сходимости; 
- BS+P1 — BS с ускорением сходимости внутренних итераций. 
Внешние итерации выполняются без ускорения. 

При вычислениях используется двухуровневый алгоритм распараллеливания, где на 
верхнем уровне распараллеливание выполняется по пространственным подобластям, на 
нижнем уровне — по направлениям скорости 𝛀A. 

Разбиение пространственной сетки на подобласти выполняется в самом программ-
ном комплексе одним из трех методов: жадным, бисекции или координатным. Время рас-
чета существенно зависит от использованного метода разбиения сетки [6]. 

Возможен счет с продолжением, счет с ненулевым начальным приближением.  
Отличие программного комплекса РАДУГА-Т от других комплексов решения урав-

нения переноса на неструктурированных сетках [2, 5, 11, 12, 15, 20] состоит в том, что 
программный комплекс РАДУГА-Т включает большой набор алгоритмов и методов: се-
точные схемы двух типов, 4 итерационных алгоритма, 3 встроенных алгоритма декомпо-
зиции сетки, возможность расчета на сетках с ячейками разных типов. Сравнение харак-
теристик программного комплекса РАДУГА Т и других комплексов представлено в таб-
лице. Прочерк означает отсутствие данных. 
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Таблица 
Сравнение характеристик программных комплексов для решения уравнения переноса 

нейтронов 

Программ-
ный ком-
плекс 

Типы 
ячеек 

Сеточ-
ные 
схемы 

Итерационный 
метод 

Средства и переменные 
распараллеливания  

ATTILA [11] тетраэдр МКЭ BJ, BJ+DSA OpenMP (—) 
THOR [20] тетраэдр МХ BJ MPI (r, W) 
ODETTA [2] тетраэдр МКЭ BJ, BJ+Ребаланс OpenMP (W) 
ARES [12] тетраэдр МКЭ BJ — 
APOLLO [15] тетраэдр МХ BJ MPI+OpenMP (r, W, E) 
PMSNSYS [5] тетраэдр МКЭ BS, BS+Ребаланс MPI (W) + OpenMP (r) 
РАДУГА-Т  тетраэдр 

треуголь-
ная призма 

МКЭ 
МХ 

BJ, BJ+P1 
BS, BS+P1 

MPI (r) + OpenMP (W) 

3.2. Особенности программной реализации 
Программный комплекс написан на языке FORTRAN, для параллельных вычислений 

используются команды MPI (верхний уровень) и OpenMP (нижний уровень). 
Иные пакеты не используются. Программный комплекс совместим с операционными 

системами Windows и Unix. 
Для экономии оперативной памяти в каждый момент времени расчета в ней нахо-

дятся только те значения решения, которые относятся к рассчитываемой энергетической 
группе. После завершения расчета каждой группы происходят обмены с жестким диском. 

Все итерационные методы в программном комплексе реализованы в виде единой си-
стемы вложенных циклов. Включение пространственных ячеек нового типа требует 
только подключения модуля обращения оператора �̂�} в ячейках такого типа. 

3.3. Подготовка пространственной сетки 
Геометрия области расчета в задачах о переносе нейтронов в АЗ и в радиационных 

защитах реальных ЯЭУ является очень сложной, содержит множество разномасштабных 
элементов. Эта геометрия может быть задана самыми разными способами:  
- с помощью одного из CAD-форматов; 
- посредством специального языка в одной из программ моделирования переноса 

нейтронов методом Монте-Карло (отечественной MCU или зарубежной MCNP); 
- с помощью бумажных чертежей. 

Для построения сетки используется свободно распространяемый пакет SALOME, в 
котором геометрия может быть задана в отдельном входном файле на языке Python при 
помощи библиотеки API. Использование этого подхода позволяет сократить трудоза-
траты на обработку больших объемов геометрических данных, а также адаптироваться к 
появлению их новых форматов. 

Создана специальная программа CONVERTGEOM, переводящая описание геометрии 
с языка MCU на язык Python. При задании геометрии в виде чертежей разработан «слу-
жебный» формат RAD описания геометрических данных. Файл в формате RAD преобра-
зуется той же программой CONVERTGEOM в файл на языке Python. На основе этого 
файла с помощью пакета SALOME строится неструктурированная сетка. 
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Такая сетка не всегда обладает высоким качеством. В частности, сетка может быть 
излишне сгущена в одной подобласти и слишком разрежена в другой. Для улучшения 
качества сетки используется пакет ANIMBA [21]. 

 
Рис. 1. Схема подготовки пространственной сетки 

Следующий этап в подготовке сетки состоит в переводе ее в формат программного 
комплекса РАДУГА-Т. В этом формате содержится информация о материале каждой 
ячейки и о соседних с ней ячейках. Такой перевод выполняется Препроцессором про-
граммного комплекса РАДУГА-Т. Им же создаются файлы в формате VTK (Visualization 
ToolKit) для визуализации сетки с помощью пакета PARAVIEW. Схема подготовки про-
странственной сетки приведена на рис. 1. 

 
Рис. 2. Схема обработки решения Постпроцессором 

После выполнения расчета уже Постпроцессором может быть выполнен расчет раз-
личных функционалов решения, в частности, средних значений решения в заданных телах 
(параллелепипедах, цилиндрах и др.). Также может быть выполнена интерполяция ре-
шения с неструктурированной сетки в точки с заданными координатами. Пакет 
PARAVIEW также может быть использован для визуализации решения, см. рис. 2. 

4. Вычислительные эксперименты 
В этом разделе приводятся результаты исследования эффективности алгоритма рас-

параллеливания программного комплекса РАДУГА-Т. Рассматривается только метод 
BS+P1. Находится коэффициент 𝑘K;; в двухгрупповой (Q=2) модели легководного реак-
тора [18], см. рис. 3, с опущенным стержнем. Используется пространственная сетка из 
108 тыс. ячеек, 271 тыс. граней. Сетка по направлениям скорости содержит M = 80 узлов. 

Используется схема метода характеристик. Полное число неизвестных в уравнении 
переноса в одной энергетической группе — 74 млн., а в системе уравнений для по-
правки — 3,7 млн. Для ее решения используется 39 тыс. ортонормированных векторов. 

 

О.В. Николаева, С.А. Гайфулин, Л.П. Басс

2021, т. 10, № 1 83



 
Рис. 3. Геометрия модели легководного реактора 

Расчеты выполняются на многопроцессорном компьютере МВС-10П (МСЦ РАН). В 
расчете каждой подобласти используется 2 ядра. Одно из них выполняет вычисления, 
другое — межпроцессорные обмены. На одной внешней итерации (8), (9) выполняется 
28 внутренних итераций (19). 

Каждый расчет состоит из двух шагов: K и P1. Каждый шаг разделяется на два 
этапа: вычисления и обмены, всего 4 этапа. Доли временных затрат (%) на каждый из  
4-х этапов для различного числа подобластей J приведены на рис. 4.  

 
Рис. 4. Распределение времени по этапам расчета 

Можно видеть, сколь большую часть времени занимают обмены, причем время обме-
нов увеличивается с ростом числа подобластей J, особенно на К-шаге. Это связано ростом 
числа актов обмена, увеличивающегося из-за роста числа проходов, см. рис. 5. На P1-
шаге с ростом J число базисных векторов не меняется. Здесь доля времени обменов сна-
чала растет, затем снижается. 

 
Рис. 5. Число проходов и актов обмена на К-шаге в зависимости от числа подобластей 
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На рис. 6 представлены величины a ускорения вычислений всего расчета и отдельно 
каждого шага, найденные по формуле 

𝑎 = 𝑇(2) 𝑇(𝐽)⁄ .                                                 (20) 

Здесь 𝑇(𝐽) — время расчета на J подобластях. Идеальное ускорение 𝑎���G� = 𝐽 2⁄  на рис. 6 
представлено штрихованной линией. Можно видеть, что эффективное ускорение вычис-
лений на P1-шаге сочетается с малым ускорением на К-шаге. Более того, при увеличении 
числа подобластей ускорение вычислений на К-шаге прекращается. Это происходит за 
счет увеличения числа актов обмена данными между подобластями, см. рис. 5. Суммар-
ное ускорение при небольшом числе подобластей определяется ускорением P1-шага. С 
ростом числа подобластей доля времени выполнения К-шага возрастает, см. рис. 4, и сум-
марное ускорение вычислений снижается. 

 
Рис. 6. Ускорения вычислений в зависимости о числа подобластей 

Отметим, что выбранная для тестирования стратегия — использование в каждой по-
добласти двух ядер, одно из которых выполняет вычисления, а другое межпроцессорные 
обмены — представляется оптимальной для метода BS. В BS методе на каждом проходе 
для каждого вектора 𝛀A рассчитывается разное число пространственных ячеек, причем 
ячейки рассчитываются в строго заданном порядке. Использование для вычисления двух 
и более ядер в одной подобласти приводит к задержкам на синхронизацию. Для другого 
итерационного метода оптимальным будет другая стратегия. 

Заключение 
Представлен программный комплекс РАДУГА-Т, предназначенный для решения кра-

евой задачи для уравнения переноса нейтронов в 3D областях на неструктурированных 
сетках. Описаны способы задания геометрии области расчета в сеткопостроителе, исполь-
зуемые сеточные схемы и итерационные методы решения систем сеточных уравенений, 
методы распараллеливания вычислений.  

Приведены результаты исследования эффективности распараллеливания одного из 
четырех итерационных методов на модельной задаче о легководном реакторе. Выбранный 
метод обладает тем преимуществом, что решаемые системы линейных алгебраических 
уравнений не зависят от числа пространственных подобластей. Таким образом, от числа 
подобластей не зависит и число итераций. Такой эффект, однако, достигается за счет 
роста числа актов межпроцессорных обменов при увеличении числа подобластей. В рас-
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сматриваемой задаче время счета с увеличением числа подобластей от 2 до 64 уменьшеа-
ется всего в 14 раз. Для других итерационных методов результаты исследования эффек-
тивности распараллеливания будут иными. 

Развитие комплекса РАДУГА-Т планируется по следующим направлениям. 
- Разработка сеточной схемы для расчета в ячейке-четырехугольной пирамиде; это 

даст возможность выполнять расчет на комбинированных сетках, содержащих 
ячейки-тетраэдры и ячейки-призмы. 

- Разработка методов ускорения сходимости внешних итераций (8), (9) и (10), (11). 
- Повышение эффективности распараллеливания вычислений на К-шаге. 
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Design and operation of nuclear power stations (NPS) are followed by simulation of neutron propagation in 

these stations. It is necessary to consider borders of multi-scale structural elements consisting of different materials. 
It is desirable to use parallel computer because of big size of NPSs. To keep such conditions, algorithms and codes 
for solving the integro-differential transport equation on unstructured grids are being developed. In the paper such 
algorithms included into the code RADUGA T are outlined. Grids, grid schemes, iterative methods to solve grid 
equations are presented. Calculation parallelization methods for hybrid computers are considered, MPI and OpenMP 
techniques are used. Methods of building, improvement, decomposition and visuzlisation of spatial grids are consid-
ered. Software implementation is described. The algorithms of the code RADUGA T are compared with methods of 
other codes. Computation parallelization efficiency study results are presented. The problem of neutron multiplica-
tion factor calculation in a light-water reactor model is solved. The multi-processor computer MVS-10P of the Joint 
SuperComputernal Center is used. Acceleration of each algorithm being used and summary acceleration are given. 
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