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Иерархические методы вычисления гравитационных сил для систем N -тел позволяют существенно уве-
личить качество численного моделирования при решении различных астрофизических задач за счет увели-
чения числа элементов N , поскольку вместо вычислительной сложности \sim O(N2) для прямого метода, мы
имеем N \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(N) при использовании приближенного метода TreeCode, что позволяет существенно увеличить
число частиц в численных моделях. Разработано новое программное обеспечение для решения динамиче-
ской задачи с большим числом частиц для моделирования галактических бесстолкновительных компонент,
в частности, звездной подсистемы и темной массы. В работе представлены результаты тестирования алго-
ритма TreeCode для параллельной реализациии на графических ускорителях NVidia Tesla. Для построения
иерархической системы сеток нами реализован быстрый алгоритм построения октодеревьев, основанный на
пространственной кривой Мортона. Для оценок качества построенной численной модели используем для
сравнения результаты моделирования на основе прямого вычисления сил взаимодействия между всеми N

частицами системы. Проведен анализ быстродействия различных реализаций алгоритмов решения задачи
N-тел и выполнения интегральных законов сохранения физических характеристик для гравитирующих си-
стем. В частности, проанализированы законы сохранения энергии и момента импульса для вращающегося
самогравитирующего диска. Рассмотрены модели с различными критериями оценки удаленности частицы
и значениями угла раскрытия \theta .
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Введение

Задача N -тел восходит к небесной механике, где решаются уравнения движения с уче-
том гравитационного взаимодействия для системы небесных тел [1, 2]. С развитием вы-
числительной техники стало возможным численное интегрирование уравнений движения
первоначально для сотен частиц, что позволило моделировать коллективные процессы в
приложении к галактическим системам [3], а с переходом к N \sim 106 объектом исследований
стала метагалактика и первоначально в таких космологических моделях под частицей пони-
малась галактика (см., например, [4]). Современные астрофизические модели N -тел могут
содержать свыше 1 млрд элементов (частиц различных видов, моделирующих звезды, тем-
ное вещество, газ) [5, 6], и даже превышают 1010 элементов в проекте IllustrisTNG. Такие
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проекты, как Illustris, IllustrisTNG, EAGLE (Evolution and Assembly of GaLaxies and their
Environments) [5], AGORA [7], FIRE (Feedback In Realistic Environments), Indra, Millennium
и Millennium-II Simulations [8] и др. являются своего рода галактическими и космологиче-
скими «фабриками» для симуляций эволюции Вселенной на различных масштабах. Резуль-
таты таких проектов, например, TNG50, TNG100, TNG300, AGORA выступают в качестве
источников исходных данных, которые позволяют на основе обработки таких симуляций
изучать механизмы формирования галактических структур, их морфологию и кинемати-
ку [9–11].

Модели N -тел активно используются для моделирования широкого круга задач в фи-
зике плазмы, физической электронике при описании ионных пучков, динамике разрежен-
ных газов [2, 12]. К этому классу моделей относяться методы молекулярной динамики для
описания эволюции молекулярных систем с использованием как классических, так и кван-
товохимических моделей [13–15].

Развитие быстрых методов, в частности, алгоритма Treecode было первоначально свя-
зано с моделированием гравитирующих систем [16]. Гравитационное взаимодействие N -
тел является ресурсоемкой задачей из-за дальнодействующего характера взаимодействия
и использование прямого метода, имеющего вычислительную сложность O(N2), не позво-
ляет получить решение за приемлемое время для систем с большим количеством частиц.
Алгоритм Treecode позволяет снизить вычислительную сложность до O(N logN) за счет
кластеризации удаленных частиц и использования аппроксимации их влияния на каждую
частицу [16, 17].

Важным направлением является развитие технологий программирования гибридных
вычислительных систем, которая обеспечивает автоматическую адаптацию кода при из-
менении вычислительной архитектуры [18]. Применение комплексного подхода к решению
задач моделирования сложных физических систем с эффективным использованием архи-
тектуры суперкомпьютера является насущной задачей [19]. Массовый переход на вычисли-
тельные системы с графическими процессорами NVIDIA Tesla в последние годы для прове-
дения суперкомпьютерных вычислений ставит задачу реализации эффективных кодов для
вычисления парных взаимодействий для системы N -тел [15, 20, 21].

В работе описана реализация параллельного кода для графических ускорителей для чис-
ленного решения динамической задачи для N гравитационно взаимодействующих частиц,
что представляет интерес для решения задач, прежде всего, физики галактик. В основе
реализованного Treecode-алгоритма лежит построение дерева разрядов посредством преоб-
разования координат частиц к целочисленным индексам с использованием кривой Мортон,
описанное в разделе 1. В разделе 2 проведен анализ производительности программной реа-
лизации и рассчитаны изменения со временем углового момента и полной энергии системы
N -тел. Показана сходимость решений при уменьшении угла раскрытия \theta . В заключении
приводится краткая сводка результатов, полученных в работе.

1. Модель N-тел и параллельная реализация кода

Рассмотрим систему из N гравитационно взаимодействующих частиц. Уравнения дви-
жения для частицы с индексом i (i = 1, ..., N) имеют вид:

d\bfr i
dt

= \bfv i, (1)
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где вектора \bfr и \bfv определяют положение и скорость частицы соответственно, m — масса
частицы, \varepsilon \geq 0 — радиус гравитационного обрезания. Случай \varepsilon > 0 позволяет рассматри-
вать бесстолкновительные системы, когда число реальных объектов N\ast существенно пре-
вышает число частиц N в численной модели. Например, число звезд в типичной крупной
галактике N\ast \sim 1011, а в численной модели мы ограничены, как правило, N \sim 107. При
моделировании систем электрически заряженных частиц указанное различие может быть
сколь-угодно большим. Для обеспечения бесстолкновительности системы, в которых сила
взаимодействия между ближайшими частицами мала по сравнению с вкладом остальных
частиц, в численной модели необходимо задавать конечное значение \varepsilon > 0 в зависимости
от N и пространственной конфигурации изучаемой системы [22, 23].

Ключевая идея алгоритма Treecode заключается в иерархическом разбиении простран-
ства на древовидную структуру. Такая структура позволяет более точно вычислять силы от
близкорасположенных частиц, а вклад от более далеких частиц учитывается приближенно
так, чтобы иметь контролируемую погрешность суммарной силы. При вычислении силы для
каждой частицы происходит рекурсивный обход ячеек дерева и на каждом уровне оценива-
ется удаленность ячейки от частицы с помощью критерия принятия решения. Существуют
различные критерии, позволяющие проверить, достаточно ли удалена частица для оценки
силы. В работе используются два различных критерия принятия решения: стандартный
критерий, введенный в работе [16]:

d \geq l

\theta 
, (3)

и модифицированный, который дает более точную оценку силы в случаях, когда центр масс
ячейки сильно смещен от ее геометрического центра [24]:

d \geq l

\theta 
+ \delta , (4)

где d — расстояние от частицы до центра масс ячейки, l — размер ячейки, \theta — угол раскры-
тия (opening angle), \delta — расстояние от центра масс ячейки до ее геометрического центра.
Параметр \theta определяет значение максимального угла, под которым мы видим ячейку из
точки, для которой вычисляется гравитационная сила.

На рис. 1 представлена диаграмма потоков разработанного приложения. Параллельный
алгоритм включает в себя следующие этапы:

(1) На первом этапе происходит построение дерева разрядов. Листовые узлы такого де-
рева содержат упорядоченные по возрастанию индексы частиц, а внутренние узлы
разделяют, содержащиеся в нем индексы на два линейных диапазона в соотвествии с
их общими префиксами в бинарном представлении индексов. Перед построением де-
рева происходит определение ограничевающего объема посредством вычисления мак-
симального расстояния R\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} от центра системы до дальней частицы с использовани-
ем алгоритма параллельной редукции. Для всех частиц системы производится пре-
образование координат частиц к целочисленным значениям, которые используются
для вычисления индекса частицы. Индексы частиц определяются на основе простран-
ственной кривой Мортона. Используя двоичное представление кодов Мортона строим



Рис. 1. Диаграмма потоков параллельного приложения

дерево разрядов, являющееся префиксным деревом, в котором внутренние узлы хра-
нят наибольший общий префикс между ключами в соответствующем поддереве [25].



(2) На втором этапе происходит построение октодерева. Используя информацию о длинах
префиксов в узлах дерева разрядов определяется количество элементов в октодере-
ве [25]. Далее производится поиск родительских узлов октодерева с использованием
ссылки на предков каждого узла дерева разрядов. При привязке частицы к узлу окто-
дерева эта частица передает ячейке свои характеристики: массу и коррдинаты. Про-
ходя дерево от его листовых узлов к внутренним производим суммирование массы и
вычисление центров масс узлов, выполняя синхронизацию потоков после перехода на
новый уровень глубины октодерева.

(3) Ядро для вычисления сил использует нерекурсивный алгоритм обхода дерева. При
проходе узлов октодерева с использованием одного из критериев принятия решения
(3) или (4) определятся необходимость использования аппроксимации.

(4) Ядро, используемое для интегрирования системы уравнений (1), (2) включает в себя
предиктор и корректор. На этапе предиктор рассчитывается скорость и положение
частицы по формулам:

vn+1/2 = vn +
dvn
dt

dt

2
, (5)

xn+1 = xn + vn+1/2dt , (6)

где dt — шаг по времени. Затем выполняется перестроение дерева и вычисляются
силы с использованием новых положений частиц. На этапе корректор выполняется
уточнение скорости в момент времени n+ 1 по формуле:

vn+1 = vn+1/2 +
dvn+1/2

dt

dt

2
. (7)

Все тестовые расчеты проводились для бесстолкновительного гравитирующего трех-
мерного вращающегося диска. Такой диск является равновесным, находясь на балансе гра-
витационных, центробежной и сил «давления» (из-за хаотического движения частиц) в
радиальном направлении и на балансе гравитационных и сил «давления» в вертикальном
направлении (см. подробное описание в [22, 26]). Хаотическое движение частиц в таких
бесстолкновительных системах можно характеризовать тремя пространственными распре-
делениями дисперсии скоростей (cr(r), c\varphi (r), cz(r)), соответственно, в радиальном, азиму-
тальном и вертикальном направлениях. Мы использовали радиальные профили параметров
бесстолкновительного диска из работы [27], пересчитанные в отсутствии темной массы. За
счет варьирования начального профиля дисперсии скоростей частиц cr(r) можно строить
как гравитационно устойчивые системы, сохраняющие в целом осесимметричное распреде-
ление параметров, так и диски, допускающие развитие гравитационной неустойчивости [22].
В последнем случае в процессе эволюции формируются спиральные структуры значитель-
ной амплитуды, что является хорошим тестом для анализа выполнения физических законов
сохранения.

2. Анализ производительности и законов сохранения

Параллельные расчеты проводились с использованием графического сопроцессора
Nvidia Tesla V100, а тестирование последовательной реализация Treecode [29] проводи-
лось на Intel Xeon E5-2650 v3. Для оценки эффективности распараллеливания проводи-
лись сравнения времени вычисления для различных реализаций решения задачи N -тел:
параллельная реализация прямого метода (каждая частица с каждой) с использованием



программного обеспечения для CUDA [28], открытая версия алгоритма Treecode от Joshua
E. Barnes [29].

Были проведены серии расчетов с различным числом частиц и для двух критериев при-
нятия решения. На рис. 2 показаны графики сравнения времени, необходимой для одной
итерации вычисления силы для различного числа частиц и различных реализаций решения
задачи N -тел: ttcGPU — время вычислений с использованием разработанного параллельно-
го алгоритма для GPUs, tdGPU — время вычислений с использованием прямого алгоритма
на GPUs [28], ttcCPU — время вычислений для последовательной версии Treecode.

Рис. 2. Сравнение времени расчета силы для различных реализаций с теоретическими
оценками (слева) и полученное ускорение S (справа)

На рис. 2 справа представлены результаты ускорения вычислений для модели дисковой
галактики [27]. Параллельная реализация Treecode показала ускорение вычислений в 40 –
45 раз по сравнению с последовательной версией, а также ускорение до 68 раз по сравне-
нию с параллельной реализаций прямого алгоритма при использовании NVidia Tesla V100.
Мы провели сравнение точности выполнения основных законов сохранения для выбранной
модели диска: углового момента и полной энергии. На рис. 3 и 4 представлены графики
изменения относительного отклонения углового момента (слева) и энергии (справа) для
различных значений параметра \theta .

Относительная погрешность вычисления углового момента варьируется в диапазоне от
0.0001 до 0.008 в зависимости от \theta при использовании стандартного критерия, в то время
как для модифицированного критерия погрешность варьируется в диапазоне от 0.00002 до
0.002. Относительная погрешность вычисления полной энергии для стандартного критерия
лежит в диапазоне от 0.0002 до 0.01, а для модифицированного критерия от 0.0001 до 0.003.

Заключение

Методы молекулярной динамики широко используются для моделирования разнооб-
разных физико-технических объектов и опираются на вычисление парных взаимодействий
между частицами [1, 2, 12, 30, 31]. Отметим широкий перечень областей применимости мо-
делей типа N -тел, включая физическую кинетику, физику плазмы и ионных пучков, кос-



Рис. 3. Изменения относительного отклонения углового момента и энергии для
вращающегося диска из N = 216 частиц и стандартного критерия принятия решения

Рис. 4. Изменения относительного отклонения углового момента и энергии для диска с
N = 216 при использовании \delta критерия

мологию, физику галактик, позволяя моделировать как барионное вещество, так и темную
материю в приложении к астрофизическим проблемам [4, 32, 33].

Наш модуль для вычисления суммарной гравитационной силы от большого числа ча-
стиц на основе TreeCode можно использовать для моделирования самых различных галак-
тических компонент, включая динамику гравитирущего газа как на больших масштабах
(\sim 10 - 104 пк) [5, 6, 8, 22], так и на малых масштабах (\sim 0.001 - 10 пк) [34].

В работе представлены предварительные результаты тестирования разработанного па-
раллельного приложения для моделирования динамики N гравитационно взаимодейству-
ющих частиц с использованием графических ускорителей Nvidia Tesla. В качестве модели
для тестирования использовался вращающийся бесстолкновительный самогравитирующий-
ся трехмерный диск, первоначальное состояние которого допускало развитие гравитацион-
ной неустойчивости, на нелинейной стадии которой формировались центральная перемыч-
ка (так называемая бар-мода) и спиральный узор. Разработанная параллельная реализация
алгоритма Treecode для GPUs обеспечивает приемлемое выполнение интегральных законов



сохранения энергии и углового момента в самогравитирующем диске на уровне, сопостави-
мом с расчетами для CPU.

Производительность программного обеспечения замерялась на графическом сопроцес-
соре NVidia Tesla V100 (Volta). В условиях проведения тестов величина ускорение составила
45 раз по сравнению с реализацией [29] и до 68 раз по сравнению с параллельным алгорит-
мом на основе прямого вычисления гравитационной силы [28].

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации №0633-2020-0003. Расчеты проводились на оборудова-
нии ЦКП «Суперкомпьютерный центр коллективного пользования ВолГУ».
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Hierarchical methods for calculating gravitational forces in a N -body system significantly increase the quality
of numerical simulations when solving various astrophysical problems by increasing the number of N elements,
since we have the computational complexity N \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(N) for the TreeCode approximate method instead of \sim O(N2)

for the direct method, which allows to greatly increase the number of particles in the models. We developed new
software for solving a dynamic problem with a large number of particles for modeling the collisionless components
of the galaxies, in particular, stellar subsystem and dark matter. The paper presents the test results for the
parallel implementation of the Treecode algorithm for the NVidia Tesla GPUs. To construct a hierarchical grid
structure, we implemented a fast parallel octree-construction algorithm based on Morton’s space-filling curve. To
assess the quality of the constructed numerical model we use the simulation results based on the direct calculation
of the interaction forces between all N particles of the system. We have compared the performance of the different
implementations of algorithms for solving the N-body problem and an analisis of the fulfillment of the integral
physical conservation laws of a self-gravitational system. The analysis of the fulfillment of the conservation laws
of total energy and angular momentum is carried out for a rotating self-gravitating disk. Models with different
criteria for a particle remoteness and value of the opening angle \theta are considered.

Keywords: N-body problem, treecode, parallel computing, GPUs
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