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УДК 51-73          DOI: 10.14529/cmse160101 

АСИМПТОТИКА МАГНЕТОСОПРОТИВЛЕНИЯ 

А.А. Ершов, Ю.А. Крутова 

Найдена асимптотическая формула, выражающая электрическое сопротивление кри-
сталла изотропного полупроводника в магнитном поле и подключенного с помощью малых 
контактов. Для моделирования электрического потенциала использовалось решение краевой 
задачи для эллиптического уравнения с косой производной на границе. 

Ключевые слова: магнетосопротивление, потенциал электрического поля, электриче-

ское сопротивление, магнитное поле, асимптотическое разложение, уравнение Лапласа, 

косая производная, краевая задача. 

ОБРАЗЕЦ ЦИТИРОВАНИЯ 
Ершов А.А., Крутова Ю.А. Асимптотика магнетосопротивления // Вестник  

ЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика и информатика. 2016. Т. 5, № 1. С. 5–12. 
DOI: 10.14529/cmse160101. 

Введение 

Магнетосопротивление (магниторезистивный эффект) — это изменение электри-
ческого сопротивления материала в магнитном поле [1]. Математические модели, позво-
ляющие рассчитать магнетосопротивление, зависят от свойств материала и типа прово-
димости. Мы будем использовать математическую модель, приведенную Н.Н. Поляко-
вым в работе [2] для моделирования электрического потенциала образца изотропного 
полупроводника прямоугольной формы при протекании через него электрического тока 
в магнитном поле. В этой работе были проведены эксперименты по следующей схеме 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Схема эксперимента 

 
Образец прямоугольной формы вырезан параллельно кристаллографическим плос-

костям из монокристалла арсенида кадмия. По торцам образца расположены контакты 
1 и 2, через которые пропускается ток 

12I . Кроме того, весь образец помещен в магнит-

ное поле с индукцией 
zB , которое направлено перпендикулярно плоскости образца. 

Данная схема применяется в стандартной методике Ван дер Поля по измерению коэф-
фициента Холла анизотропных кристаллов и пленок прямоугольной формы. При этом 
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для моделирования электрического потенциала ),( yxφ  при постоянном токе 
12I  и в 

установившемся режиме Н.Н. Поляковым использовалось решение следующей краевой 
задачи. 
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(1) 

где x x z zR Bγ σ= , y y z zR Bγ σ= ; 12I — ток, протекающий через токовые контакты 1 и 2; 

xσ , yσ — компоненты тензора электропроводимости; a , b , d —  длина, ширина и тол-

щина образца; 2ε — ширина токовых контактов; zR — компонента тензора Холла при 

условии, что вектор плотности тока лежит в плоскости 0x y , и поперечное магнитное 

поле с индукцией zB  направлено вдоль оси 0z . 

Решение данной краевой задачи рассматривается нами в классе функций, бесконеч-
но дифференцируемых внутри области и непрерывных вплоть до границы области. В 
работе Н.Н. Полякова [2] указано, что решение данной задачи методом Фурье в ком-
плексной форме довольно громоздко (и в то же время явный вид решения не приведен), 
поэтому мы приведем другое, более простое решение. 

Отметим, что данная модель применима при достаточно слабом магнитном поле и 
малых контактах, поскольку, например, плотность тока по сечению контакта не являет-
ся равномерной, а имеет довольно сложный характер (см., например, [3]). 

Нашей задачей является отыскание асимптотики электрического сопротивления 
прямоугольного образца в магнитном поле при 0ε → .  

Также отметим, что в случае отсутствия магнитного поля задача эффективного 
вычисления электрического сопротивления образца с малыми контактами рассматрива-
лась различными методами в двумерном случае в работах [2, 4–6], в трехмерном случае 
в работах [7–10] и многих других. 

В разделе 1 рассмотрен метод Фурье для краевой задачи с косой производной, ко-
торым получено решение задачи (1). Раздел 2 содержит вычисление самого магнетосо-
противления как функционала от решения задачи и его асимптотику. В заключении 
подводятся итого проведенного исследования и обсуждаются направления будущих ра-
бот. 

 

1. Решение краевой задачи  

Решим краевую задачу (1) с помощью метода Фурье. Обозначим через y

x

σ
γ

σ
= . То-

гда 2
y xγ γ γ= . 
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Будем вначале искать решение в виде произведения ( , ) ( ) ( )x y X x Y yφ = . Подставим 

его в уравнение 

    2( ) ( ) ( ) ( ) 0X x Y y X x Y yγ′′ ′′+ =  

и разделим переменные 
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Здесь λ — некоторая неопределенная пока постоянная. Подставим ( , ) ( ) ( )x y X x Y yφ =  в 

граничные условия задачи (1): 

                                   ( ) (0) ( ) (0) 0.xX x Y X x Yγ′ ′− =  

Отсюда получаем, что 
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где 
(0)

(0)x

Y

Y
µ

γ
′
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Таким образом, одновременно выполняется 
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Следовательно,  
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Отсюда,  
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Аналогичными действиями получим следующую задачу Штурма—Лиувилля для :)( yY  
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(2) 

Ненулевыми решениями задачи (2) являются 

            ( ) cos , Z,n

n
Y y y A n

b

π = + ∈ 
 

 

где arctg( )xA γ γ= − . 

Соответственно, функции 

    ( ) , Z.

n
x

b
nX x e n

π
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= ∈  

Общее решение задачи (1) можно искать в виде 
          0 0( , ) ( )xx y B A x yφ γ= + + +  
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Поскольку 2
y xγ γ γ= , sin cosxA Aγ γ= − , то 
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учитывая, что 
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И окончательно получаем, что 
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где arctg( )xA γ γ= − , 0B — произвольная аддитивная постоянная. 

Отметим, что полученный ряд равномерно сходится при 0 x a≤ ≤  и 0 y b≤ ≤ , а 

каждое его слагаемое удовлетворяет уравнению из краевой задачи (1). Отсюда следует, 
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2. Вычисление асимптотики магнетосопротивления 
 

Используя полученное нами решение (3), вычислим величину выделяемой мощности 
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Из последнего равенства легко получить выражение для электрического сопротив-
ления прямоугольной пластины в магнитном поле: 
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Заметим, что ряд (4) имеет сложную зависимость от малого параметра ε : при 
стремлении ε  к нулю он расходится как гармонический. Однако, в работах [4] и [6] ме-
тодом замены ряда на интеграл ([11, гл.2], [12, гл.4, §11]) уже была получена полная 
асимптотика суммы следующего ряда при 0µ → : 
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Таким образом, 
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Заключение 
В статье рассмотрены сложности моделирования магниторезистивного эффекта. 

Решение приведенной задачи (1) и соответствующий функционал, выражающий магне-
тосопротивление, могут быть найдены численно. Однако, в таком случае его зависи-
мость от параметров остается неясной. В данной работе мы выписали явное решение с 
помощью метода Фурье, а затем вычислили по нему электрическое сопротивление в ви-
де суммы довольно сложного ряда. Опираясь на недавно полученные результаты, нам 
удалось найти асимптотику его суммы, в результате чего получена простая асимптоти-
ческая формула, наглядно показывающая зависимость электрического сопротивления 
проводника от величины напряженности магнитного поля и сечения контактов. Исполь-
зуя данную формулу, нетрудно вычислить и величину магнетосопротивления, которая 
является изменением электрического сопротивления под воздействием магнитного поля. 
Отметим, что при увеличении напряженности магнитного поля электрическое сопротив-

ление растет из-за главного члена асимптотики 

2
2 2

2 2

12 1
ln ,

1

x y

x y x yd

γ γ

επ σ σ γ γ

 +
 
 − 

 что и наблю-

дается в большинстве случаев за редким исключением так называемого отрицательного 
магнетосопротивления.  

В дальнейшем было бы интересно найти такие конфигурации проводника и контак-
тов, при которых бы магнетосопротивление было бы отрицательным, или показать, что 
такое невозможно в данной модели. 
 

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект 15-11-10018). 
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УДК 517.977.1 DOI: 10.14529/cmse160102

ОБ ОЦЕНИВАНИИ СОСТОЯНИЙ МНОГОШАГОВЫХ
СИСТЕМ ПРИ ГРУППОВОМ ДВИЖЕНИИ1

Е.К. Костоусова

Рассматривается задача достижимости для набора однотипных линейных многошаговых

управляемых объектов, совершающих так называемое групповое движение, при котором

объекты попарно не сближаются, но и не слишком отдаляются друг от друга. Приводятся

некоторые свойства множеств достижимости; предлагаются алгоритмы построения внешних

полиэдральных (параллелепипедозначных) оценок для них.

Ключевые слова: множества достижимости, многошаговые системы, групповое дви-

жение, полиэдральные оценки.

ОБРАЗЕЦ ЦИТИРОВАНИЯ

Костоусова Е.К. Об оценивании состояний многошаговых систем при групповом дви-

жении // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика и информатика. 2016. Т. 5,

№ 1. С. 13–23. DOI: 10.14529/cmse160102.

Введение

Задача построения трубок траекторий (трубок достижимости) является одной из клю-

чевых в гарантированной теории управления [4, 7, 9]. Работа посвящена задаче достижимо-

сти для набора из m однотипных линейных многошаговых управляемых объектов, совер-

шающих так называемое групповое «движение» (используем этот термин не обязательно

в механическом смысле), при котором объекты попарно не сближаются, но и не слишком

отдаляются. Мотивация задач такого рода вытекает из активно развиваемой в последнее

время теории управления групповым движением (см., например, [3, 8, 10]). Напомним, что

поскольку практическое нахождение трубок траекторий даже для систем без условий груп-

пового движения может быть затруднительно, развиваются различные численные методы,

в том числе методы оценивания множеств достижимости (МД) областями фиксированной

формы, такими как эллипсоиды и параллелепипеды (см, например, [1, 2, 4–9, 11] и указан-

ную там библиографию).

Статья организована следующим образом. В первом разделе дана постановка задачи.

Во втором разделе приводятся некоторые свойства МД рассматриваемых систем. Оказы-

вается, что МД полной системы могут быть, вообще говоря, невыпуклыми и несвязными,

а трубка достижимости может быть представлена (подобно [9, разд. 11.2]) в виде систе-

мы ветвящихся трубок, где сечения ветвей являются выпуклыми политопами. В третьем

разделе предлагаются алгоритмы построения некоторых внешних оценок на основе «эле-

ментарных» полиэдральных (параллелепипедозначных) оценок для результатов операций

с параллелепипедами (описанных в [2, 6, 11] и дополненных оценками для объединения

параллелепипедов). В заключении даны итоговые выводы.

1. Постановка задачи

Предполагается, что система состоит из m подсистем с фазовыми координатами xj =

(xj,1
\top 
, xj,2

\top 
)\top \in \BbbR n1+n2 , j = 1, 2, . . . ,m (здесь \top — знак транспонирования, \BbbR n — n-мерное

1Статья написана по материалам доклада, представленного на XV Всероссийской конференции «Матема-

тическое программирование и приложения» (МПиП-2015), г. Екатеринбург, 2–6 марта 2015 г.
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векторное пространство), и описывается соотношениями

xj [k] = Aj [k]xj [k - 1] +Bj [k]uj [k], k = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . ,m; (1)

xj [0] \in \scrP j
0 ; uj [k] \in \scrR j [k], k = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . ,m; (2)

\| xj,1[k] - xl,1[k]\| \infty \geq \mu , k = 0, 1, . . . , N, j, l = 1, 2, . . . ,m, l > j; (3)

\| xj,1[k] - xl,1[k]\| \infty \leq \mu , k = 0, 1, . . . , N, j, l = 1, 2, . . . ,m, l > j. (4)

Здесь n1 > 0, n2 \geq 0; Aj [k] и Bj [k] — известные матрицы, detAj [k] \not = 0; uj [k] \in \BbbR nu —

управления, стесненные геометрическими ограничениями из (2); множества \scrP j
0 \subset \BbbR n1+n2 и

\scrR j [k] \subset \BbbR nu считаем параллелепипедами [2, 6]; формализация условий группового движе-

ния производится с помощью (3), (4), где 0 < \mu < \mu \leq \infty — заданные значения, и нормы

\| x\| \infty (\| x\| \infty = max1\leq i\leq n | xi| для вектора x = (x1, . . . , xn)
\top ), отличающейся от используемой

в [3] евклидовой нормы. Условия (3) (нижние ограничения) означают, что траектории под-

систем попарно не должны сближаться ближе, чем на положительное значение \mu в смысле

первой группы координат xj,1, а условия (4) (верхние ограничения) — что, кроме того, не

должны расходиться более, чем на \mu , если это число принято конечным.

Введем расширенные векторы фазового состояния z = (x1
\top 
, x2

\top 
, . . . , xm\top )\top \in \BbbR m(n1+n2)

и управления u = (u1
\top 
, u2

\top 
, . . . , um\top )\top \in \BbbR mnu полной системы.

Множеством достижимости (МД) \scrZ [i] системы (1)–(4) в момент i\in \{ 0, 1, . . . , N\} назы-
ваем множество всех тех точек z\in \BbbR m(n1+n2), для каждой из которых существуют такие z[0] и

u[\cdot ], удовлетворяющие (2), что порождаемое ими в силу (1) решение z[\cdot ] будет удовлетворять
условиям z[i] = z и (3)–(4) для k=0, 1, . . . , i. Многозначную функцию \scrZ [k], k=0, 1, . . . , N ,

называем по аналогии с [9] трубкой достижимости или трубкой траекторий \scrZ [\cdot ].
Рассмотрим следующие задачи:

\bullet Описать множества достижимости \scrZ [k] и трубку достижимости \scrZ [\cdot ].
\bullet Найти внешние параллелепипедозначные (короче, полиэдральные) оценки для них.

Напомним некоторые используемые нами понятия.

Параллелепипедом \scrP (p, P , \pi ) \subset \BbbR n называем множество \scrP = \scrP (p, P , \pi ) = \{ x | x =

p +
\sum n

i=1 p
i\pi i\xi i, | \xi i| \leq 1\} , где p \in \BbbR n; P = \{ pi\} \in \BbbR n\times n — неособая матрица (detP \not = 0) со

столбцами pi, \| pi\| 2 = 1 (приведенное условие нормировки в терминах евклидовой нормы

может быть опущено с целью упрощения формул); \pi \in \BbbR n, \pi \geq 0 (векторные неравенства

понимаем покомпонентно). Можно сказать, что p — центр параллелепипеда, P — матрица

ориентации, pi — направления, \pi i — величины его «полуосей».

Параллелотопом \scrP [p, \=P ] \subset \BbbR n называем множество \scrP = \scrP [p, \=P ] = \{ x| x = p + \=P\zeta ,

\| \zeta \| \infty \leq 1\} , где p \in \BbbR n, а матрица \=P = \{ \=pi\} \in \BbbR n\times r может быть неквадратной (r \leq n),

особой. Называем параллелотоп \scrP невырожденным, если r = n и det \=P \not = 0.

Полосой или m-полосой \scrS = \scrS (c, S, \sigma ,m) \subset \BbbR n называем пересечение m гиперполос \Sigma i

(где 1 < m \leq n, здесь m не связано с числом подсистем в (1)):

\scrS = \scrS (c, S, \sigma ,m) =

m\bigcap 

i=1

\Sigma i, \Sigma i = \Sigma (ci, s
i, \sigma i) = \{ x | | x\top si  - ci| \leq \sigma i\} .

Здесь c \in \BbbR m; \scrS = \{ si\} \in \BbbR n\times m — матрица ранга m со столбцами si \in \BbbR n; \sigma \in \BbbR m, \sigma \geq 0.

Векторы \pm si определяют нормали к гиперплоскостям, ограничивающим гиперполосу \Sigma i.

Каждый параллелепипед — это параллелотоп: \scrP (p, P , \pi ) = \scrP [p, \=P ], \=P = P diag \pi ;

каждый невырожденный параллелотоп — это параллелепипед с P = \=P , \pi = e, где
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e = (1, 1, . . . , 1)\top . Известно также, что при m = n полоса превращается в параллелепи-

пед (см. формулы в [2, 6]).

2. Описание множеств достижимости

Несложно видеть, что полная система может быть записана в виде:

z[k] = A[k] z[k - 1] +B[k]u[k], k = 1, 2, . . . , N ;

z[0] \in \scrP 0; u[k] \in \scrR [k]; k = 1, 2, . . . , N ;

z[k] \in \scrY , k = 0, 1, . . . , N.

(5)

Здесь A[k] = diag \{ Aj [k]\} и B[k] = diag \{ Bj [k]\} — блочные матрицы, составленные из

матриц, фигурирующих в (1); параллелепипеды \scrP 0 = \scrP [p0, \=P0] и \scrR [k] = \scrP [r[k], \=R[k]] (за-

писанные для простоты обозначений в виде параллелотопов) определяются множествами

\scrP j
0 = \scrP [pj0, \=P j

0 ] и \scrR j [k] = \scrP [rj [k], \=Rj [k]] из (2): p0 = (p10
\top 
, p20

\top 
, . . . , pm0

\top )\top , \=P0 = diag \{ \=P j
0 \} ,

r[k] = (r1[k]\top , r2[k]\top , . . . , rm[k]\top )\top , \=R[k] = diag \{ \=Rj [k]\} ; множество \scrY определяется нижними

и верхними ограничениями из условий группового движения:

\scrY = \v \scrY \bigcap \^\scrY ;
\v \scrY = \{ z = (x1

\top 
, x2

\top 
, . . . , xm\top )\top | \| xj,1  - xl,1\| \infty \geq \mu , j, l = 1, 2, . . . ,m, l > j\} ;

\^\scrY = \{ z = (x1
\top 
, x2

\top 
, . . . , xm\top )\top | \| xj,1  - xl,1\| \infty \leq \mu , j, l = 1, 2, . . . ,m, l > j\} 

(6)

и задает фазовые ограничения (ФО) в системе (5).

Известно [4, § 18], что МД системы типа (5) удовлетворяют соотношениям:

\scrZ (0)[0] = \scrP 0;
\scrZ (0)[k] = A[k]\scrZ [k - 1] +B[k]\scrR [k], k = 1, 2, . . . , N ;

\scrZ [k] = \scrZ (0)[k]
\bigcap \scrY , k = 0, 1, . . . , N,

(7)

которые включают операции с множествами: линейное преобразование, сумму Минковско-

го и пересечение. Точное построение МД для систем большой размерности даже в случае

выпуклых ФО может быть достаточно затруднительно. В рассматриваемом же случае до-

полнительная трудность связана с невыпуклостью множеств \v \scrY и \scrY . Это приводит к тому,

что МД могут быть, вообще говоря, не только невыпуклыми, но и несвязными.

Рассмотрим, что представляет собой пересечение выпуклого множества \scrZ (0) с \scrY .
Несложно заметить, что невыпуклое множество \v \scrY представимо в следующем виде:

\v \scrY =
\bigcap 

j,l=1,2,...,m, l>j

(
\bigcup 

1\leq i\leq n1

\v \scrY jl
i ), \v \scrY jl

i = \{ z | | xj,1i  - xl,1i | \geq \mu \} , (8)

пересечение взято по всем различным парам подсистем, определяемых индексами j и l.

Каждая из компонент пересечения есть объединение n1 множеств \v \scrY jl
i , каждое из которых

есть в свою очередь объединение двух полупространств в \BbbR m(n1+n2) с обратно коллинеарны-

ми нормалями: \v \scrY jl
i = \v \scrY jl

(i,0)

\bigcup \v \scrY jl
(i,1), где

\v \scrY jl
(i,0) = \{ z | x

j,1
i  - x

l,1
i \leq  - \mu \} , а \v \scrY jl

(i,1) = \{ z | x
j,1
i  - x

l,1
i \geq \mu \} .

Аналогичную структуру имеет множество \scrY :

\scrY =
\bigcap 

j,l=1,2,...,m, l>j

(
\bigcup 

1\leq i\leq n1

\scrY jl
i ), \scrY jl

i = \{ z | | xj,1i  - xl,1i | \geq \mu , \| xj,1  - xl,1\| \infty \leq \mu \} ,

\scrY jl
i = \scrY jl

(i,0)

\bigcup \scrY jl
(i,1) = \scrY 

\gamma 
(i,0)

\bigcup \scrY \gamma 
(i,1) = \scrY 

\gamma 
i .

(9)
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Здесь и далее для упрощения обозначений вместо двух индексов j и l будем использовать

также один индекс \gamma , которым нумеруем различные пары подсистем; число таких пар J =

m(m - 1)/2 штук, где m — общее число подсистем в (1).

Замечание 1. Можно считать, что пары множеств \scrY \gamma 
(i,0) = \scrY 

jl
(i,0) и \scrY 

\gamma 
(i,1) = \scrY 

jl
(i,1) в (9) с оди-

наковыми индексами \gamma и i — это пары непересекающихся n3-полос, имеющих одинаковые

параметры S и \sigma (будем называть их парными), где n3 = n1 при \mu <\infty и n3 = 1 при \mu =\infty 
(т.е. когда условия (4) отсутствуют). При \mu <\infty параметры этих полос определяются следу-

ющим образом. Пусть H = (I, 0) \in \BbbR n1\times (n1+n2) — блочная матрица с блоками в виде единич-

ной I \in \BbbR n1\times n1 и нулевой 0 \in \BbbR n1\times n2 матриц, а Lj = (0, . . . , 0, I, 0, . . . , 0) \in \BbbR (n1+n2)\times m(n1+n2)

— матричная строка, состоящая из m квадратных матриц, где единичная матрица I стоит

на j-м месте в этой строке (так что получается H \cdot Lj \cdot z = xj,1 \in \BbbR n1). Тогда параметры n1-

полос \scrY jl
(i,\omega ) можно записать в виде: s = ( - 1)\omega +1ei(\mu +\mu )/2 \in \BbbR n1 , \sigma = \mu e - ei(\mu +\mu )/2 \in \BbbR n1 ,

S = (Lj  - Ll)\top H\top \in \BbbR m(n1+n2)\times n1 , где ei — i-й единичный орт в \BbbR n1 (i-й столбец единич-

ной матрицы I). При \mu = \infty для единообразия примем, что \scrY jl
(i,\omega ) — это гиперполосы с

s = ( - 1)\omega +1(\mu +\mu )/2 \in \BbbR 1, \sigma = (\mu  - \mu )/2 \in \BbbR 1, S = (Lj - Ll)\top H\top ei \in \BbbR m(n1+n2), где \mu = 2 \~\mu , а

в качестве \~\mu взята какая-либо априорная верхняя оценка для значений max
1\leq j\leq m

max
1\leq k\leq N

\| xj [k]\| \infty 
состояний системы (1), (2) без учета фазовых ограничений (3), (4).

На рисунке дан пример для случая m=2, n1=1, n2=0, показывающий, что может

получиться в \BbbR m(n1+n2) при пересечении параллелепипеда \scrZ (0)=\scrP 0 с множествами \v \scrY и \scrY .
Здесь \v \scrY состоит из двух непересекающихся полупространств, ограниченных сплошными

линиями, \^\scrY — это гиперполоса между штрихпунктирными линиями, \scrY состоит из двух

непересекающихся параллельных гиперполос. Множество \scrP 0
\bigcap \v \scrY состоит из двух поли-

топов, а \scrP 0 \cap \scrY тоже несвязно и состоит из двух выпуклых компонент — частей этих

политопов.

−8 0 8
−8

0

8

x
1

x 2

В общем случае в силу взаимной дистрибутивности операций объединения и пересече-

ния справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Множество \scrZ = \scrZ (0)
\bigcap \scrY представимо в виде объединения (2n1)

J компонент:

\scrZ =
\bigcup 

1\leq i1,...,iJ\leq n1

\bigcup 
0\leq \omega 1,...,\omega J\leq 1

\Bigl( 
\scrZ (0)

\bigcap \bigl( \scrY 1
(i1,\omega 1)

\bigcap \scrY 2
(i2,\omega 2)

\bigcap 
. . .
\bigcap \scrY J

(iJ ,\omega J)

\bigr) \Bigr) 
,

=
\bigcup 

1\leq i1,...,iJ\leq n1

\bigcup 
0\leq \omega 1,...,\omega J\leq 1

\Bigl( 
\scrZ (0)

\bigcap \bigl( J\bigcap 
\gamma =1
\scrY \gamma 
(i\gamma ,\omega \gamma )

\bigr) \Bigr) 
,

(10)

где объединения берутся по всевозможным индексам i1, i2, . . . iJ , изменяющимся от 1 до n1,

и всевозможным индексам \omega 1, \omega 2, . . . \omega J , принимающим значения 0 и 1.
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Заметим, что иногда может быть удобно записать это же объединение в следующем

виде:

\scrZ =
\bigcup 

0\leq \delta \leq (n1)J - 1

\bigcup 
0\leq \beta \leq 2J - 1

\Bigl( 
\scrZ (0)

\bigcap \bigl( J\bigcap 
\gamma =1
\scrY \gamma 
(v\gamma (\delta )+1,w\gamma (\beta ))

\bigr) \Bigr) 

с использованием двух индексов \delta \in \{ 0, 1, . . . , (n1)
J - 1\} и \beta \in \{ 0, 1, . . . , 2J - 1\} и их n1-ичного

и двоичного представлений v(\delta ) = (v1(\delta ), v2(\delta ), . . . , vJ(\delta )) (где v\gamma (\delta ) \in \{ 0, 1 . . . , n1 - 1\} ) и
w(\beta ) = (w1(\beta ), w2(\beta ), . . . , wJ(\beta )) (где w\gamma (\beta ) \in \{ 0, 1\} ) соответственно.

С учетом рекуррентных соотношений (7) и леммы 1 несложно видеть, что трубка до-

стижимости \scrZ [\cdot ] может быть представлена (подобно [9, разд. 11.2]) в виде системы ветвя-

щихся трубок с ветвями, которые обозначаем через \scrZ [\cdot ;H[\cdot ]]. Здесь матрица H[k] = [h[0];

h[1]; . . . ;h[k]] = \{ h[\alpha ]\} k\alpha =0 \in \BbbR J\times (k+1) увеличивающейся от шага к шагу размерности опре-

деляет «историю» построения ветви до шага k. Примем, что каждый ее \alpha -й столбец хранит

информацию о значениях индексов i и \omega из тех полос \scrY \gamma 
(i,\omega ), которые определяют множе-

ство \scrY и фигурируют на шаге \alpha под знаком объединения в (10), в следующем виде: h[\alpha ] =

(( - 1)\omega 1[\alpha ]+1i1[\alpha ], . . . , ( - 1)\omega J [\alpha ]+1iJ [\alpha ])
\top , где \omega \gamma [\alpha ] \in \{ 0, 1\} , i\gamma [\alpha ] \in \{ 1, . . . , n1\} , \gamma = 1, . . . , J .

Предложение 1. Трубка достижимости \scrZ [\cdot ] системы (1)–(4) (иными словами, (5)–(6))

может быть представлена в виде системы ветвящихся трубок с ветвями \scrZ [\cdot ;H[\cdot ]], сечения
которых \scrZ [k;H[k]] в моменты k являются выпуклыми политопами. При этом МД \scrZ [k] пред-
ставимы в виде объединения вышеупомянутых сечений: \scrZ [k] = \bigcup 

H[k]\scrZ [k;H[k]] (назовем

их компонентами множеств достижимости), верхняя оценка числа которых дается большим

числом (2n1)
J(k+1), где J = m(m - 1)/2, а ветви могут быть описаны соотношениями

\scrZ [0;H[0]] = \scrP 0
\bigcap 

(
\bigcap J

\gamma =1 \scrY 
\gamma 
(i\gamma [0],\omega \gamma [0])

); H[0] = [h[0]];

\scrZ (0)[k;H[k - 1]] = A[k]\scrZ [k - 1;H[k - 1]] +B[k]\scrR [k], k = 1, 2, . . . , N ;

H[k] = [H[k - 1];h[k]] = [h[0];h[1]; . . . ;h[k]], k = 1, 2, . . . , N ;

h[k] = (( - 1)\omega 1[k]+1i1[k], ( - 1)\omega 2[k]+1i2[k], . . . , ( - 1)\omega J [k]+1iJ [k])
\top , k = 0, 1, . . . , N ;

\scrZ [k;H[k]] = \scrZ (0)[k;H[k - 1]]\bigcap (
\bigcap J

\gamma =1 \scrY 
\gamma 
(i\gamma [k],\omega \gamma [k])

), k = 1, 2, . . . , N.

(11)

Таким образом, для каждой ветви \scrZ [\cdot ;H[\cdot ]] на каждом k-м шаге сначала производятся

операции линейного преобразования сечения и суммирования множеств, затем выбирается

J штук n3-полос из тех, которые определяют \scrY , и производится операция пересечения с

ними. Индексы, определяющие эти полосы, запоминаются в последнем столбце H[k].

Верхняя оценка числа получающихся таким образом компонент МД дается очень боль-

шим числом (2n1)
J(k+1). При некоторых предположениях (типа приведенного ниже), кото-

рые, в частности, естественным образом выполняются для систем, полученных из диффе-

ренциальных систем с помощью аппроксимаций Эйлера при достаточно малом шаге дис-

кретизации, эту оценку можно немного уменьшить.

Предположение 1. Все «движение» происходит в области \| xj [k]\| \infty \leq Cx, j=1, . . . ,m,

k=0, 1, . . . , N , и имеем CA\cdot Cx+Cu<\mu , где CA= max
1\leq j\leq m

max
1\leq k\leq N

\| Aj [k] - I\| (используется мат-

ричная норма, индуцированная нормой \| x\| \infty ), Cu= max
1\leq j\leq m

max
1\leq k\leq N

max
uj [k]\in \scrR j [k]

\| Bj [k]uj [k]\| \infty .
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Элементарными оценками получается, что при указанных условиях траектория не мо-

жет за один шаг перескочить с одной полосы на другую, парную ей, полосу, и имеет место

Следствие 1. При выполнении предположения 1 множество \scrZ [k;H[k]] получается заве-

домо пустым для такой «истории» H[k], у которой хотя бы для одного \gamma \in \{ 1, 2, . . . , J\} 
выполняются условия: i\gamma [k] = i\gamma [k - 1], но \omega \gamma [k] \not = \omega \gamma [k - 1].
Следствие 2. При выполнении предположения 1 и m = 2 число непустых компонент

МД на шаге k не превосходит K[k] = 2n1 (2n1 - 1)k (вместо оценки (2n1)
J(k+1) для общего

случая). В частности, при m = 2 и n1 = 1 получается не более двух ветвей \scrZ [\cdot ;H[\cdot ]].

3. Внешние полиэдральные оценки множеств достижимости

Называем параллелепипед \scrP (p, P , \pi ) \subset \BbbR n внешней оценкой множества \scrQ \subset \BbbR n, если

\scrQ \subseteq \scrP . Оценку называют тугой (в направлении l) [9], если \rho (\pm l| \scrP ) = \rho (\pm l| \scrQ ), где \rho (l| \scrQ ) =
sup\{ l\top x | x \in \scrQ \} — опорная функция множества \scrQ . Внешнюю параллелепипедозначную

оценку называем касающейся для \scrQ , если она является тугой в направлении n следующих

векторов: li = P - 1\top ei, i = 1, 2, . . . , n, где ei — i-й единичный орт в \BbbR n.

В силу (7) внешние оценки для МД \scrZ [k] будут найдены, если построим элементарные

полиэдральные оценки для результатов фигурирующих в (7) операций с множествами. В

[2, 6] указаны способы постороения ряда элементарных оценок. Кратко напомним их.

Внешняя касающаяся оценка \bfitP +
P+(\scrQ ) для множества \scrQ с заданной матрицей ориента-

ции P+ строится на основе знания значений опорной функции множества \scrQ [6]. Матрицы

P+ можно рассматривать как параметр, определяющий целое семейство оценок.

По явным формулам легко найти касающиеся оценки \bfitP +
P+(\scrP 1 + \scrP 2) и \bfitP +

P+(\scrP 1
\bigcup \scrP 2)

для суммы параллелепипедов/параллелотопов [2, 6] и для их объединения.

Для множества \scrQ = \scrP \bigcap \Sigma , являющегося пересечением параллелепипеда и гиперполо-

сы, по явным формулам можно найти n+1 «сжатых» гиперполос [2, 11], дающих в пересече-

нии \scrQ , и, значит, касающиеся оценки \bfitP +
P+(\scrP 

\bigcap 
\Sigma ), соответствующие нескольким специаль-

но выбранным матрицам ориентации P+ \in \{ P 0, P 1, . . . , Pn\} , описанным в [2, 11] (а именно,

оценки, получающиеся отбрасыванием одной из n+ 1 вышеупомянутых гиперполос).

Через \~\bfitP 
+
P+(\scrP 

\bigcap \scrY ) обозначим внешнюю оценку с матрицей ориентации P+ (не обя-

зательно касающуюся) для пересечения параллелепипеда \scrP с множеством \scrY =
\bigcap d

i=1\Sigma 
i,

являющимся пересечением нескольких гиперполос.

Для некоторых матриц ориентации P+ такую оценку несложно найти по явным фор-

мулам, в частности, последовательно за d шагов с помощью вышеупомянутых касающихся

оценок для пересечения параллелепипеда и гиперполосы (при этом можно использовать на

каждом шаге соображения локальной оптимальности оценок в смысле объема [2, 11]):

\scrP +,0 = \scrP ; \scrP +,i = \bfitP +
P+,i(\scrP +,i - 1

\bigcap 
\Sigma i)), i=1, 2, . . . , d; P+ = P+,d, \~\bfitP 

+
P+(\scrP 

\bigcap \scrY ) = \scrP +,d. (12)

Для пересечения двух параллелепипедов по явным формулам можно найти также оцен-

ки \~\bfitP 
+
P+(\scrP 1

\bigcap \scrP 2), которые при любой неособой матрице ориентации P+ определяются со-

отношениями другого типа [6], а именно: \~\bfitP 
+
P+(\scrP 1

\bigcap \scrP 2) = \bfitP +
P+(\scrP 1)

\bigcap 
\bfitP +

P+(\scrP 2).

Рассмотрим групповое движение двух объектов (m = 2). Покажем, как для \scrZ [\cdot ] можно
построить внешние оценки в виде системы из не более, чем 2n1 полиэдральных трубок.

В рассматриваемом случае имеем J = 1 и формулы (11) упрощаются за счет отсутствия

пересечений по \gamma (при сделанном предположении \gamma = J = 1). Для простоты записи далее
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используем обозначение \scrY (i,\omega ) = \scrY 1
(i,\omega ) для множеств \scrY 1

(i,\omega ) из (9). Из свойств вышеупомяну-

тых элементарных оценок и рекуррентных формул (11) для МД \scrZ [k] получаем, что имеет
место следующее утверждение.

Предложение 2. Пусть \scrZ [k] — множества достижимости системы (5)–(6) при m = 2.

Пусть трубки \scrP +
(i,\omega )[\cdot ], i = 1, 2, . . . , n1, \omega = 0, 1, определены следующими рекуррентными

соотношениями2:

\scrP +
(i,\omega )[0] =

\~\bfitP 
+
P+

(i,\omega )[0]
(\scrP 0

\bigcap \scrY (i,\omega )), i = 1, 2, . . . , n1, \omega = 0, 1;

\scrP (0)+
(i,\omega ) [k] = \bfitP +

P
(0)+

(i,\omega )[k]
(A[k]\scrP +

(i,\omega )[k - 1] +B[k]\scrR [k]), i = 1, 2, . . . n1, \omega = 0, 1;

\scrP +
(i,\omega )(j,\upsilon )[k] =

\~\bfitP 
+
P+

(i,\omega )(j,\upsilon )[k]
(\scrP (0)+

(i,\omega ) [k]
\bigcap \scrY (j,\upsilon )), i, j = 1, 2, . . . n1, \omega , \upsilon = 0, 1;

\scrP +
(j,\upsilon )[k] = \bfitP +

P+
(j,\upsilon )[k]

(
\bigcup 

1\leq i\leq n1

\bigcup 
\omega \in \{ 0,1\} 

\scrP +
(i,\omega )(j,\upsilon )[k]), j = 1, 2, . . . n1, \upsilon = 0, 1;

k = 1, 2, . . . N,

(13)

при произвольных допустимых значениях параметров оценок (матриц ориентации P+
(i,\omega )[k],

P
(0)+
(i,\omega ) [k], P

+
(i,\omega )(j,\upsilon )[k]) на всех подшагах процедуры. Тогда имеют место включения

\scrZ [k] \subseteq \bigcup 
1\leq i\leq n1

\bigcup 
\omega \in \{ 0,1\} 

\scrP +
(i,\omega )[k], k = 0, 1, . . . , N,

т.е. объединение параллелепипедозначных трубок \scrP +
(i,\omega )[\cdot ] дает внешние оценки для \scrZ [\cdot ].

Поясним формулы (13) подробнее. Построение трубок \scrP +
(i,\omega )[\cdot ] оказывается вза-

имосвязаным. Начальное сечение каждой из них строится в виде внешней оценки
\~\bfitP 
+
P+

(i,\omega )[0]
(\scrP 0

\bigcap \scrY (i,\omega )) для пересечения начального множества с одной из n3-полос из чис-

ла определяющих множество \scrY . Такую оценку можно построить, в частности, за n3

подшагов типа (12). Далее на каждом k-м шаге сначала находятся касающиеся оценки

\bfitP +

P
(0)+

(i,\omega )[k]
(A[k]\scrP +

(i,\omega )[k - 1] +B[k]\scrR [k]) для соответствующих сечениям трубок сумм Минков-

ского. Затем для каждого из построенных 2n1 параллелепипедов \scrP (0)+
(i,\omega ) [k] аналогично шагу

k = 0 строятся внешние оценки для пересечения этого параллелепипеда с одной из n3-полос.

В результате всего получается не более (2n1)
2 параллелепипедов. Затем они группируются

по 2n1 штук так, что для каждой пары индексов (j, \upsilon ) перебираются всевозможные пары

индексов (i, \omega ) и находятся внешние касающиеся оценки для объединения параллелепипе-

дов каждой группы — всего 2n1 параллелепипедов, являющихся сечениями полиэдральных

трубок \scrP +
(i,\omega )[\cdot ] на шаге k. Дальше происходит переход к следующему шагу k + 1.

Таким образом, сравнительно просто можно построить 2n1 полиэдральных трубок. По-

нятно, что полученные оценки могут оказаться довольно грубыми. Однако они могут быть

в какой-то степени содержательными, а именно, справедливо

Замечание 2. Примем, что из условий группового движения (3)–(4) наиболее важны-

ми являются нижние ограничения (3) (условия нестолкновения), либо условия (4) вообще

отсутствуют (\mu = \infty ). За счет подходящего выбора матриц ориентации промежуточных

оценок эти трубки \scrP +
(j,\upsilon )[\cdot ], j = 1, 2, . . . , n1, \upsilon = 0, 1, можно построить так3, чтобы для

каждой из них ее сечения \scrP +
(j,\upsilon )[k] лежали в фиксированном полупространстве — одном из

2Здесь не исключается случай, что какие-то из множеств \scrP +
(i,\omega )[k] могут быть пустыми.

3 Этого можно добиться, в частности, если при построении оценок \scrP +
(i,\omega )(j,\upsilon )[k], i = 1, 2, . . . , n1, \omega = 0, 1,

при фиксированных индексах (j, \upsilon ) за n3 \geq 1 подшагов типа (12) в последнюю очередь обрабатывать
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тех, которые задают нижние групповые ограничения, т.е. чтобы точки из множеств \scrP +
(j,\upsilon )[k]

удовлетворяли (3).

Формально рассуждая, аналогично (13) можно построить внешние оценки для \scrZ [\cdot ] в
случае m > 2 с использованием (2n1)

J полиэдральных трубок (соответствующих объеди-

нениям из (10)). Обозначим через \scrW h множества \scrW h =
\bigcap J

\gamma =1 \scrY 
\gamma 
(i\gamma \omega \gamma )

, которые мы «зану-

меровали» с помощью векторов h = (( - 1)\omega 1+1i1, ( - 1)\omega 2+1i2, . . . , ( - 1)\omega J+1iJ)
\top \in \BbbR J , где

i\gamma \in \{ 1, 2, . . . , n1\} , \omega \gamma \in \{ 0, 1\} , \gamma = 1, 2, . . . , J .

Предложение 3. Пусть \scrZ [k] — множества достижимости системы (5)–(6) и m \geq 2. Пусть

параллелепипедозначные трубки \scrP +
h [\cdot ] определены следующими рекуррентными соотноше-

ниями4:

\scrP +
h [0] = \~\bfitP 

+
P+

h [0](\scrP 0
\bigcap \scrW h);

\scrP (0)+
h [k] = \bfitP +

P
(0)+
h [k]

(A[k]\scrP +
h [k - 1] +B[k]\scrR [k]), k = 1, 2, . . . N ;

\scrP +

h,\~h
[k] = \~\bfitP 

+
P+

h,\~h
[k](\scrP (0)+

h [k]
\bigcap \scrW \~h), k = 1, 2, . . . N ;

\scrP +
\~h
[k] = \bfitP +

P+
\~h
[k]
(
\bigcup 
h

\scrP +

h,\~h
[k]), k = 1, 2, . . . N,

(14)

при произвольных допустимых значениях параметров оценок (матриц ориентации)

P+
h [k], P

(0)+
h [k], P+

h,\~h
[k] на всех подшагах процедуры (14), где «векторные индексы» h =

(( - 1)\omega 1+1i1, ( - 1)\omega 2+1i2, . . . , ( - 1)\omega J+1iJ)
\top и \~h=(( - 1)\~\omega 1+1\~i1, ( - 1)\~\omega 2+1\~i2, . . . , ( - 1)\~\omega J+1\~iJ)

\top про-

бегают (подобно (13)) всевозможные значения, получающиеся при i\gamma \in \{ 1, 2, . . . , n1\} , \omega \gamma \in 
\{ 0, 1\} , \gamma =1, 2, . . . , J , и при \~i\gamma \in \{ 1, 2, . . . , n1\} , \~\omega \gamma \in \{ 0, 1\} , \gamma =1, 2, . . . , J соответственно, а

символом \~\bfitP 
+
P+(\scrP 

\bigcap \scrW ) обозначена какая-либо внешняя оценка с матрицей ориентации P+

для пересечения параллелепипеда \scrP с множеством \scrW , являющимся пересечением несколь-

ких гиперполос. Тогда \scrZ [k] \subseteq \bigcup 
h

\scrP +
h [k], k=0, 1, . . . , N , т.е. объединение (2n1)

J трубок \scrP +
h [\cdot ]

дает внешние оценки для \scrZ [\cdot ].

Замечание 3. Множества\scrW h образованы пересечением гиперполос, число которых равно

m\scrW = J \cdot n3 = n3 \cdot m(m  - 1)/2. Поэтому при увеличении числа подсистем m возникает

сложность при вычислении оценок типа \~\bfitP 
+
P+(\scrP 

\bigcap \scrW h). Если находить их последовательно

за m\scrW подшагов типа 12, то оценки, описанные в предложении 3, получатся грубее, чем в

случае m = 2, за счет накопления загрублений при построении большего числа m\scrW оценок

типа 12. Кроме того, вообще говоря, не удастся (подобно замечанию 2) обеспечить при-

надлежность каждого из сечений полиэдральных трубок одному из множеств
\bigcap J

\gamma =1
\v \scrY \gamma 
(i\gamma ,\omega \gamma )

,

задающих нижние ограничения 3.

Заключение

Показано, что МД системы, состоящей изm линейных многошаговых управляемых объ-

ектов, при наличии условий группового движения могут быть невыпуклыми и несвязными,

и дано представление трубки достижимости в виде системы ветвящихся трубок, где сечения

ветвей являются выпуклыми политопами. Предложены алгоритмы построения некоторых

пересечение с гиперполосой, нормаль которой определяется индексом j, и матрицу ориентации P+
(i,\omega )(j,\upsilon )[k]

выбирать так, чтобы одна из граней оценки была ортогональна этой нормали, и матрицы ориентации

P+
(j,\upsilon )[k] тоже выбирать так, чтобы одна из граней оценки была ортогональна этой нормали.

4Здесь опять не исключается случай, что какие-то из множеств \scrP h+ [k] могут быть пустыми.
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внешних оценок МД на основе «элементарных» полиэдральных (параллелепипедозначных)

оценок для результатов операций с параллелепипедами. Основное внимание уделено случаю

m = 2. Результаты численного моделирования будут даны в другой публикации.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 15-01-

02368а).
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7. Kurzhanski A.B., Vályi I. Ellipsoidal Calculus for Estimation and Control. Boston: Birkhäu-
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ МЕТОД ОБЪЕДИНЕНИЯ
РЕЗУЛЬТАТОВ РАБОТЫ ПРОГРАММ ПО СБОРКЕ
ГЕНОМА1

К.В. Романенков, А.Н. Сальников, А.В. Алексеевский

В данной работе проводится исследование в области применения многопроцессорных си-

стем для задачи коррекции сборки генома. Существует большое количество алгоритмических

подходов к проблеме сборки генома из набора коротких фрагментов, при этом результаты

их работы на одних и тех же экспериментальных данных зачастую существенно разнятся.

Вследствие большого объема данных необходима организация вычислений в модели распре-

деленной памяти на вычислительном кластере. Авторами предложен алгоритм объединения

результатов работ геномных сборщиков, основанный на построении распределенного взве-

шенного графа контигов. Предлагаемый подход использует комбинацию выводов программ

сборки гeномов, что позволяет уменьшить фрагментированность контигов в результирующем

наборе. Последовательная версия алгоритма реализована на C/C++ и доступна по адресу:

https://bitbucket.org/kromanenkov/gar.

Ключевые слова: бионформатика, многопроцессорные системы, параллельные

алгоритмы.
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Введение

Современные высокотехнологичные автоматические методы расшифровки последова-

тельностей ДНК (секвенирования) позволяют в течение короткого времени (несколько

дней) и сравнительно недорого (несколько тысяч долларов) получить сотни миллиардов

коротких последовательностей из четырех букв A, T, G, C, полученных прочтением фраг-

ментов входного образца ДНК одного или нескольких организмов.

Расшифровка индивидуальных геномов людей и множества видов организмов, от ви-

русов и бактерий до сельскохозяйственных и домашних животных, существенно ускоряет

прогресс в персонифицированной медицине, биоинженерии и биотехнологии, теории эво-

люции и других областях биологии [1].

Технология секвенирования заключается в следующем: в геноме выбирается случайный

фрагмент, а затем происходит считывание двух последовательностей с его концов, причем

центральная часть фрагмента остается непрочитанной. Эти последовательности называют-

ся парными чтениями(ридами), причем длина непрочитанной части фрагмента известна

только приблизительно. В зависимости от технологии можно получать парные чтения дли-

ной 100—250 нуклеотидов.

В идеале результатом сборки генома должны быть последовательности хромосом изу-

чаемого организма; в случае человека — 24. Однако на пути от десятков миллиардов по-

следовательностей длины 100—250 до нескольких последовательностей, представляющих

1Статья рекомендована к публикации программным комитетом Международной суперкомпьютерной кон-

ференции «Параллельные вычислительные технологии — 2015».
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полный геном, возникают серьезные технологические, алгоритмические и вычислительные

проблемы [1]. Полностью преодолеть возникающие трудности для больших геномов не уда-

ется или удается с большим трудом. Так, последняя сборка hg38 генома человека состоит

из 735 «скэффолдов» — непрерывных последовательностей, — вместо 24-х в идеале. Число

нерасшифрованных нуклеотидов оценивается в 160 млн. (расшифрованных — 3 млрд 209

млн 286 тыс 105) [2]. Показательно также, что среди геномов 1542 видов эукариот, заявлен-

ных в БД NCBI в разделе секвенированных геномов, лишь 14 отнесены к группе полностью

секвенированных геномов [3].

В алгоритмах ассемблирования (сборки гeномов из коротких ридов) должны учиты-

ваться такие факторы, как неравномерность покрытия (число чтений, содержащих тот или

иной нуклеотид генома) гeномов ридами, которые по технологии получаются из случайных

фрагментов ДНК; возможность и частоту ошибок в ридах; возможность наличия химерных

ридов, составленных из разных частей ДНК; наличие в геномах длинных повторов, кото-

рые могут приводить к невозможности восстановление полной последовательности даже

теоретически.

Наиболее сложной является сборка генома de novo. Задача сборки при наличии образ-

ца, например, сборки генома индивидуального человека при наличии референсного генома

(секвенированный, собранный и проаннотированный геном организма того же вида, к кото-

рому относится анализируемый образец) более простая. Предложены десятки алгоритмов

сборки de novo. Большинство из них основаны на построении графа де Брюйна и нахожде-

нии Эйлерового пути в нем. Однако из-за разных эвристик, заложенных на разных этапах

сборки, результаты применения сборщиков существенно отличаются [4], см. также наши

результаты далее в тексте. Важным обстоятельством, усложняющим сравнение алгорит-

мов, является то, что отсутствуют универсальные метрики оценки качества сборки. При-

чина заключается в том, что нет количественной оценки ошибок разного типа. Например,

что лучше: большее число длинных контигов (однозначно расшифрованных непрерывных

последовательностей) и скэффолдов (нескольких контигов, склеенных в единую последо-

вательность с возможными пропусками или недостоверно определенными нуклеотидами

между ними) либо уменьшение числа химер: контигов и скэффолдов, ошибочно склеенных

из фрагментов разных хромосом?

Большой разрыв между желаемым результатом сборки de novo и получаемыми ре-

зультатами, высокая актуальность создания более качественных сборщиков геномов для

медицины и биологии ставят эту задачу в первый ряд актуальных вычислительных задач.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 описываются особенности за-

дачи коррекции сборок и разбираются существующие программные средства для решения

этой задачи. В разделе 2 содержится краткое описание используемых данных и сборщиков.

Раздел 3 описывает предложенный параллельный метод объединения результатов работ

геномных сборщиков. В разделе 4 приведены результаты вычислительного эксперимента.

В заключении анализируется оправданность использования вычислительных кластеров и

описываются направления будущих исследований.

1. Задача коррекции сборки

Сборки генома, построенные сборщиками на основе ридов длины 100—150 нуклеоти-

дов фрагментированы и содержат ошибки. Обычная практика при решении задачи сборки

генома заключается в запуске нескольких сборщиков с различными параметрами, а затем

К.В. Романенков, А.Н. Сальников, А.В. Алексеевский
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выбору наилучшего варианта согласно некоторым соображениям. Однако недавние иссле-

дования показывают, что достаточно распространена ситуация, при которой одни сборщики

показывают лучший результат по одному из статистических критериев в сравнении с дру-

гими программами, и уступают им же по другому критерию [5]. С большой уверенностью

можно утверждать, что для каждого сборщика существуют фрагменты в геноме, с задачей

сборки которых он справляется лучше остальных. В основном, это объясняется деталями

реализации стратегии того или иного сборщика по разрешению «проблемных» участков в

геноме, например, связанных с повторами.

Согласуясь с этим предположением, в последнее время были созданы программные

средства, реализующие стратегию согласования для пары результатов работы геномных

сборщиков. Обычно один набор контигов считается «ведущим», а второй «ведомым», задача

согласования заключается в объединении контигов из пары наборов, при этом необходимо

обнаружить и изолировать проблемные регионы. Цель подобной стратегии — уменьшение

фрагментированности наборов контигов и увеличение средней длины последовательностей

в объединении. Основные проблемы, возникающие при согласовании результатов различ-

ных геномных сборщиков, — это ошибочное склеивание контигов, соответствующих раз-

личным фрагментам референсной последовательности (генома образца) и появление дуб-

ликатов в сборке. Вторая проблема возникает из-за того, что большая часть собираемого

генома дублируется в наборах контигов, поэтому необходимо отфильтровывать последо-

вательности, которые полностью покрываются либо непосредственно контигами, либо их

объединениями.

Одной из первых программ для объединения набора контигов от разных сборщиков ста-

ла Reconciliator [6]. В ней производится поиск участков, являющихся уникальными как для

ведомой, так и для ведущей последовательности. На следующем этапе закрываются пропус-

ки в контигах из первого набора с использованием последовательностей из второго набора.

В случае наличия нескольких вариантов выбирается тот, который отвечает лучшему стати-

стическому критерию. Похожий подход использует GAA [5], строящий граф соответствия

между наборами контигов, используемый для объединения сборок, и ZORRO [7], который

предваряет шаг объединения этапом фильтрования контигов, содержащих ошибки. Про-

грамма GAM-NGS [4] ищет в контигах блоки соответствия, которые зависят от количества

ридов, картирующихся на сравниваемые последовательности — таким образом, не проводят

процедуру выравнивания каждого контига с каждым. Исходя из информации, полученной

на стадии картирования ридов, строится граф сборок, анализируя который, можно устано-

вить участки несоответствия между наборами контигов.

Процесс объединения результатов работ геномных сборщиков является ресурсоемкой

задачей. Время работы программы Reconciliator на одном из входных наборов данных со-

ставляет 24 часа, потребление оперативной памяти при этом составляет больше 100 Гб [6].

Все описанные программные продукты являются последовательными, либо работают в кон-

тексте модели общей памяти, что ограничивает их масштабируемость.

Вышеперечисленные программы объединения результатов работы геномных сборщи-

ков предназначены для сопоставления только двух наборов контигов. Описываемый метод

способен объединять контиги, полученные от произвольного числа сборщиков.

Параллельный метод объединения результатов работы программ по сборке генома
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2. Описание используемых данных и сборщиков

2.1. Encephalitozoon cuniculi fungus

Для тестирования предложенного метода был выбран геном гриба Encephalitozoon cu-

niculi, содержащий 11 хромосом, общая длина которых составляет около 2,5 миллионов

нуклеотидов. Парные риды длиной 100 символов, полученные в результате секвенирования

генома данного организма, доступны на сайте Европейского биоинформатического инсти-

тута [8], референс, состоящий из 11 последовательностей хромосом, опубликован на сайте

NCBI [9]. Из парных ридов нижеперечисленными сборщиками были получены последова-

тельности контигов, которые и служили входными данными для описываемого метода. На-

личие референсной последовательности для данного набора данных позволяет оценить кор-

ректность полученных сборок, поэтому параметры для запуска сборщиков подбирались та-

ким образом, чтобы полученные ими результаты максимально соответствовали референсу.

На рис. 1 показан пример картирования набора контигов, полученного от разных сборщиков

на референсную последовательность, построенный с помощью программы QUAST [10].

Рис. 1. Сравнение контигов, полученных от различных сборщиков, и референсных после-

довательностей

На горизонтальной оси располагаются результаты картирования наборов контигов на

11 хромосом референсной последовательности. Вдоль вертикальной оси расположены на-

боры контигов, полученные от разных сборщиков или от одного сборщика, но с разными

параметрами. Участки, выделенные темным цветом, соответствуют ошибкам сборки (на-

пример, перестановке участков генома местами или объединению участков генома, которые

в референсной последовательности не следуют друг за другом). Выравнивание контига

и референсной последовательности изображается на рисунке сплошным прямоугольником

соответствующей длины; таким образом, если в результате работы сборщика получилось

много коротких контигов, это выражается в сильной фрагментированности диаграммы вы-

равнивания.
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2.2. Используемые сборщики

Ниже перечислены геномные сборщики, результаты работы которых объединяет пред-

ложенный метод. Все они используют концепцию графа де Брюйна и фигурируют в на-

учных работах последнего времени, посвященных сравнению качества работы геномных

сборщиков [11].

A5 — автоматически выбирает параметры сборки, внутри использует сборщик IDBA.

ABYSS — собирает геном в модели распределенной памяти, используя библиотеку MPI.

Для определения участков перекрытий использует распределенную хеш-таблицу.

IDBA — итеративно изменяет параметры сборки, на каждой итерации дополняя риды

контигами, полученными на предыдущей итерации.

RAY — может собирать геном в модели распределенной памяти, используя библиотеку

MPI. Использует оригинальную эвристику для выявления повторов в геноме.

SOAPdenovo — использует разреженную хеш-таблицу для экономии оперативной памя-

ти, что может приводить к ошибкам сборки. Для этого сборщика характерно относительно

малое время работы.

SPAdes — использует различные параметры сборки для участков генома с различной

глубиной покрытия.

Velvet — один из первых и самых распространенных сборщиков для коротких ридов.

Необходимо вручную задавать большой набор параметров сборки.

3. Описание метода объединения

Основная идея алгоритма заключается в построении распределенного взвешенного гра-

фа контигов, используемого для этапа согласования последовательностей. Каждая верши-

на графа соответствует контигу, а ребро — ситуации концевого перекрытия контигов, то

есть случаю, когда конец одной последовательности идентичен или практически идентичен

началу другой последовательности (в данной работе последовательности считались пере-

крывающимися, если количество идентичных символов в выравнивании \geq 90\% от длины

перекрытия). Также в вершина сохраняется информация о наборе, к которому принадле-

жал соответствующей ее контиг. Для поиска перекрытий выполняется попарное выравни-

вание контигов из каждой пары наборов. Выравнивание последовательностей производится

программой MEGABLAST, которая является вариацией программы BLAST, отличающей-

ся от нее более высокой скоростью работы и ориентацией на поиск участков сходства с

малым числом неточных совпадений. В силу того, что каждый контиг будет многократно

участвовать в выравнивании, все множества контигов предварительно индексируются.

Программная реализация выполнена на языке C/C++, для организации параллельных

вычислений и пересылок данных между процессами используется библиотека MPI. Каждый

MPI-процесс хранит в памяти часть вершин и ребер взвешенного графа контигов.

Общая схема предлагаемого метода выглядит следующим образом:

1. Считывание контигов из файлов, полученных в результате работы геномных сборщи-

ков. Распределение контигов по процессам, сбор статистики: максимум, минимум, ме-

диана длины контигов и т.д.

2. Каждый MPI-процесс для каждого своего контига производит выравнивание програм-

мой MEGABLAST со всем множеством контигов на всех процессорах. Цель парного

выравнивания последовательностей — расположить символы последовательностей друг
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под другом, вставляя специальные "пробельные"символы таким образом, чтобы наи-

более похожие фрагменты одной последовательности выровнялись относительно ана-

логичных фрагментов другой последовательности. Помимо непосредственного распо-

ложения последовательностей программа MEGABLAST собирает статистику выравни-

вания: статистическая значимость выравнивания, количество "пробельных"символов,

количество идентичных позиций в выравнивании и т.д. Эта информация сохраняет-

ся и будет использована позже при построении взвешенного графа контигов. Каждый

процесс строит матрицу с результатами выравнивания. При этом каждый процесс за-

прашивает у остальных процессов последовательности контигов, а в ответ отправляет

номера своих контигов и полученные им результаты выравнивания.

3. Построение распределенного взвешенного графа контигов. Вес ребра, соединяющего

пару вершин, соответствующих контигам, определяется, исходя из результата парного

выравнивания контигов, и характеризует «перспективность» объединения конкретной

пары последовательностей. В формулу для расчета веса ребра входят статистическая

значимость выравнивания, количество идентичных позиций в выравнивании, длины

последовательностей и другие параметры со своими весовыми коэффициентами. На

этапе объединения контигов предпочтение отдается ребрам с большим весом. Каждый

процесс владеет информацией о распределении вершин и ребер графа по процессорам.

4. Кластеризация построенного графа с помощью LabelRank-подобного алгоритма на

непересекающиеся области так, чтобы максимизировать вес внутри каждой области

и минимизировать вес ребер между областями. Процесс разбиения графа позволяет

уменьшить число перекрытий, получающихся в результате ошибки сборки или из-за

наличия в геноме длинных повторов. Данный подход является масштабируемым, что

достигается отказом от хранения графа контигов или матрицы попарного выравнива-

ния в общей памяти. Если ребро рассматриваемого контига находится в памяти другого

процесса, то ему отправляется сообщение типа точка-точка, ответом на которое будет

служить вес ребра. Предполагается, что каждая область будет содержать максимальное

число участков, соответствующих одному фрагменту генома. Это объясняется следую-

щим образом: предположим, существуют два контига Ci и Cj , перекрывающиеся из-за

наличия у них общего повтора. Если при этом в геноме Ci не располагается рядом с Cj ,

то Ci будет иметь малое число перекрытий с контигами, перекрывающимися с Cj , и не

попадет в область, к которой будет отнесен Cj . В связи с этим уменьшается вероятность

склеивания пары контигов, перекрывающихся благодаря тому, что они оба содержат

участок повтора.

5. В каждой области, содержащей достаточное большое количество последовательностей

(в данной работе такими считались области, содержащие 5 и более последовательно-

стей), выполняется объединение контигов жадным алгоритмом, в итоговый результат

попадают последовательности длиннее порогового значения.

На рис. 2 показан пример работы алгоритма для 3 наборов контигов. Следует отметить,

что если один контиг целиком содержится в другом, то ребро, соответствующее этой паре

контигов, не попадает в граф, что отражено в иллюстрации.

На ранних этапах исследования основной метод предваряла операция картирования ри-

дов на наборы контигов с помощью сторонней программы и выделение в контигах участков

мало покрытых короткими чтениями. Такие участки могут сигнализировать о потенциаль-

ных ошибках сборки, поэтому они разделялись с целью уменьшения числа последователь-
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Рис. 2. Пример работы предложенного метода для 3 наборов контигов

ностей, содержащих участки, не следующих друг за другом в референсном геноме. Однако

эксперименты показали, что эта операция не только не разделяла ошибочные последо-

вательности, но и дробила корректно собранные контиги, в связи с чем из дальнейшего

исследования этот этап был исключен.

Ввиду большой размерности матрицы попарного выравнивания (предположим, имеется

10 наборов по 10000 контигов, тогда необходимо (10\ast 9\ast 104 \ast 104)/2 структур для хранения
результатов выравнивания; даже если размер структуры составит 1 байт, это потребует

более 30 Гб памяти) она хранится в разреженном виде. Реализация разреженной матрицы

и списков смежности графа выполнена с помощью хэш-таблицы.

4. Вычислительный эксперимент

Тестирование предложенного метода проводилось на суперкомпьютере «Ломоносов».

Вначале были получены наборы контигов от разных сборщиков, а затем был запущен про-

цесс объединения последовательностей. В таблице представлены результаты работы метода,

для оценки результата использованы следующие метрики: число ошибок сборки (переста-

новка участков генома местами; объединение участков генома, которые в референсной по-

следовательности не следуют друг за другом), общее число контигов, N50 и длиннейший

непрерывный участок (ДНУ), картирующийся на референс. Метрики числа ошибок сборки

и длиннейшего непрерывного участка являются референс-зависимыми, для подсчета числа

контигов и N50 референсная последовательность не требуется.

Метрика N50 определяет величину, при которой контиги длиннее значения этой вели-

чины составляют половину собранного генома, и считается стандартом сравнения геномных

сборок в случае отсутствия референса. Для подсчета величины длиннейшего непрерывного

участка сборки используется следующая схема: контиги выравниваются на референсный

геном, при этом если контиг полностью не картируется на референсную последовательность

(например, переставлены местами фрагменты контига или контиг содержит неверный ку-

сок), то он разбивается на более мелкие участки, целиком картирующиеся на геном. Длина

самого протяженного полученного участка и считается величиной ДНУ.

В работах, посвященных анализу качества геномных сборок, обычно считается, что

более качественная сборка характеризуется меньшим числом контигов, меньшим числом
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ошибок сборки, большим значением N50 и большим значением длиннейшего непрерывного

участка.

Таблица

Результаты работы по объединению набора контигов

Сборщик Ошибки сборки Число контигов N50 ДНУ

A5 14 16774 1401 199363

Abyss 10 30933 9076 75379

Ray 9 15087 10177 54559

SOAPdenovo 2 6340 1558 6989

Spades 8 42236 1883 199986

IDBA 9 1533 65715 199363

Velvet 3 3693 3344 17502

Предложенный метод 7 1944 50631 199363

Из таблицы видно, что в процессе объединения результатов часть контигов была от-

фильтрована, что объясняется либо их малой длиной, либо малым количеством перекрытий

с другими последовательностями. В объединение попал контиг, содержащий длиннейший

непрерывный участок из наборов A5 и IDBA, одновременно с этим значительно уменьши-

лось число контигов, что впрочем не привело к ощутимому увеличению числа ошибок.

Заключение

Полученные результаты позволяют утверждать, что предложенный метод справился

с основной задачей согласования геномных сборок: уменьшение фрагментации последова-

тельностей и увеличение средней длины последовательности в объединении.

Авторы хотят отметить исключительную удачность решения использовать вычисли-

тельный кластер для объединения сборок. Это позволит в дальнейшем адаптировать пред-

ложенный метод для более длинных геномов, например генома человека, и большего числа

сборщиков. В рамках дальнейшего исследования планируются следующие действия:

1) проверка работы предложенного подхода для объединения сборок гeномов, размер

которых составляет около 1 Гб;

2) изучение применимости графовых алгоритмов кластеризации для выделения обла-

стей графа, соответствующих контигам, полученных из одной хромосомы;

3) изучение возможности хранения контигов в сжатом виде в оперативной памяти (на-

пример, используя FM-индекс [12]) для экономии ОП и возможности работы с большими

геномами;

Работа частично поддержана грантом РНФ №14-50-00029.
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\mathrm{I}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{h} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} fi\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}-

\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{s} \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{t}. \mathrm{A} \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{c} \mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{t}\mathrm{o}

\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{k} \mathrm{o}\mathrm{f} de novo \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{y} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{s}, \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{s} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{r} \mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{k} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}

\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{w} \mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a} \mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n} \mathrm{d}\mathrm{i}ff\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}. \mathrm{D}\mathrm{u}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a} \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{y} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}. \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{p} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{o}-

\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m} \mathrm{t}\mathrm{o} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e} \mathrm{d}\mathrm{i}ff\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t} \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g} \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}. \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}

\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{a} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{t} \mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g} \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{s} \mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}-

\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}. \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l} \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n} \mathrm{o}\mathrm{f} \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{C}/\mathrm{C}++ \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d} \mathrm{i}\mathrm{s} \mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e} \mathrm{a}\mathrm{t}

\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{p}\mathrm{s}://\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{t}.\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{g}/\mathrm{k}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{v}/\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{r}.

Keywords: bioinformatics, multiprocessor systems, parallel algorithms.
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УДК 517.968.21 DOI: 10.14529/cmse160104

О РЕШЕНИИ МЕТОДОМ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ
А.Н. ТИХОНОВА ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ФИЗИКИ
ТВЕРДОГО ТЕЛА И ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ЭТОГО
МЕТОДА

В.П. Танана, А.И. Сидикова

Рассматривается одномерное интегральное уравнение Фредгольма I рода с замкнутым

ядром, имеющее единственное в пространстве W 1
2 [a, b] решение. Для решения данного урав-

нения используется метод регуляризации А.Н. Тихонова первого порядка. Этот метод позво-

ляет свести данное уравнение к вариационной задаче, решая которую приходим к интегро-

дифференциальному уравнению второго порядка. Для решения этого уравнения использован

метод конечноразностной аппроксимации, который позволяет свести исходную задачу к си-

стеме алгебраических уравнений.

В работе приведена оценка погрешности, предложенного алгоритма, которая учитывает

погрешность конечноразностной аппроксимации уравнения и позволяет увязать ее с пара-

метром регуляризации и погрешностью исходных данных.

Этот алгоритм использован для решения задачи определения фононного спектра кри-

сталла по его теплоемкости.

Ключевые слова: регуляризация, метод невязки, модуль непрерывности, оценка погреш-

ности, некорректная задача.
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Введение

Многочисленные практически важные задачи приводят к некорректно поставленным

задачам, как, например, уравнениям Фредгольма первого рода. При численном решении

некорректных задач возникает проблема дискретизации исходной задачи, то есть замены

непрерывной математической модели некоторым ее конечномерным аналогом. Наиболее

употребительным способом дискретизации является конечноразностный, при котором на-

хождение приближенного решения обычно сводится к решению системы линейных алгеб-

раических уравнений.

В данной работе рассмотрен метод регуляризации А.Н. Тихонова [1] для решения од-

ной обратной задачи физики твердого тела [2]. Используемый в работе конечноразностный

вариант метода регуляризации при решении данной задачи подробно описан в работе [3],

но в ней отсутствует обоснование данного алгоритма. В частности, нет увязки параметров

дискретизации с исходными данными задачи, а также значение параметра регуляризации

никак не зависит от погрешности дискретизации. В [3] отсутствует оценка погрешности

предложенного алгоритма.

В данной работе даны ответы на все указанные вопросы. Для этой цели использова-

на теория, развитая в работе [4] для интегральных уравнений Фредгольма первого рода.

На ее основе получена оценка погрешности в интегральном операторе, вызванная его дис-
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кретизацией. Значение параметра \alpha , определенного из принципа невязки [5], в методе ре-

гуляризации увязано не только с погрешностью исходных данных, но и с погрешностью

дискретизации.

Использование данного подхода проиллюстрировано на примере задачи определения

фононного спектра кристалла по его теплоемкости. Исследование возможности выявления

тонкой структуры, в первую очередь, количества, положения и величины пиков функции и

разработка для этого эффективных, т.е. требующих минимальной априорной информации и

оптимальных по точности методов решения некорректно поставленных задач, имеет важное

теоретическое и практическое значение, не ограничивающееся рамками рассматриваемой

обратной задачи.

В разделе 1 рассматривается одномерное интегральное уравнение Фредгольма I рода

с замкнутым ядром, имеющее единственное в пространстве W 1
2 [a, b] решение. В разделе

2,3 исследован регуляризующий алгоритм приближенного решения интегрального уравне-

ния первого рода, включающий конечномерную аппроксимацию исходной задачи. Получена

оценка погрешности этого алгоритма, использующего дискретизацию интегрального урав-

нения первого рода по двум переменным. В разделе 4 данный подход проиллюстрирован

на примере задачи определения фононного спектра кристалла по его теплоемкости.

1. Постановка задачи

Рассмотрим интегральное уравнение первого рода

Au(s) =

\int b

a
P (s, t)u(s)ds = f(t), c \leq t < d, (1)

где P (s, t) \in C([a, b]\times [c, d)), d— может быть \infty , f(t) \in L2[c, d) и ядро P (s, t) оператора A

замкнуто.

Предположим, что при f(t) = f0(t) существует точное решение u0(s) уравнения (1),

которое принадлежит множеству Mr, где

Mr =

\biggl\{ 
u(s) : u(s), u\prime (s) \in L2[a, b], u(a) = 0,

\int b

a
[u\prime (s)]2ds \leq r2

\biggr\} 
, (2)

а u\prime (s)— производная u(s) по s.

Из замкнутости ядра P (s, t) следует единственность решения u0(s) уравнения (1).

Пусть точное значение f0(t) нам неизвестно, а вместо него даны f\delta (t) \in L2[c, d) и \delta > 0

такие, что

\| f\delta (t) - f0(t)\| \leq \delta .

Требуется по f\delta (t), \delta и Mr определить приближенное решение u\delta (s) и оценить его

уклонение от точного решения u0(s) в метрике пространства L2[a, b].

Сделаем некоторые преобразования уравнения (1). Для этого введем оператор B, отоб-

ражающий пространство L2[a, b] в L2[a, b], формулой

u(s) = Bv(s) =

\int s

a
v(\xi )d\xi , v(s), Bv(s) \in L2[a, b]. (3)

Оператор C зададим следующим образом:

Cv(s) = ABv(s); v(s) \in L2[a, b], Cv(s) \in L2[c, d). (4)
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Из (3) и (4) следует, что

Cv(s) =

\int b

a
K(s, t)v(s)ds, (5)

где

K(s, t) =

\int s

b
P (\xi , t)d\xi . (6)

Для численного решения уравнения (1) аппроксимируем оператор C конечномерным

оператором Cn.

Для определения оператора Cn разобьем отрезок [a, b] на n равных частей и введем

функции Ki(t) и Kn(s, t) формулами

Ki(t) = K(si, t), (7)

где si =
si + si+1

2
, si+1 = a+

(i+ 1)(b - a)

n
, si = a+

i(b - a)

n
, i = 0, 1, ..., n - 1, и

Kn(s, t) = Ki(t); si \leq s < si+1, t \in [c, d), i = 0, 1, ..., n - 1. (8)

Используя (8), определим конечномерный оператор Cn формулой

Cnv(s) =

\int b

a
Kn(s, t)v(s)ds; t \in [c, d), (9)

где Cn отображает пространство L2[a, b] в L2[c, d).

Теперь оценим величину \| Cn  - C\| .
Для этого введем функцию N(t) формулой

N(t) = max
a\leq s\leq b

| P (s, t)| , t \in [c, d). (10)

Так как P (s, t) \in C([a, b]\times [c, d)), то из (10) следует, что

N(t) \in C[c, d).

Дополнительно предположим, что

N(t) \in L2[c, d).

Используя функцию N(t), определенную (10), перейдем к оценке \| Cn  - C\| .

Лемма 1. Пусть h =
b - a

n
, а операторы C и Cn определены формулами (5) и (9). Тогда

справедлива оценка

\| Cn  - C\| \leq h
\surd 
b - a\| N(t)\| L2

.

Доказательство. Так как из (5) и (9) следует, что

Cv(s) - Cnv(s) =

\int b

a
(K(s, t) - Kn(s, t))v(s)ds,

В.П. Танана, А.И. Сидикова
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а

\| Cn  - C\| 2 \leq sup

\biggl\{ \int d

c

\biggl[ \int b

a
| Kn(s, t) - K(s, t)| | v(s)| ds

\biggr] 2
dt : \| v\| \leq 1

\biggr\} 
,

то, учитывая (7), (8), (10) и то, что

\int b

a
| Kn(s, t) - K(s, t)| | v(s)| ds \leq 

\int b

a
| K(s, t) - K(si, t)| | v(s)| ds \leq h \cdot N(t)

\int b

a
| v(s)| ds,

\| Cn  - C\| 2 \leq h2
\int d

c
N2(t)

\biggl[ \int b

a
| v(s)| ds

\biggr] 2
dt. (11)

Из того, что \| v(s)\| \leq 1, а

\int b

a
| v(s)| ds \leq 

\surd 
b - a\| v(s)\| , учитывая (11), получим

\| Cn  - C\| \leq 
\surd 
b - a\| N(t)\| L2

h.

Тем самым лемма доказана.

В дальнейшем величину h
\surd 
b - a\| N(t)\| L2

будем обозначать через \eta n.

2. Метод невязки

Введем конечномерное подпространство Xn пространства L2[a, b], состоящее из функ-

ций, постоянных на промежутках [si, si+1), i = 0, 1, 2, ..., n - 1.

Через Yn обозначим подпространство пространства L2[c, d), определяемое формулой

Yn = CnXn.

Через fn
\delta (t) обозначим функцию пространства Yn, определяемую формулой

fn
\delta (t) = pr(f\delta ;Yn),

где pr(f\delta ;Yn) метрическая проекция в пространстве L2[c, d) функции f\delta (t) на Yn.

Для решения уравнения (1) воспользуемся конечномерным вариантом метода регуля-

ризации А.Н. Тихонова [1]

inf

\biggl\{ 
\| Cnv(s) - fn

\delta (t)\| 2 + \alpha 

\int b

a
v2(s)ds : v(s) \in Xn

\biggr\} 
, \alpha > 0. (12)

Известно, что задача (12) имеет единственное решение v\alpha \delta n(s). Значение параметра ре-

гуляризации \alpha в решение v\alpha \delta n(s) задачи (12) выберем из принципа невязки [5] .

\| Cnv
\alpha 
\delta n(s) - fn

\delta (t)\| = \delta + r\eta n, (13)

Известно, что при условии

\| fn
\delta (t)\| > r\eta n + \delta 

существует единственное решение \alpha (\delta , n) уравнения (13).
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Если решение v
\alpha (\delta ,n)
\delta n (s) задачи (12), (13) обозначим через v\delta n(s), то приближенное ре-

шение u\delta n(s) уравнения (1) будет иметь вид

u\delta n(s) = Bv\delta n(s).

Для сведения задачи (12) к системе линейных алгебраических уравнений, в простран-

стве Xn введем ортонормированный базис \{ \varphi i(s)\} формулой

\varphi i(s) =

\left\{ 
  
  

\sqrt{} 
n

b - a
; si \leq s < si+1;

0 ; s /\in [si, si+1), i = 0, 1, ..., n - 1.

Используя этот базис, определим изометричный оператор Jx, отображающий Rn на Xn,

формулой

Jx[x](s) =

n - 1\sum 

i=0

xi\varphi i(s), x = (x0, x1, ..., xn - 1). (14)

Используя оператор Jx для замены переменных в задаче (12), сведем ее к следующей

inf\{ \| CnJx[J
 - 1
x v(s)] - fn

\delta (t)\| 2Yn
+ \alpha \| J - 1

x [v(s)]\| 2Rn : J - 1
x [v(s)] \in Rn\} , (15)

где J - 1
x оператор, обратный оператору Jx.

Задача (15) эквивалентна системе линейных алгебраических уравнений

h

n - 1\sum 

i=0

bijvi + \alpha vj = qj ; j = 0, 1, ..., n - 1, (16)

где bij =

\int d

c
Ki(t)Kj(t), qj =

\surd 
h

\int d

c
Kj(t)f

n
\delta (t).

Теорема 1. Пусть vn\delta n(s) и (v\alpha i ) решение задач (12) и (16) соответственно.

Тогда эти решения связаны соотношением

v\alpha \delta n(s) =

n - 1\sum 

i=0

v\alpha i \varphi i(s). (17)

Доказательство этой теоремы приведено в [4].

Решение системы (16) обозначим через v\alpha = (v\alpha 0 , v
\alpha 
1 , ..., v

\alpha 
n - 1).

Для выбора параметра регуляризации уравнение (13) сведем к следующему

\biggl\{ \int b

a

\biggl[ \surd 
h

n - 1\sum 

i=0

Ki(t)v
\alpha 
i  - fn

\delta (t)

\biggr] 2
dt

\biggr\} 1

2

= r\eta n + \delta . (18)

Решение уравнения (18) обозначим через \alpha (\delta , n). Тогда решение задачи (16), (18) обо-

значим через v\alpha (\delta ,n).

Теорема 2. Пусть оператор Jx определен формулой (14), v\delta n(s) — решение задачи (12),

(13), а v\alpha (\delta ,n)— решение системы (16), (18). Тогда эти решения связаны соотношением

v\delta n(s) = Jx[v
\alpha (\delta ,n)](s).
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Методика доказательства этой теоремы приведена в [4].

3. Оценка погрешности приближенного решения u\delta n(s)

Для оценки погрешности введем функцию

\omega (\tau , r) = sup\{ \| u(s)\| : u(s) = Bv(s), \| v(s)\| \leq r, \| Au(s)\| \leq \tau \} , \tau , r > 0.

Из теоремы, сформулированной в [6], следует

Теорема 3. Пусть u\delta n(s) приближенное решение уравнения (1), а u0(s) — его точное ре-

шение. Тогда

\| u\delta n(s) - u0(s)\| \leq 2\omega (r\eta n + \delta , r). (19)

4. Численное решение задачи определения фононного
спектра кристалла

Связь энергетического спектра бозе-системы с ее теплоемкостью, зависящей от темпе-

ратуры, описывается интегральным уравнением первого рода

Au(s) =

\int b

a
P (s, t)u(s)ds =

f(t)

t
; 0 \leq t <\infty , b > a > 0, (20)

где P (s, t) =
s2

2t3 sh2
\biggl( 

s

2t

\biggr) , u(s) \in L2[a, b],
f(t)

t
\in L2[0,\infty ), u(s) — спектральная

плотность кристалла, а f(t) — его теплоемкость, зависящая от температуры [2].

Предположим, что при f(t) = f0(t) существует точное решение u0(s) уравнения (20),

которое принадлежит множеству Mr, где

Mr =

\biggl\{ 
u(s) : u(s), u\prime (s) \in L2[a, b], u(a) = 0,

\int b

a
[u\prime (s)]2ds \leq r2

\biggr\} 
,

r известное число, u\prime (s) — производная от функции u(s) по s.

Пусть точное значение f0(t) нам неизвестно, а вместо него даны f\delta (t) и \delta > 0 такие, что
f\delta (t)

t
\in L2[0,\infty ), а

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
f\delta (t)

t
 - f0(t)

t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2

\leq \delta .

Требуется по f\delta (t), \delta и Mr определить приближенное решение u\delta (s) и оценить его

уклонение от точного решения u0(s) в метрике пространства L2[a, b].

Заметим, что единственность решения уравнения (20) доказана в [7].

Введем оператор B, отображающий пространство L2[a, b] в L2[a, b], формулой

u(s) = Bv(s) =

\int s

a
v(\xi )d\xi , v(s), Bv(s) \in L2[a, b]
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и оператор C

Cv(s) = ABv(s); v(s) \in L2[a, b], Cv(s) \in L2[0,\infty ).

Из (3) и (6) следует, что

Cv(s) =

\int b

a
K(s, t)v(s)ds, где K(s, t) =

\int s

b
P (\xi , t)d\xi .

Теперь, для замены оператора C конечномерным оператором Cn, воспользуемся кон-

струкцией, описанной формулами (7)–(9). Тогда

Cnv(s) =

\int b

a
Kn(s, t)v(s)ds; t \in [0,\infty ),

где Kn(s, t) определена формулой (8) и Cn отображает пространство L2[a, b] в L2[0,\infty ).

После этого перейдем к оценке погрешности дискретизации, то есть оценим величину

\| Cn  - C\| .
Из леммы 1 следует, что

\| Cn  - C\| \leq 
\surd 
b - a\| N(t)\| L2

h, (21)

где h =
b - a

n
, а N(t), следуя (10), определяется формулой

N(t) = max
a\leq s\leq b

| P (s, t)| , t \in [0,\infty ). (22)

Из (20) и (22) следует, что

N(t) \leq b2

2t3 sh2
\biggl( 

a

2t

\biggr) . (23)

Таким образом, из (23) следует, что при t\rightarrow \infty 

b4

4t6 sh4
\biggl( 

a

2t

\biggr) \sim =
\biggl( 

b\surd 
2 a

\biggr) 4 1

t2
, (24)

а при t\rightarrow 0

b4

4t6 sh4
\biggl( 

a

2t

\biggr) \rightarrow 0. (25)

Из (24) и (25) следует, что

b2

2t3 sh2
\biggl( 

a

2t

\biggr) \in L2[0,\infty ), (26)

а, следовательно, и N(t) \in L2[0,\infty ).
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Из (21), (23) и (26) следует, что

\| Cn  - C\| \leq 
\surd 
b - a

b2

2

\biggl[ \int \infty 

0

dt

t6 sh4
\biggl( 

a

2t

\biggr) 
\biggr] 1

2

h = \eta n. (27)

Для решения уравнения (20) используем конечномерный вариант метода регуляризации

А.Н. Тихонова [1]

inf

\biggl\{ \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Cnv(s) - 
f\delta (t)

t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

L2

+ \alpha 

\int b

a
[v(s)]2ds : v(s) \in Xn

\biggr\} 
, \alpha > 0. (28)

Обозначим через fn
\delta (t) функцию пространства Yn, определяемую формулой

fn
\delta (t) = pr

\biggl( 
f\delta (t)

t
; Yn

\biggr) 
,

где Yn определено в разделе 2, а pr

\biggl( 
f\delta (t)

t
; Yn

\biggr) 
— метрическая проекция функции

f\delta (t)

t
на

Yn.

Известно, что задача (28) имеет единственное решение v\alpha \delta n(s). Значение параметра ре-

гуляризации \alpha в решении v\alpha \delta n(s) выберем из принципа невязки [5]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Cnv
\alpha 
\delta n(s) - fn

\delta (t)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| = \delta + r\eta n. (29)

При условии

\| fn
\delta (t)\| L2

> r\eta n + \delta 

уравнение (29) имеет единственное решение \alpha (\delta , n).

Если решение v
\alpha (\delta ,n)
\delta n (s) задачи (28), (29) обозначим через v\delta n(s), то приближенное ре-

шение u\delta n(s) уравнения (20) имеет вид

u\delta n(s) = Bv\delta n(s).

Для сведения задачи (27) к системе линейных алгебраических уравнений воспользуемся

изометричным оператором Jx, отображающим Rn на Xn формулой

Jx[x](s) =

n - 1\sum 

i=0

xi\varphi i(s), x = (x0, x1, ..., xn - 1),

где \{ \varphi i(s)\} — ортонормированный базис пространства Xn, введенный в разделе 2.

Используя оператор Jx, сведем задачу (27) к следующей

inf\{ \| CnJx[J
 - 1
x v(s)] - fn

\delta (t)\| 2 + \alpha \| J - 1
x [v(s)]\| 2Rn : J - 1

x [v(s)] \in Rn\} , (30)

где J - 1
x оператор, обратный оператору Jx.

Задача (30) эквивалентна системе линейных алгебраических уравнений (16)

h

n - 1\sum 

i=0

bijvi + \alpha vj = qj ; j = 0, 1, ..., n - 1, (31)
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где bij =

\int \infty 

0
Ki(t)Kj(t)dt, а qj =

\surd 
h

\int \infty 

0
Kj(t)f

n
\delta (t)dt.

Решение системы (31) обозначим через (v\alpha i ), а следуя теореме 1, решение задач (27) и

(31) связаны соотношением

v\alpha \delta n(s) =

n - 1\sum 

i=0

v\alpha i \varphi i(s).

Для выбора параметра \alpha в решение v\alpha системы (31) используем уравнение (29), которое в

дискретном варианте перейдет в уравнение (18)

\biggl\{ \int \infty 

0

\biggl[ \surd 
h

n - 1\sum 

i=0

Ki(t)v
\alpha 
i  - fn

\delta (t)

\biggr] 2
dt

\biggr\} 1

2

= r\eta n + \delta .

Решение системы уравнений (31) и (18) обозначим через v\alpha (\delta ,n).

Из теоремы 2 будет следовать, что решение задачи (27), (29) имеет вид

v\delta n(s) = Jx[v
\alpha (\delta ,n)](s).

Используя формулу (20), получим приближенное решение u\delta n(s) уравнения (17)

u\delta n(s) = Bv\delta n(s).

Из соотношения (19) следует оценка уклонения приближенного решения u\delta n(s) уравне-

ния (27) от его точного решения u0(s) в метрике пространства L2[a, b]

\| u\delta n(s) - u0(s)\| \leq 2\omega (r\eta n + \delta , r). (32)

В работе [8] доказано, что для уравнения (27) на множестве Mr, определенном форму-

лой (2), для модуля непрерывности \omega (\sigma , r) справедлива оценка

\omega (\sigma , r) \leq r

\biggl[ 
1 +

1

\pi 
ln2
\biggl( 

r

4\sigma 

\biggr) \biggr]  - 1

2

. (33)

Из (32) и (33) получим окончательную оценку

\| u\delta n(s) - u0(s)\| \leq 2r

\biggl[ 
1 +

1

\pi 
ln2
\biggl( 

r

4(r\eta n + \delta )

\biggr) \biggr]  - 1

2

.

Заключение

Фундаментальная научная проблема связана с обоснованием новых численных методов.

При численном решении обратных задач одним из важнейших показателей используемого

метода является его точность и, как следствие, наилучшая информативность приближен-

ного решения. С возрастанием объема экспериментальной информации и улучшением ее

качества (повышением точности наблюдений) для интерпретации эксперимента необходи-

мо применять новые более полные математические модели и решать обратные задачи в

рамках этих моделей новыми методами. Работа направлена на решение фундаментальной

проблемы, связанной с исследованием точности этих методов, применимых для решения об-

ратных задач математической физики в новых постановках, а также на разработку новых

оптимальных и оптимальных по порядку методов и их программную реализацию.
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В данной работе усилены результаты работы [8] за счет учета погрешности дискретиза-

ции интегрального уравнения. Показано, что для применения численных методов не требу-

ется значительных преобразований физической модели. Это позволяет учитывать априор-

ную информацию при решении задачи. Разработанный метод использован для численного

решения одной обратной задачи физики твердого тела. Главная трудность этих задач за-

ключается в том, что они, с одной стороны, являются некорректными, а с другой — имеют

решение сложного вида.
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The paper considers one-dimensional Fredholm integral equation of the first kind with a closed

core. It is known that the equation has a unique solution in the space W 1
2 [a, b]. We use Tikhonov’s

regularization method of the first-order to solve the equation. The method allows us to reduce

the equation to a variational problem. Solving the variational problem we get integro-differential

equation of second order. We apply the finite-difference approximation method to reduce the

original problem to a system of algebraic equations. regularization parameter.

We obtain an error estimate for the proposed algorithm taking into account the error of finite-

difference approximation and state the relation between the approximation with the error and the

regularization parameter and the error of the initial data.

This algorithm is used to solve the problem of determining the phonon spectrum of the crystal

given its heat capacity.
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ТОЧНОСТЬ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ

ДИФФУЗИИ-КОНВЕКЦИИ НА ОСНОВЕ РАЗНОСТНЫХ

СХЕМ ВТОРОГО И ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКОВ

ПОГРЕШНОСТИ АППРОКСИМАЦИИ

А.И. Сухинов, А.Е. Чистяков, М.В. Якобовский

В работе рассмотрены схемы второго и четвертого порядков погрешности аппроксима-

ции для решения задачи диффузии-конвекции. Для модельной начально-краевой задачи, в

случае когда функции правой части и начального условия представимы конечными суммами

рядов Фурье по тригонометрическому базису, исследована точность разностных схем. Уста-

новлено, что точность численного решения зависит от количества узлов приходящихся на

половину длины волны, соответствующей наиболее высокочастотной гармонике в конечной

сумме ряда Фурье, необходимой для описания поведения расчетных объектов. Получены

зависимости погрешности аппроксимации диффузионных слагаемых разностными схемами

второго и четвертого порядков точности от количества узлов. Выполнено сопоставление ре-

зультатов расчета двумерной задачи диффузии-конвекции и задачи Пуассона на основе схем

второго и четвертого порядков точности. В работе обоснована целесообразность перехода к

схемам повышенного порядка точности при решении прикладных задач и из полученных оце-

нок нетрудно получить численные значения выигрышей во времени счета при использовании

схем повышенного порядка точности.

Ключевые слова: точность, разностные схемы, уравнение диффузии-конвекции, по-

грешность аппроксимации.
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Введение

Работа посвящена изучению дискретных аналогов операторов конвективного и диффу-

зионного переноса второго и четвертого порядков точности. Основной целью данной работы

является исследование точности разностных схем, аппроксимирующих операторы конвек-

тивного и диффузионного переноса, в зависимости от количества узлов, необходимых для

описания объекта изучения. В соответствии с поставленной целью решены следующие за-

дачи: выполнена оценка решения при переходе к сеточным функциям; для схем второго

и четвертого порядков погрешности аппроксимации выполнены оценки погрешности в за-

висимости от количества узлов; выполнено сопоставление результатов расчета двумерной

задачи диффузии-конвекции и задачи Пуассона на основе схем второго и четвертого поряд-

ков точности. В работе обоснована целесообразность перехода к схемам повышенного по-

рядка точности при решении прикладных задач. Из полученных оценок нетрудно получить

численные значения выигрышей во времени счета при использовании схем повышенного

порядка точности.

Настоящая работа является логическим продолжением работы [1], в которой описана

построенная библиотека итерационных методов, предназначенных для решения сеточных

уравнений с самосопряженными и несамосопряженными операторами при помощи схем по-
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вышенного порядка точности, учитывающими заполненности ячеек на многопроцессорной

вычислительной системе. Предложенные схемы были разработаны для решения задачи вос-

становления рельефа дна акватории на основе гидрографической информации [2], а также

применены при разработке программного комплекса, предназначенного для расчета трех-

мерных полей скоростей течений в мелководных водоемах [3].

1. Аналитическое решение уравнения диффузии

Рассмотрим первую начально-краевую задачу для неоднородного уравнения теплопро-

водности вида

u\prime t = ku\prime \prime xx + f, 0 < x < l, 0 < t < T, (1)

u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. (2)

В отношении функций u(x, t) и f(x, t) будем предполагать их представимость в виде

рядов Фурье по тригонометрическому базису:

u(x, t) =

\infty \sum 

m=1

C(u)
m (t) sin(\omega mx), f(x, t) =

\infty \sum 

m=1

C(f)
m (t) sin(\omega mx), (3)

где \omega = \pi /l, C
(f)
m = 2

l

\int l
0 f(x) sin(\omega mx)dx, C

(u)
m = 2

l

\int l
0 f(x) sin(\omega mx)dx.

Наряду с задачей (1) – (3), которую будем называть «точной» непрерывной задачей,

рассмотрим первую начально-краевую задачу с «усеченной» правой частью

f (N)(x, t) =

N - 1\sum 

m=1

C(f)
m (t) sin(\omega mx), (4)

и «усеченными» начальными условиями

u
(N)
0 (x, t) =

N - 1\sum 

m=1

C(u)
m (0) sin(\omega mx), (5)

для задачи вида

(u(N))\prime t = k(u(N))\prime \prime xx + f (N), 0 < x < l, 0 < t < T, (6)

u(N)(x, 0) = u
(N)
0 (x), u(N)(0, t) = u(N)(l, t) = 0. (7)

Следует отметить, что такая постановка возникает, например, в случае табличного

способа задания функции f и u0 ряды будут ограничены N  - 1 гармониками т.к. для вос-

становления непрерывной функции применяется интерполяционный тригонометрический

полином [4], где N — количество дискретных значений функции. Оценим «близость» функ-

ций u(x, t) и u(N)(x, t) — соответственно решения «точной» и «усеченной» задачи, введя

функции

w(N)(x, t) \equiv u(x, t) - u(N)(x, t), g(N)(x, t) \equiv f(x, t) - f (N)(x, t), v
(N)
0 (x) \equiv u0(x) - u

(N)
0 (x) (8)

имеем вспомогательную задачу

(w(N))\prime t = k(w(N))\prime \prime xx + g(N), 0 < x < l, 0 < t < T, (9)

Точность численного решение уравнения диффузии-конвекции на основе...

48 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



w(N)(x, 0) = v
(N)
0 (x), w(N)(0, t) = w(N)(l, t) = 0. (10)

Для решения задачи (9) – (10) справедлива оценка в гильбертовом пространстве \scrL \infty 
для любого t > 0 [5]:

\bigm\| \bigm\| \bigm\| w(N)(x, t)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 
\leq 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| v(N)

0 (x)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

+

\int t

0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| g(N)(x, \theta )
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 
d\theta . (11)

Известно, что для класса функций периода 2\pi , имеющих производную порядка \alpha , удо-

влетворяющий неравенству
\bigm| \bigm| \varphi (\alpha )(x)

\bigm| \bigm| \leq K, имеет место оценка остаточного члена ряда (3)

для любого натурального \alpha [6]:

sup
0\leq x\leq l

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \varphi (x) - 
N - 1\sum 

m=1

C(\varphi ) sin(mx)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
4K

\pi 2

lnN

N\alpha 
+O

\biggl( 
1

N\alpha 

\biggr) 
. (12)

Учитывая оценку (12), а также соотношения (9) – (10), из неравенства (11) получим

оценку для любого t > 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| w(N)(x/\omega , t)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 
\leq 4

K1/N
2 + TK2

\pi 2

lnN

N\alpha  - 2
+O

\biggl( 
1

N\alpha  - 2

\biggr) 
, (13)

K1 = max
0\leq x\leq l

\bigm| \bigm| \bigm| u(\alpha )0 (x/\omega )
\bigm| \bigm| \bigm| ,K2 = max

0\leq x\leq l

\bigm| \bigm| \bigm| f (\alpha  - 2)(x/\omega , t)
\bigm| \bigm| \bigm| .

Оценка (13) гарантирует сходимость решения «усеченной» задачи к решению точной

задачи при N \rightarrow \infty при достаточно гладких входных данных в смысле выполнения нера-

венства (12), при \alpha \geq 3. В дальнейшем u(x, t) предполагается принадлежащей классу

C(4) [0 \leq x \leq l] в случае разностной схемы с погрешностью решения O(h2 + \tau \beta ) (см п. 3)

и классу C(6) [0 \leq x \leq l] в случае схемы с погрешностью O(h4 + \tau \beta ) (см п. 4), где \beta зависит

от веса схемы. Для остальных функций входящих в постановку исходной задачи (1) — (3)

также предполагается необходимая гладкость.

Функции u(N) и f (N) при подстановке в (1) приводят к соотношению:
\Biggl( 

N - 1\sum 

m=1

C(u)
m sin(\omega mx)

\Biggr) \prime 

t

= k

\Biggl( 
N - 1\sum 

m=1

C(u)
m sin(\omega mx)

\Biggr) \prime \prime 

xx

+

N - 1\sum 

n=1

C(f)
m sin(\omega mx).

Меняя очередность операции дифференцирования и суммирования ряда получим:

N - 1\sum 

m=1

\Bigl( 
C(u)
m (t)

\Bigr) \prime 

t
sin(\omega mx) =

N - 1\sum 

m=1

kC(u)
m

\bigl( 
 - \omega 2m2 sin(\omega mx)

\bigr) 
+

N - 1\sum 

n=1

C(f)
n sin(\omega mx).

Принимая во внимание линейную независимость функций sin(\omega mx), получим:

\Bigl( 
C(u)
m (t)

\Bigr) \prime 

t
=  - k\omega 2m2C(u)

m + C(f)
m . (14)

Решение уравнения (14) примет вид:

C(u)
m (t) =

\Biggl( 
C

(u)
m,0  - 

C
(f)
m

k\omega 2m2

\Biggr) 
e - k\omega 2m2t +

C
(f)
m

k\omega 2m2
.
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После проделанных преобразований и вычислений, с учетом заданных начальных и

граничных условий, будет найдена искомая функция:

u =

N - 1\sum 

m=1

\Biggl( \Biggl( 
C

(u)
m,0  - 

C
(f)
m

k\omega 2m2

\Biggr) 
e - k\omega 2m2t +

C
(f)
m

k\omega 2m2

\Biggr) 
sin(\omega mx). (15)

2. Точность численного решение уравнения диффузии

на основе разностных схем второго порядка погрешности

аппроксимации

Для численного решения задачи (1) покроем расчетную область равномерной сеткой:

wh,\tau =
\bigl\{ 
tn = n\tau , xi = ih;n = 0..Nt, i = 0..Nx;Nt\tau = T, Nxh = l

\bigr\} 
, где \tau — шаг по времени,

h— шаг по пространству, Nt — число шагов по времени, Nx — число узлов по простран-

ственной координате.

Аппроксимация уравнения (1) примет вид [7]:

un+1
i  - uni

\tau 
= k

un+\sigma 
i+1  - 2un+\sigma 

i + un+\sigma 
i - 1

h2
+ fi, (16)

где cn+\sigma 
i = \sigma cn+1

i + (1 - \sigma ) cni , \sigma \in [0, 1] — вес схемы [8].

Будем использовать представления (4), (5) функций u и f при решении задачи (16)

\sum N - 1
m=1

\Bigl( 
C

(u)
m

\bigl( 
tn+1

\bigr) 
 - C

(u)
m (tn)

\Bigr) 
sin(\omega mxi)

\tau 
=

= k

N - 1\sum 

m=1

C(u)
m

\bigl( 
tn+\sigma 

\bigr) (sin(\omega mxi+1) - 2 sin(\omega mxi) + sin(\omega mxi - 1))

h2
+

N - 1\sum 

m=1

C(f)
m sin(\omega mx).

Преобразуем полученное выражение и, принимая во внимание линейную независимость

функций sin(\omega nx), получим:

C
(u)
m

\bigl( 
tn+1

\bigr) 
 - C

(u)
m (tn)

\tau 
= k

2 (cos(\omega mh) - 1)

h2
C(u)
m

\bigl( 
tn+\sigma 

\bigr) 
+ C(f)

m . (17)

Лемма 1. При выполнении оценок (12) аппроксимации задачи (1) – (2) разностными

схемами (16) для каждой гармоники функции решения u скорость диффузионного обмена

k меньше реальных значений и отличаются на величину \alpha 1 = 1 - 2 (1 - cos (\omega mh)) / (\omega mh)2.

Доказательство. Из (6) при \tau \rightarrow 0 следует:

\Bigl( 
C(u)
m (t)

\Bigr) \prime 

t
=  - k

\biggl( 
2 (cos(\omega mh) - 1)

\omega 2m2h2

\biggr) 
\omega 2m2C(u)

m

\bigl( 
tn+\sigma 

\bigr) 
+ C(f)

m .

В силу (14) решение, полученное на основе схемы (5) соответствует решению уравнения

u\prime t = k\ast u\prime \prime xx + f , k\ast = k (1 - \alpha 1), \alpha 1 = 1 - 2 (1 - cos (\omega mh)) / (\omega mh)2. Лемма доказана.

Рассмотрим величину \alpha 1 = 1 - 2 (1 - cos (\omega mh)) / (\omega mh)2:

\alpha 1 = 1 - 2 (1 - cos(\omega mh))

\omega 2m2h2
= 1 - 

2
\Bigl( 
1 - (\omega mh)2

2 + (\omega mh)4

24 +O
\bigl( 
h6
\bigr) 
 - 1
\Bigr) 

 - \omega 2m2h2
=

(\omega mh)2

12
+O

\bigl( 
h4
\bigr) 
.
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Замечание 1. Имеет место оценка \omega mh < \pi . Также следует отметить, что величина

r = \pi / (\omega mh) описывает количество узлов, приходящихся на половину периода волны (на

описание объекта). Из полученной оценки видно, что точность численного решения зависит

от количества узлов приходящихся на половину периода волны.

На рис. 1 приведен график функции \alpha 1 (r) = 1 - 2 (1 - cos (\pi /r)) / (\pi /r)2, описывающей

зависимость погрешности аппроксимации диффузионных слагаемых разностными схемами

от количества узлов, используемых для описания объекта.

Рис. 1. График зависимости погрешности аппроксимации диффузионных слагаемых раз-

ностными схемами от количества узлов, используемых для описания объекта

Аналитическое выражение соответствующее численному решению запишется:

u =

N - 1\sum 

m=1

\Bigl( 
C

(u)
m,0

\Bigr) 
e - k(1 - \alpha 1(N/m))\omega 2m2t sin(\omega mx).

Замечание 2. При описании диффузионных слагаемых разностными схемами погреш-

ность аппроксимации в наихудшем случае задании функции источников (в виде точечных

источников r=2 ) будет составлять 18,9%.

3. Точность численного решение уравнения диффузии

на основе разностных схем четвертого порядка

погрешности аппроксимации

Рассмотрим случай разностной аппроксимации схемами повышенного (четвертого) по-

рядка точности [9]:

un+1
i  - uni

\tau 
= k
 - un+\sigma 

i+2 + 16un+\sigma 
i+1  - 30un+\sigma 

i + 16un+\sigma 
i - 1  - un+\sigma 

i - 2

12h2
+ fi. (18)

Будем использовать представления (2) функций u и f при решении задачи (18):
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\sum \infty 
m=1

\Bigl( 
C

(u)
m

\bigl( 
tn+1

\bigr) 
 - C

(u)
m (tn)

\Bigr) 
sin(\omega mxi)

\tau 
=

= k

\infty \sum 

m=1

C
(u)
m (tn+\sigma )

h2
( - sin(\omega mxi+2) + 16 sin(\omega mxi+1) - 30 sin(\omega mxi)+

+16 sin(\omega mxi - 1) - sin(\omega mxi - 2)) +

\infty \sum 

m=1

C(f)
m sin(\omega mx).

Преобразуя полученное выражение и принимая во внимание линейную независимость

функций sin(\omega nx), получим:

C
(u)
m

\bigl( 
tn+1

\bigr) 
 - C

(u)
m (tn)

\tau 
= k
 - 2 cos(2\omega mh) + 32 cos(\omega mh) - 30

12h2
C(u)
m

\bigl( 
tn+\sigma 

\bigr) 
+ C(f)

m . (19)

Лемма 2. В условиях выполнении оценок (12) при решении задачи (1) разност-

ными схемами (18) для каждой гармоники функции решения u скорость диффузи-

онного обмена k меньше реальных значений и отличаются на величину \alpha 2 = 1  - 
(15 - 16 cos (\omega mh) + cos (2\omega mh)) /6 (\omega mh)2.

Доказательство. Аналогично лемме 1.

Рассмотрим величину \alpha 2 = 1 - (15 - 16 cos (\omega mh) + cos (2\omega mh)) /6 (\omega mh)2:

\alpha 2 = 1 - (15 - 16 cos (\omega mh) + cos (2\omega mh)) /6 (\omega mh)2 = (\omega mh)4/90 +O(h6).

Функция, описывающая зависимость погрешности аппроксимации диффузионных опе-

раторов разностными схемами четвертого порядка точности от количества узлов на струк-

туру примет вид \alpha 2 (r) = 1 - (15 - 16 cos (\pi /r) + cos (2\pi /r)) /6 (\pi /r)2.

На рис. 2 приведены графики функций, описывающие зависимости погрешности ап-

проксимации диффузионных слагаемых разностными схемами второго и четвертого поряд-

ков точности от количества узлов.

Замечание 3. При описании диффузионных слагаемых разностными схемами погреш-

ность аппроксимации может составлять для данных слагаемых в наихудшем случае задании

функции источников 5,4%.

4. Погрешность аппроксимации операторов конвективного

переноса

Рассмотрим краевую задачу диффузии-конвекции с начальными и граничными усло-

виями [10, 11], т.е. найдем аналитическое решение уравнения

u\prime t + vu\prime x = ku\prime \prime xx, 0 < x < l, t>0, (20)

удовлетворяющее начальному условию u(x, 0) = u0(x)и граничным условиям u(0, t) = 0,

u(l, t) = 0, t > 0.

Для решения задачи (20) выполнить переход в подвижную систему координат y =

x  - vt при этом решение задачи сводится к решению уравнения диффузии: u\prime t = ku\prime \prime yy
аналитическое решение которого описано выше.
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Рис. 2. График зависимости погрешности аппроксимации операторов диффузионного пе-

реноса разностными схемами от количества узлов, используемых для описания объекта: 1

— схемы четвертого порядка точности, 2 — второго

Рассмотрим разностную производную оператора конвективного переноса u\prime x второго

порядка точности. Используем представления (12) функции u:

ui+1  - ui - 1

2h
=

N - 1\sum 

m=1

C(u)
m (t)

(sin(\omega mxi+1) - sin(\omega mxi - 1))

2h
=

N - 1\sum 

m=1

C(u)
m (t)

sin(\omega mh)

h
cos(\omega mx).

Непрерывная производная с учетом представления (12) примет вид:

u\prime x =

N - 1\sum 

m=1

C(u)
m (t)\omega m cos(\omega mx).

Таким образом, функция, описывающая зависимость погрешности аппроксимации кон-

вективных операторов разностными схемами от количества узлов на структуру примет вид:

\alpha 3 (r) = 1 - sin (\pi /r) / (\pi /r).

Для схемы четвертого порядка точности

u\prime x \simeq 
 - ui+2 + 8ui+1  - 8ui - 1 + ui - 2

12h

оператора конвективного переноса не трудно получить функцию, описывающую зависи-

мость погрешность аппроксимации данного оператора от количества узлов, приходящихся

на половину периода волны \alpha 4 (r) = 1 - (8 sin (\pi /r) - sin (2\pi /r)) / (6\pi /r).

На рис. 3 приведены графики функций, описывающие зависимости погрешности ап-

проксимации конвективных слагаемых разностными схемами второго и четвертого поряд-

ков точности от количества узлов.

Замечание 4. При описании конвективных слагаемых разностными схемами второго и

четвертого порядков точности погрешность аппроксимации может составлять в наихудшем

случае задания функции источников 36,3% и 15,1% соответственно.
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Рис. 3. График зависимости погрешности аппроксимации операторов конвективного пере-

носа разностными схемами от количества узлов, используемых для описания объекта: 1 —

схемы четвертого порядка точности, 2 — второго

5. Сопоставление результатов расчета двумерной задачи

диффузии-конвекции на основе схем второго и четвертого

порядков точности

Моделирование производилось на сетке размерами 100 x 100 , расчетных узлов, при

этом параметры задавались следующим образом: размеры расчетной области lx=100 м,

ly=100 м, временной интервал равен 10 с, горизонтальная составляющая равна 4 м/с, вер-

тикальная — 3 м/с, коэффициент турбулентного обмена равен 2 м2/с. При решении задачи

двумерной диффузии-конвекции начальное распределение задавалось функцией:

C (x, y) =

\Biggl\{ 
sin (\pi (x - 10)) cos (\pi (y  - 10)) , \{ x, y\} \in D, D : \{ x \in [10, 20] , y \in [10, 20]\} ,
0, \{ x, y\} /\in D.

На рис. 4 приведено начальное распределение для задачи диффузии-конвекции и поле

концентраций через заданный интервал времени.

Замечание 5. В случае решения задачи переноса на основе разностных методов не

совсем уместно говорить о точности решения исходной задачи, т.к. погрешности аппрок-

симации влияют на скорость конвективного переноса и даже не большие отклонения в

положении решения могут приводить к большим значениям погрешности.

За расчетный интервал времени вещества переносятся на 50 м. При использовании раз-

ностных методов полученные значения скорости конвективного переноса меньше реальной

скорости распространения при этом отклонение положения центра области концентрации

веществ для данной задачи составило 38,04 мкм.

На рис. 5 приведены значения спектра поля концентрации через заданный интервал

времени для аналитического и численного решения задачи диффузии-конвекции.
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Рис. 4. Значение концентрации в начальный и конечный моменты времени

Рис. 5. Значение спектра поля концентрации через заданный интервал времени (а), раз-

ность между значениями спектра, найденные аналитическим путем и численно (б)

В табл. 1 приведены значения погрешностей, зависящих от времени, для задачи

диффузии-конвекции схемами второго порядка точности.

Таблица 1

Зависимость погрешности от времени для задачи диффузии-конвекции

Время 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Максимальное

значение реше-

ния

0,681 0,488 0,376 0,305 0,256 0,221 0,194 0,173 0,156 0,142

Погрешность 2,4% 2,5% 2,1% 1,7% 1,4% 1,1% 0,97% 0,83% 0,72% 0,64%

Относительная

погрешность

3,52% 5,12% 5,58% 5,57% 5,47% 5% 4,98% 4,8% 4,61% 4,51%

В табл. 2 приведены значения погрешностей расчета задачи диффузии-конвекции на

различных расчетных сетках схемами второго порядка точности,

На рис. 6 приведено поле, описывающее погрешность вычислений, полученное как раз-

ность между аналитическим и численным решением для задачи диффузии-конвекции.
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Таблица 2

Погрешность расчета задачи диффузии-конвекции на различных сетках

Размер сетки 100 x 100 200 x 200 400 x 400 800 x 800

Значение погрешности 0,6351% 0,1596% 0,04037% 0,01059%

Относительная по-

грешность

4,507% 1,124% 0,284% 0,075%

Рис. 6. Поля, полученные как разность между аналитическими и численными решениями

для задачи диффузии-конвекции: сверху — задача диффузии, снизу — задача диффузии-

конвекции (слева схемы второго порядка точности, справа — четвертого)

Исходя из результатов расчета погрешности расчета задачи диффузии-конвекции, при-

веденных в табл. 1, можно утверждать, что используемые схемы не только теоретически,

но и практически имеют второй порядок точности.

В рассмотренной модельной задаче диффузии-конвекции область, где задано начальное

распределение концентрации веществ отличных от нуля, покрывается 9 узлами по каждому

из пространственных направлений. Из сопоставления результатов численных эксперимен-

тов на основе схем второго и четвертого порядков точности (рис. 6) следует, что для задачи

диффузии удалось повысить точность в 66,7 раз, а для задачи диффузии-конвекции в 48,7

раз. Результаты расчетов, приведенные на рис. 6, согласуется с теоретическими суждени-

ями, и таким образом, при использовании разностных методов, скорости конвективного и

диффузионного переносов меньше реальных скоростей данных процессов.

6. Сопоставление результатов расчета двумерной задачи

Пуассона на основе схем второго и четвертого порядков

точности

Рассмотрим уравнение Пуассона [12]
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\Delta u =  - f, 0 < x < lx, 0 < y < ly,

удовлетворяющее граничным условиям u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t > 0.

Аналитическое решение данной задачи примет вид:

u =

N - 1\sum 

mx=1

N - 1\sum 

my=1

\Biggl( 
C

(f)
mxmy

\omega 2
\bigl( 
m2

x +m2
y

\bigr) 
\Biggr) 
sin(\omega mxx) sin(\omega myy),

f =

N - 1\sum 

mx=1

N - 1\sum 

my=1

C(f)
mxmy

sin(\omega mxx) sin(\omega myy).

Численные расчеты данной задачи производились на сетке размерами 100x100, рас-

четных узлов, при этом: размеры расчетной области lx=100 м, ly=100 м, правая часть

задавалась функцией:

f (x, y) =

\Biggl\{ 
sin (\pi (x - 45)) cos (\pi (y  - 45)) , \{ x, y\} \in D, D : \{ x \in [45, 55] , y \in [45, 55]\} ,
0, \{ x, y\} /\in D.

Аналитическое выражение соответствующее численному решению запишется:

u =

N - 1\sum 

mx=1

N - 1\sum 

my=1

\Biggl( 
C

(f)
mxmy

\omega 2
\bigl( 
m2

x (1 - f1(N/mx)) +m2
y (1 - f1(N/my))

\bigr) 
\Biggr) 
sin(\omega mxx) sin(\omega myy).

На рис. 7 приведены значения спектра поля концентрации через заданный интервал

времени для аналитического и численного решения задачи Пуассона.

Рис. 7. Значение спектра поля концентрации через заданный интервал времени (а), раз-

ность между значениями спектра, найденные аналитическим путем и численно (б)

На рис. 8 представлена функция правой части (а), численное решение поставленной

задачи (б) и поля, полученные как разность между аналитическим и численным решением

для схем второго (в) и четвертого порядков точности (г).

Следует сказать, что для двумерной задачи Пуассона схемы четвертого порядка точ-

ности для данной модельной задачи в 10 раз точнее, чем второго.

Заключение

В общем случае при решении прикладных задач нельзя утверждать, что повышение по-

рядка погрешности аппроксимации гарантирует увеличение точности расчета. Из сопостав-
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Рис. 8. Функция правой части (а), численное решение поставленной задачи (б) и поля,

полученные как разность между аналитическим и численным решением для схем второго

(в) и четвертого порядков точности (г)

ления результатов численных экспериментов на основе схем второго и четвертого порядков

точности следует, что для задачи диффузии удалось повысить точность в 66,7 раз, а для

задачи диффузии-конвекции в 48,7 раз, для задачи Пуассона удалось повысить точность

— в 10 раз. В дальнейшем планируется внедрение разработанных схем в программные ком-

плексы, предназначенные для расчета задач биологической кинетики на многопроцессорной

вычислительной системе [13, 14]. Выполнение данных работ соответствует выполняемым в

последнее время научно-образовательным программам по развитию суперкомпьютерного

образования в стране [15—17].

Работа выполнена при частичной поддержке Задания №2014/174 в рамках базовой

части государственного задания Минобрнауки России.
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The paper deals with the scheme of the second and fourth order approximation error for

solving convection-diffusion problems. To model initial boundary value problem in the case when

the functions of the right and the initial condition can be represented by finite sums of Fourier

series in the trigonometric basis, we investigated the accuracy of difference schemes. It was found

that the accuracy of the numerical solution depends on the number of units attributable to half

the wavelength corresponding to the most high frequency harmonics in the final sum of the

Fourier series, necessary to describe the behavior of calculated objects. The dependence of the

diffusion approximation error terms difference schemes of second and fourth order of accuracy of

the number of nodes. The comparison of the calculation results of two-dimensional convection-

diffusion problems and tasks of the Poisson-based schemes of the second and fourth order accuracy.

In the expediency of transition to a scheme of high accuracy for solving applied problems of the

estimates and is easy to obtain the numerical values of the gain in computation time by using

schemes of higher order accuracy.
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АНАЛИЗ МЕХАНИЗМА КОЛЛЕКТИВНОГО ПОВЕДЕНИЯ
НА ОСНОВЕ НЕЧЕТКОЙ ЛОГИКИ

В.И. Ухоботов, Е.С. Михайлова

В предлагаемой работе рассматривается простейший механизм поведения коллектива

как совокупность индивидуумов, каждый из которых, принимая решения по фиксированно-

му вопросу, руководствуется как личным отношением к рассматриваемой проблеме, так и

оценкой отношения других членов коллектива к данному вопросу. Например, индивидуум

может решать: заниматься ли ему данным родом деятельности, вступать ли в данную об-

щественную организацию, участвовать ли в данном мероприятии, голосовать ли за данное

предложение и т.д. Во всех этих случаях индивидууму предстоит решать в сущности одну

проблему: перейти ему в некоторое данное состояние или нет. Личное отношение каждого

индивидуума к рассматриваемой проблеме и оценка им отношения других членов коллектива

к данному вопросу носят неточный, расплывчатый характер. В статье принят подход, когда

эта неточность рассматривается в рамках теории нечетких множеств и операций с ними.

Исследуется поведение некоторых типов коллективов.

Ключевые слова: нечеткое множество, коллектив, лидер.
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Введение

Для целого класса экономических и социальных задач информация о присутствую-

щих в них параметрах и переменных носит нечеткий характер. Поэтому для их описания

используются нечеткие множества. Получаемое нечеткое решение для таких задач дает

возможность изначально учитывать неполноту и неточность исходных данных. Нужно от-

метить, что с момента публикации Л.А.Заде своей работы по нечетким множествам [1]

вышло большое количество работ, в которых рассматривались математические модели ис-

следуемых явлений из разных областей знаний в рамках теории нечетких множеств (см.,

например, [2–9]). Целью работы является исследование поведения коллектива индивидуу-

мов, каждый из которых может перейти или нет в заданное состояние, при этом он ру-

ководствуется как личным отношением, так и проведенной им оценкой отношений других

членов коллектива.

Статья состоит из двух частей. В первой части производится описание математической

модели. Во второй части проводится анализ поведения коллектива в случае наличия или

отсутствия в нем лидера.

1. Описание модели

Считаем, что перед каждым j-м индивидуумом, j = 1, N стоит вопрос — перейти ему

в некоторое состояние или нет [10]. Из газет, радио, из результатов опросов обществен-

ного мнения и из других источников информации у него складывается убеждение о доле

\delta j \in [0, 1] членов коллектива , без него самого, которые готовы перейти в рассматриваемое

состояние.

Дискретная математика и математическая кибернетика

2016, т. 5, № 1 63



Допустим, что имеется K источников информации о переходе в заданное состояние,

каждый из которых воздействует на каждого j-го индивидуума. Назовем источник ин-

формации «хорошим» для j-го индивидуума, если он убеждает его перейти в заданное

состояние.

Обозначим через Kj число «хороших» для j-го индивидуума источников информации.

Тогда в качестве числовой меры готовности j-го индивидуума перейти в заданное состояние

можно принять величину

pj =
Kj

K
. (1)

Замечание 1. Поскольку один и тот же источник информации может быть «хорошим»

для нескольких индивидуумов, то, вообще говоря,

N\sum 

j=1

pj =
1

K

N\sum 

j=1

Kj \not = 1.

Каждый j-й индивидуум оценивает число других индивидуумов, готовых перейти в

заданное состояние. Число «хороших» для всех индивидуумов без j-го источников инфор-

мации равно \sum 

i \not =j

Ki = K1 + \cdot \cdot \cdot +Kj - 1 +Kj+1 + \cdot \cdot \cdot +KN ,

а общее число всех источников информации для них равно (N  - 1)K. Поэтому в качестве

меры qj \in [0, 1] доли членов коллектива без j-го, которые готовы перейти в рассматриваемое

состояние, можно принять величину

qj =
1

(N  - 1)K

\sum 

i \not =j

Ki =
1

N  - 1

\sum 

i \not =j

pi, j = 1, N (2)

В качестве меры доли числа всех индивидуумов, готовых перейти в заданное состояние,

можно принять число

m =
1

NK

N\sum 

i=1

Ki =
1

N

N\sum 

i=1

pi. (3)

В зависимости от субъективного отношения j-го индивидуума к вопросу о переходе его

в заданное состояние тот или иной источник информации может или нет убеждать его

переходить в заданное состояние. Считаем, что субъективное отношение j-го индивидуума

характеризуется числом aj \in [0, 1], j = 1, N .

Обозначим через xj — j-го индивидуума и рассмотрим нечеткие множества [9]

A = (x1| a1), . . . , (xN | aN ), Q = (x1| q1), . . . , (xN | qN ), P = (x1| p1), . . . , (xN | pN ).

Нечеткое множество A характеризует готовность индивидуумов принять пропаганду

за счет их субъективного отношения к вопросу о переходе в заданное состояние; нечеткое

множество Q определяется зависимостью индивидуумов от поведения оставшихся членов;

нечеткое множество P характеризует готовность индивидуумов перейти в заданное состо-

яние.
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Нечеткое множество P зависит от нечетких множеств A и Q. Эту зависимость зададим

в виде объединения

P = A \vee Q.

Эта зависимость означает, что [9]

pj = max(aj ; qj), j = 1, N (4)

2. Анализ модели

Из формул (3) и (4) получим, что

m =
1

N

N\sum 

i=1

max(ai; qi). (5)

Далее из формул (2) и (3) следует, что

qj =
1

N  - 1

\sum 

i=1

pi  - 
1

N  - 1
pj =

N

N  - 1
m - 1

N  - 1
pj

Подставим сюда формулу (4). Получим

qj =
N

N  - 1
m - 1

N  - 1
max(aj ; qj), j = 1, N (6)

Случай абсолютно зависимого коллектива. Это значит, что aj = 0, j = 1, N . Тогда

из (5) и (6) получим, что

m =
1

N

N\sum 

i=1

qi,

qj =
N

N  - 1
m - 1

N  - 1
qj , j = 1, N

Отсюда следует, что qj = m, j = 1, N , а число m может принимать любое значение на

отрезке [0, 1].

Рассмотренный случай характеризует полную зависимость индивидуумов от внешнего

воздействия. Такой коллектив абсолютно неориентирован и его состояние не определено до

тех пор, пока не появится лидер.

Случай одного лидера в абсолютно зависимом коллективе.

Это значит, что, например, a1 = 1, а все остальные aj = 0, j = 2, N . Тогда из формул

(5) и (6) получим, что

m =
1

N

\Biggl( 
1 +

N\sum 

i=2

qi

\Biggr) 
,

q1 =
N

N  - 1
m - 1

N  - 1
,

qj =
N

N  - 1
m - 1

N  - 1
qj , j = 2, N.

Отсюда следует, что m = 1 и qi = 1, i = 1, N .
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Таким образом, абсолютно зависимый коллектив является абсолютно управляемым.

Лидер может привести его в нужное состояние.

Рассмотрим случай, когда в абсолютно зависимом коллективе (aj = 0, j = 3, N), наряду

с лидером (a1 = 1) имеется еще индивидуум, у которого 0 < a2 \leq 1. Тогда из (5) и (6)

получим, что

m =
1

N

\Biggl( 
1 +max(a2; q2) +

N\sum 

i=3

qj

\Biggr) 
,

q2 =
N

N  - 1
m - 1

N  - 1
max(a2; q2),

qj =
N

N  - 1
m - 1

N  - 1
qj , j = 3, N.

(7)

Отсюда следует, что qj = m, j = 3, N и

m =
1

2
(1 +max(a2; q2)) . (8)

Случай 1. Пусть q2 \leq a2. Тогда из (7) и (8) получим, что

m =
1 + a2

2
;

q2 =
N

2(N  - 1)
(1 + a2) - 

1

N  - 1
a2 =

N + (N  - 2)a2
2(N  - 1)

Поэтому рассматриваемый случай q2 \leq a2 возможен, если

N + (N  - 2)a2 \leq 2(N  - 1)a2 \leftrightarrow a2 = 1.

Следовательно, m = 1.

Случай 2. Пусть a2 < q2. Тогда из (7) и (8) имеем, что q2 = m и m = 1.

Заключение

В работе построена и рассмотрена простейшая модель коллективного поведения на

основании нечеткой логики. Выделен случай абсолютно зависимого коллектива, который

характеризуется полной зависимостью от внешнего воздействия. Также рассмотрен случай

одного лидера в абсолютно зависимом коллективе. Показано, что в абсолютно зависимом

коллективе доля числа всех индивидуумов, готовых перейти в заданное состояние, равня-

ется единице.

С использованием результатов, полученных в данной работе, планируется рассмотреть

случаи, когда коллектив содержит более двух лидеров.
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In this paper an elementary mechanism of collective behaviour has been examined. This

collective is considered as number of persons. Each member of the group makes a certain decision

based on his own relation and the relations of other members. For instance, whether to engage in

certain activity, whether to join to public organisation, whether to participate in the arrangements,

to vote affirmatively etc. These cases can be united into one: the person should decide whether

to go into certain state. Personal opinion of each member of the group and opinions of other

members according to the problem can be inaccurate or fuzzy. In this paper this fuzziness is

considered according the theory of fuzzy sets and modeling. The behaviour of several types of

collectives is researched.

Keywords: fuzzy set, collective behaviour, leader.
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О ПОСТРОЕНИИ РЕЙТИНГА УСТОЙЧИВОГО 
РАЗВИТИЯ ПРЕДПРИЯТИЙ МЕТОДОМ 
СОБСТВЕННЫХ СОСТОЯНИЙ 

В.В. Мокеев, М.С. Нелюбина 

В статье рассматривается решение задачи построения рейтинга устойчивого развития 
предприятий, методом собственных состояний. В основе методология формирования рейтин-
га лежит построение модели устойчивого развития предприятия, которая описывает эталон-
ную деятельность предприятия, отвечающую требованиям устойчивого развития. Для по-
строения рейтинга устойчивого развития предприятий предлагается использовать комплекс-
ный индикатор устойчивости, который получается путем сравнения фактической и эталон-
ной деятельности предприятий. Оценка эффективности предлагаемой методологии демон-
стрируется на примере построения рейтинга нефтегазовых предприятий. 

Ключевые слова: устойчивое развитие предприятия, анализ главных компонент, ме-

тод собственных состояний, модель устойчивого развития. 
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Введение 
В настоящее время, каждое крупное предприятие сталкивается с проблемами, кото-

рые затрагивают различные аспекты деятельности: социальные, экологические, произ-
водственные, финансовые. Поиск решений, направленных на установление устойчивого 
развития является одной из основных задач каждого предприятия. 

Несмотря на то, что понятие устойчивости предприятия является ключевым и об-
щеупотребительным, существует достаточно большое число определений понятия устой-
чивости предприятия. Под устойчивым развитием подразумевается процесс, при кото-
ром все стороны деятельности предприятия функционируют стабильно и при этом вза-
имодействуют друг с другом, тем самым обеспечивая высокий уровень производитель-
ности и качества предприятия. 

Общепринятого метода анализа устойчивого развития так же не существует, в раз-
личных работах предлагают разные методы оценки устойчивого развития предприятия. 
Среди методов оценки устойчивости предприятий можно выделить следующие группы 
методов: 1) методы, основанные на использовании теории устойчивости [1–2], 2) методы 
расчета интегрального показателя устойчивости [3–5], 3) методы прогнозирования риска 
банкротства [6–7]. Первая группа методов основываются на расчете и интерпретации 
математических показателей устойчивости (устойчивость по Ляпунову). Вторая группа 
методов основывается на расчетах интегральных показателей, которые объединяют 
оценки разных аспектов деятельности предприятия (производственной, финансовой, 
маркетинговой и др.). В рамках второй группы можно выделить методы анализа фи-
нансово-экономической устойчивости [5]. Аспекты финансовой и экономической устой-
чивости являются важнейшими характеристиками устойчивости предприятия. Третья 
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группа методов основывается на количественных и на качественных методах исследова-
ния факторов, предотвращающих потерю устойчивости предприятий, и используется 
для оценки риска банкротства предприятий. 

Большинство методов, используемых для оценки устойчивости предприятия, бази-
руется на анализе абсолютных и относительных показателей. Комплексный показатель 
устойчивости представляет среднее геометрическое частных показателей (финансовой, 
экономической, маркетинговой деятельности и т.п.) устойчивости, а каждый частный 
показатель вычисляется через относительные показатели. Модели для прогнозирования 
риска банкротства строятся, как правило, на основе регрессионного анализа. 

Широкое распространение в последние годы получил метод главных компонент. 
Вместе с множественной регрессией метод главных компонент применяется для прогно-
зирования энергопотребления, анализа финансовой состоятельности предприятий, про-
гнозирования объемов продаж [8–11]. Метод собственных состояний является развитием 
метода главных компонент [12–18]. Суть метода главных компонент заключается в том, 
что поведение социально-экономической системы описывается суммой собственных со-
стояний, каждое из которых можно анализировать независимо от других. В рамках этой 
модели показатели социально-экономической системы изменяются пропорционально ве-
совым коэффициентам собственного состояния и их значения зависят от одного факто-
ра. Теоретический базис метода собственных состояний излагается в работах [12–13]. 

В настоящее время метод собственных состояний используется при анализе таких 
сложных систем, как компания (предприятие), город, регион. В работе [13] метод соб-
ственных состояний используется для оценки эффективности работы энергосбытовых 
предприятий. В результате получены коэффициенты эффективности филиалов, а также 
показаны источники их неэффективной деятельности. В работе [14] задача анализа фи-
нансовой устойчивости компании решается с помощью метода собственных состояний. 
Деятельность предприятия представляется в виде набора различных процессов, одни из 
которых обладают финансовой устойчивостью, другие наоборот, дестабилизируют рабо-
ты предприятия. Основной задачей управления финансовой устойчивостью является 
ограничение влияние дестабилизирующих процессов. Для решения задачи формируется 
модель, которая использует только собственные состояния, удовлетворяющие условиям 
финансовой устойчивости компании. В работе [15] метод собственных состояний исполь-
зуется для интерпретации бизнес-процессов предприятия и их анализа в зависимости от 
целевых установок и параметров производственной деятельности. Инвестиционная при-
влекательность региона исследуется методом собственных состояний в работе [16], а в 
работе [17] предлагается методика оценки устойчивого развития регионов РФ, апроба-
ция которой на тестируемой группе регионов позволила определить их параметры при-
ближенности к траектории устойчивого развития. В работе [18] исследуется эффектив-
ность процессов развития города, которая базируется на методе собственных состояний. 

Целью настоящей работы является решение задачи сравнительного анализа устой-
чивого развития предприятий. Статья организована следующим образом. В разделе 1 
описана методология построения рейтинга устойчивого развития предприятий, которая 
использует метод собственных состояний для построения модели устойчивого развития. 
В разделе 2 эффективность методологии демонстрируется на примере сравнительного 
анализа устойчивости развития предприятий нефтегазовой отрасли.  В заключении из-
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ложены возможные пути дальнейшего развития предложенной методологии.  
 

1. Методология построения рейтинга устойчивого развития 
предприятий  

Состояние предприятия в любой момент времени описывается значениями неко-
торого показателей деятельности предприятий. Если отложить на осях прямоугольной 
системы координат в n-мерном пространстве значения переменных ix  , то состояние си-

стемы будет описываться в этом пространстве некоторой точкой. Рассматривая значе-
ния показателей как координаты точки в m-мерном пространстве можно геометрически 
представить соответственное состояние предприятия посредством этой точки в про-
странстве. Такую точку часто называют фазовой точкой, а пространство — фазовым 
пространством предприятия. Изменение состояния системы со временем изображается 
как движение фазовой точки по некоторой линии (так называемой фазовой траекто-
рии).  

Траектория устойчивого развития предприятия будет состоять из состояний, удо-
влетворяющих требованиям устойчивого развития предприятия. Траектории устойчиво-
го развития предприятий в пространстве состояний можно рассматривать как целевые 
траектории, к которым должны стремиться фактические состояния предприятий для 
обеспечения их устойчивого развития. Отклонения реальных траекторий развития пред-
приятия от целевых траекторий можно интерпретировать как   меру неустойчивости 
развития предприятия и использовать для оценки устойчивости предприятия. 

Методология построения модели экономической устойчивости предприятия включа-
ет следующие шаги: 

1. Формирование набора показателей, описывающих развитие предприятий. Показа-
тели должны описывать как финансовые, так и производственные, экологические про-
цессы. Все показатели должны быть нормализованы. Нормализация включает устране-
ние ошибок, пропущенных данных, а также выравнивание диапазонов изменения пока-
зателей (т.е. показатели должны меняться в одном диапазоне чисел, например, от 0 до 
1000). В дальнейшем набор исходных показателей будем рассматривать как выборку 
случайных величин с законом распределения близким к нормальному. 

2. Формулировку требований экономической устойчивости предприятия, представ-
ляющие либо ограничения на изменения ряда показателей либо набор индикаторов 
устойчивости с их нормативными значениями. Чаще всего в систему индикаторов эко-
номической устойчивости включают: коэффициенты ликвидности и платежеспособно-
сти, финансовой устойчивости, деловой активности, рентабельности. Выбор коэффици-
ентов устойчивости зависит от аспекта оценки экономической устойчивости, сферы дея-
тельности и размера предприятия. 

3. Вычисление собственных состояний предприятия. Весовые коэффициенты соб-
ственных состояний определяются по собственным векторам либо выборочной ковариа-
ционной матрицы, либо матрицы выборочных начальных вторых моментов набора пока-
зателей. При вычислении выборочной ковариационной матрицы используется центриро-
ванный набор показателей. В качестве центра распределения используются средне-
арифметические значения показателей. При вычислении матрицы выборочных началь-
ных вторых моментов используется исходный набор показателей без центрирования. 
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Собственные векторы матриц вычисляются методом Хаусхолдера [19]. Каждый соб-
ственный вектор имеют ту же размерность, что и вектор состояния экономической си-
стемы, и коэффициенты собственного вектора интерпретируются как весовые коэффи-
циенты показателей собственного состояния. Таким образом, каждый собственный век-
тор описывает собственное состояние предприятие, которое характеризует определенную 
тенденцию развития предприятия. Все выделенные собственные состояния являются не-
зависимыми (первое свойство собственных состояний [18]), т.е. развитие одной тенден-
ции (собственного состояний) не влияет на развитие других тенденций (собственных со-
стояний). Поэтому, удаление одних собственных состояний не приведет к изменению 
других собственных состояний. В рамках каждой тенденции (собственного состояния) 
показатели меняются пропорционально весовым коэффициентам собственного состояния 
(второе свойство собственных состояний [18]). 

4. Построение модели устойчивого развития из собственных состояний, полученных 
на предыдущем шаге. В процессе построения модели выполняется проверка соответ-
ствия собственных состояний требованиям устойчивого развития предприятия.  

Если требования представлены в виде ограничений на изменения ряда показателей, 
то проверяется соответствие изменений исходных показателей, в рамках каждого соб-
ственного состояния, требованиям экономической устойчивости предприятия, используя 
второе свойство собственных состояний.  

Если требования устойчивого развития представлены в виде индикаторов устойчи-
вости с их нормативных значений, то для каждого собственного состояния вычисляются 
значения индикаторов. Пусть индикатор устойчивости представляет отношение показа-
телей ix  и jx . В рамках h -го собственного состояния, значения этих показателей опре-

деляются по формулам khhi
h
ki zx V=  и khhj

h
kj zx V= , где  hiV — коэффициент h -го соб-

ственного состояния i -го показателя, khz  — главная компонента h -го собственного со-

стояния для k -го наблюдения. Тогда коэффициент устойчивости процесса, описываемо-
го h -м собственным состоянием, вычисляется hjhikhhkhhih zz VVVVK j // == . Таким 

образом, показатель устойчивости h -го собственного состояния равен отношению весо-
вых коэффициентов ix  и jx  переменных. Сравнивая значение показателя с его норма-

тивным значением, принимается решение о выборе собственного состояния для модели 
устойчивого развития. 

Выбранные собственные состояния используются для формирования модели эконо-
мической устойчивости компании (эталонной модели). Полученная модель является 
идеализацией реальной деятельности и служит эталоном для исследуемого предприятия 
с точки зрения устойчивости его развития.  

Модель устойчивого развития использует для определения координат траектории 
устойчивого развития предприятий. 

kh

р

f
hii

et
ki

Vхх z
1

∑
=

+= , (1) 

где )(= flh , )(Ll — список номеров собственных состояний, p  — число собственных 

состояний, используемых для построения модели.  
5. Для оценки устойчивости развития предприятий предлагается использовать ком-

плексные индикаторы устойчивости предприятия. Значения комплексные индикаторов 
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устойчивости определяются путем сравнения фактических и эталонных значений пока-
зателей с использованием метода штрафных функций. Эталонные значения показателей 
вычисляются с помощью модели устойчивого развития предприятия по формуле (1).  

Значение штрафных функций зависит от типа показателей (затратные и результат-
ные). 

Если величина затратного показателя превышает величину эталонных значений это-
го показателя на заданный уровень, то такое превышение считается признаком неэф-
фективности и измеряется штрафной функцией, равной: 

допε-- kj
et
kjkjkj x)/xx(f = , (2) 

где — индекс показателя,  — номер наблюдений, допε — допустимые отклонения. 

Если величина результатного показателя ниже величины эталонных значений этого 
показателя на заданный уровень, то такой результат также считается признаком неэф-
фективности и измеряется штрафной функцией, вычисляемой по формуле (2). 

Таким образом, основной задачей управления предприятием является своевременное 
выявление отклонений, дестабилизирующих деятельность и определение возможных 
угроз, исследование источников и причин их возникновения и их ликвидация, с целью 
поддержания экономической устойчивости компании.  

Комплексный индикатор устойчивости предприятия может быть получен по форму-
ле: 

ky fI −=1 , (3) 

где kf — среднеквадратическое значение штрафных функций показателей, которое 

определяется по формуле: 

. (4) 

В формуле (4)  — обозначает значение штрафной функции -го показателя для 

-го наблюдения, r  — число показателей, используемых для построения комплексного  
индикатора устойчивости.  

2. Сравнительный анализ устойчивого развития 
предприятий нефтегазовой отрасли  
Развитие нефтегазовой отрасли в России является одним из основных показателей 

экономического роста. Тем не менее, за последние годы в отрасли наблюдается возник-
новение определенных проблем, связанных с добычей сырья, зависимостью сырьевого 
сектора от мировых цен и сложностью в составление прогнозов, изысканием резервов и 
так далее. В связи с этим, появляется необходимость поиска путей, направленных на 
установление устойчивого развития предприятий нефтегазовой отрасли. 

Исследуется устойчивость нефтегазовых компаний: Башнефть, Газпром, Лукойл, 
Роснефть, Славнефть, Сургнефтегаз, Татнефть. Состояние нефтегазовых компаний 
определяется финансовыми и производственными показателями за период 2011–2013 гг. 
В группу финансовых показателей входят: Внеоборотные активы, Основные средства, 
Оборотные активы, Запасы, Собственный капитал, Нераспределенная прибыль, Долго-
срочные обязательства, Краткосрочные обязательства, Выручка от реализации, Чистые 
активы, Прибыль до налогообложения, Чистая прибыль, Прибыль от продаж. Группу 

j k
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1

1 r

k kj
j

f f
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= ∑
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k
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производственных показателей составляют: Добыча нефти, Добыча газа, Переработка 
нефти, Численность персонала. Исходя из имеющегося набора показателей, устойчи-
вость нефтегазовой компании будем определять в аспекте финансово-экономической 
устойчивости, т.е. как сбалансированное состояние технико-экономических ресурсов, ко-
торое обеспечивает нормальную рентабельность производства по добыче нефти в теку-
щий период времени и необходимые условия для осуществления деятельности нефтега-
зовой компании с хорошим уровнем финансовой устойчивости.  

В работе [3] предлагается методика оценки экономической устойчивости, которая 
строится на вычислении обобщенных показателей финансовой, рыночной, организаци-
онной, производственной, технико-технологической, социальной, экологической устойчи-
вости. Обобщенный показатель финансовой устойчивости вычисляется по формуле  

 
9

ОСССКПАМФРФНПФЗТЛу КМКККККККФ = , (5) 

где ТЛК  — коэффициент текущей ликвидности, ФЗК  — коэффициент финансовой за-

висимости;  ПК  — коэффициент покрытия процентов, ФНК  —  коэффициент автоно-

мии, ФРК  — коэффициент финансового рычага, МК  —  коэффициент маневренности, 

ПАК  — коэффициент постоянного актива, СКМ  — мультипликатор собственного капи-

тала, ОССК  —  коэффициент обеспечения собственными средствами. 

На рис. 1 представлена диаграмма, показывающая изменение обобщенного пока-
зателя финансовой устойчивости предприятий по годам. 

.

 

Рис. 1. Обобщенный показатель финансовой устойчивости нефтегазовых 
предприятий в 2011, 2012 и 2013 гг. 
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Как видно из рисунка, для предприятий Башнефть и Сургутнефтегаз обобщенный 
показатель финансовой устойчивости имеет относительно высокие значения. Для пред-
приятия Роснефть обобщенный показатель финансовой устойчивости меняется в широ-
ком диапазоне, в 2013 году показатель снижается, это связано с большим увеличением 
долгосрочных и краткосрочных обязательств. Предприятия Лукойл, Татнефть и Газ-
пром показывают хорошую финансовую устойчивость. Для предприятия Славнефть 
обобщенный показатель финансовой устойчивости не вычислялся из-за отрицательных 
значений коэффициента маневренности. 

Построим рейтинг финансовой устойчивости нефтегазовых компаний с использова-
нием методологии сравнительного анализа устойчивости предприятий. При построении 
модели финансово-экономической устойчивости будем использовать следующие коэф-
фициенты финансовой и экономической устойчивости (табл. 1). 

Таблица 1 
Коэффициенты финансовой и экономической устойчивости и их нормативные значения  

Коэффициенты Сокращение Нормативное 
значение 

Коэффициент  независимости  КФН Больше 0,5 

Коэффициент обеспеченности собственными 
оборотными средствами  

КОСС Больше 0,1 

Коэффициент маневренности КМ От 0,5 до 0,8 

Коэффициент финансового рычага  КФР Меньше 1 

Коэффициент текущей ликвидности КТЛ Больше 2 

Рентабельность собственного капитала RСК Больше 0,2 
 
В табл. 2 представлены коэффициенты финансовой и экономической устойчивости 

фактической деятельности предприятий. Как видно из табл. 2 коэффициенты финансо-
вой и экономической устойчивости обладают достаточно высокой изменчивостью, что 
связано с воздействием как внешних, так и внутренних факторов. 

Построим модель деятельности предприятия, коэффициенты финансовой и эконо-
мической устойчивости которой лежат в заданных диапазонах. Модель строится из соб-
ственных состояний, вычисленных по матрице выборочных начальных вторых моментов 
(данные не центрируются). На коэффициенты финансовой и экономической устойчиво-
сти собственных состояний накладываются следующие ограничения:  КФН > 0,2; 
КОСС > 0,4; КМ > 0,8   КФР > 0,5; КТЛ > 1,2; RСК > 0,2. 

Коэффициенты первых шести собственных состояний представлены в табл. 3. В 
рамках первого собственного состояния, описывается деятельность предприятий, при 
которой добыча нефти и газа растет, так на каждые 10 тыс. тонн переработанной нефти 
добывается 300 тыс. кубометров газа и 70 тыс. тонн нефти, при этом предприятия полу-
чают выручку в размере 380 млн. рублей и 240 млн. рублей прибыли от продаж. Все 
остальные собственные состояния описывают процессы, при которых добыча нефти и 
газа может, как уменьшаться, так и увеличиваться. В рамках второго собственного со-
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стояния увеличение добычи нефти на 60 тыс. тонн приводит к уменьшению добычи газа 
на 560 тыс. кубометров, и наоборот уменьшение добычи нефти на 60 тыс. тонн приводит 
к увеличению добычи газа на 560 тыс. кубометров. При росте добычи нефти, процесс 
приносит прибыль в размере 200 млн. рублей, а при падении добычи нефти — убыток в 
том же размере. 

Таблица 2 

Коэффициенты экономической устойчивости фактической деятельности предприятий  

Предприятия Период КФН КОСС КМ КФР КТЛ RСК 

Башнефть 

2011 0,52 0,46 0,28 0,93 1,86 0,29 

2012 0,53 0,29 0,14 0,87 1,40 0,30 

2013 0,58 0,53 0,23 0,89 1,19 0,27 

Газппром 

2011 0,71 0,42 0,12 0,40 1,71 0,02 

2012 0,71 0,38 0,11 0,41 1,62 0,02 

2013 0,72 0,51 0,15 0,39 2,06 0,02 

Лукойл 

2011 0,74 0,53 0,18 0,35 2,12 0,19 

2012 0,75 0,49 0,16 0,33 1,95 0,18 

2013 0,72 0,44 0,13 0,39 1,79 0,13 

Роснефть 

2011 0,61 0,47 0,19 0,65 1,89 0,20 

2012 0,58 0,52 0,21 0,71 2,09 0,20 

2013 0,43 0,13 0,06 1,37 1,05 0,20 

Славнефть 

2011 0,60 -0,49 -0,08 0,71 0,59 0,04 

2012 0,56 -0,11 -0,03 0,78 0,90 0,20 

2013 0,57 -0,37 -0,11 0,76 0,73 0,14 

Сургнефтегаз 

2011 0,88 0,82 0,28 0,13 5,57 0,21 

2012 0,88 0,82 0,25 0,14 5,60 0,13 

2013 0,86 0,82 0,26 0,16 5,52 0,17 

Татнефть 

2011 0,64 0,41 0,16 0,58 1,66 0,19 

2012 0,71 0,45 0,14 0,41 1,83 0,19 

2013 0,75 0,45 0,14 0,34 1,83 0,17 

 

В табл. 4 содержатся значения коэффициентов финансовой и экономической устой-
чивости предприятий, вычисленных для первых шести собственных состояний. Анализ 
полученных результатов показывает, что первое, третье и шестое собственные состояния 
характеризуют рентабельные процессы. Однако второе и шестое собственные состояния 
описывают процессы, которые недостаточно обеспечены собственными средствами, не-
обходимыми для финансирования операционной деятельности и для погашения кратко-
срочных обязательств. Кроме того, эти собственные состояния характеризуются низки-
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ми значениями коэффициента текущей ликвидности. Таким образом, только первое соб-
ственное состояние соответствует условиям финансово-экономической устойчивости 
предприятия. Поэтому, при построении модель финансово-экономической устойчивости 
предприятий используется только первое собственное состояние. Модель финансово-
экономической устойчивости описывает деятельность предприятия, которую в дальней-
шем будем называть эталонной.  

Таблица 3 

Коэффициенты собственных состояний 

Показатели 

Номер собственных состояний 

1 2 3 4 5 6 

Добыча нефти  0,07 0,06 –0,03 0,11 –0,09 –0,07 

Добыча газа 0,30 –0,56 –0,48 –0,12 –0,45 0,25 

Переработка нефти 0,10 0,05 0,15 0,08 –0,10 0,12 

Численность персонала 0,10 0,08 0,00 0,10 –0,10 –0,08 

Внеоборотные активы 0,18 –0,29 –0,10 –0,01 0,22 –0,37 

Основные средства 0,30 –0,27 0,40 0,10 –0,06 0,35 

Оборотные активы 0,48 0,39 0,02 –0,35 0,03 0,28 

Запасы 0,13 0,15 –0,21 0,70 0,27 0,29 

Собственный капитал 0,15 –0,24 –0,09 –0,001 0,20 –0,33 

Нераспределенная прибыль 0,10 –0,16 –0,04 0,02 0,23 –0,32 

Долгосрочные обязательства 0,25 0,19 –0,14 –0,38 0,36 –0,02 

Краткосрочные обязательства 0,21 0,17 –0,14 –0,21 0,10 0,04 

Выручка от реализации 0,38 –0,25 0,60 0,08 0,14 –0,10 

Чистые активы 0,21 –0,06 –0,33 0,19 0,39 0,13 

Прибыль до налогообложения 0,28 0,24 –0,06 0,30 –0,26 –0,20 

Чистая прибыль 0,21 0,19 –0,01 0,10 –0,34 –0,30 

Прибыль от продаж 0,24 0,20 –0,06 0,08 –0,24 –0,34 

 
В связи с тем, что эталонная модель является однофакторной, коэффициенты фи-

нансовой и экономической устойчивости эталонной деятельности предприятий совпада-
ют с коэффициентами финансовой и экономической устойчивости первого собственного 
состояния. Таким образом, например, коэффициент независимости эталонной деятель-
ности любого предприятия за любой период  (2011–2013 г.) будет одинаковым и равен 
0,23. 

Для формирования рейтинга предприятий вычисляется комплексный индикатор 
устойчивости по формуле (3). При формировании рейтинга по признаку финансовой 
устойчивости комплексный индикатор вычисляется с использованием финансовых пока-
зателей, которые делятся на две группы: 1) затратные (Оборотные активы, Долгосроч-
ные обязательства, Краткосрочные обязательства) 2) результатные (Внеоборотные ак-
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тивы, Собственный капитал, Выручка от реализации, Прибыль до налогообложения, 
Чистая прибыль, Прибыль от продаж). Величина допустимых отклонений устанавлива-
ется равной 10 %. 

Таблица 4 

Коэффициенты финансовой и экономической устойчивости собственных состояний 

Коэффициент   

Номер собственного состояния 

1 2 3 4 5 6 

КФН 0,23 –2,53 1,15 0,001 0,81 3,58 

КОСС 0,46 0,60 –5,55 1,06 13,12 0,08 

КМ 1,51 –0,95 1,37 300,19 1,65 –0,07 

КФР 3,10 –1,46 3,01 472,28 2,24 –0,04 

КТЛ 1,91 2,08 –0,17 0,93 0,07 –12,03 

RСК 1,89 –0,99 0,63 –239,51 –1,30 0,63 

 
На рис. 2 представлена диаграмма со столбцами, которая показывает изменение 

комплексных индикаторов финансовой устойчивости нефтегазовых предприятий за 
2013, 2012 и 2011 годы. 

 

Рис. 2.  Комплексный индикатор финансово-экономической устойчивости 
нефтегазовых предприятий в 2011, 2012 и 2013 гг. 

Как видно из рисунка, самый высокий рейтинг имеют предприятия Башнефть и 
Татнефть, самый низкий рейтинг имеет предприятие Роснефть. Полученные результаты 
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хорошо согласуются с рейтингом, на основе обобщенного показателя финансовой устой-
чивости (рис. 1). 

Предлагаемая методика позволяет оценить рейтинг предприятия не только в фи-
нансовом аспекте. Для построения рейтинга предприятия в финансово-экономическом 
аспекте предлагается использовать комплексный индикатор, построенный на базе фи-
нансовых и производственных показателей.  Показатели делятся на две группы: 1) за-
тратные (Оборотные активы, Долгосрочные обязательства, Краткосрочные обязатель-
ства, Среднесписочная численность работников, Запасы) 2)результатные (Добыча 
нефти, Добыча газа, Переработка нефти, Основные средства, Собственный капитал, 
Нераспределенная прибыль, Выручка от реализации, Прибыль до налогообложения, 
Чистая прибыль, Прибыль от продаж). Величина допустимых отклонений устанавлива-
ется равной 10 %. 

На рис. 3 представлена диаграмма со столбцами, которая показывает изменение 
комплексных индикаторов финансово-экономической устойчивости нефтегазовых пред-
приятий за 2013, 2012 и 2011 годах. Из диаграммы видно, что предприятие Башнефть 
имеет самый высокий рейтинг за три года. Предприятия Татнефть, Сургутнефтегаз, 
Славнефть и Лукойл имеют хорошую устойчивость, их показатели по трем годам ста-
бильны и в нашем рейтинге они занимают 2, 3, 4 и 5 позиции. Предприятия Газпром, 
Роснефть имеют самый низкий рейтинг. 

 

Рис. 3.  Комплексный показатель финансово-экономической устойчивости 
нефтегазовых предприятий в 2011, 2012  и 2013 гг.  

Заключение 
Рассмотрена задача построение рейтинга устойчивого развития предприятий. Пред-

ложена методология построение рейтинга предприятий, в основе которой лежит 
построение модели устойчивого развития предприятия. Для построения модели устой-
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чивого развития предприятий используется метод собственных состояний. Выбор соб-
ственных состояний при построении модели устойчивости осуществляется по коэффици-
ентам финансовой и экономической устойчивости. Комплексный индикатор устойчиво-
сти развития предприятий вычисляется с помощью метода штрафных функций и ис-
пользуется для построения рейтинга предприятий. Эффективность методологии демон-
стрируется на примере построения рейтинга устойчивого развития нефтегазовых ком-
паний. В дальнейшем работа будет направлена на учете межклассовых и внутриклассо-
вых различий предприятий при построении модели устойчивого развития предприятий.  
Предварительно предприятия группируются в классы по размеру собственного капита-
ла, по объему производства продукции или численности персонала. 

 
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-

ний (проект 14-01-00054). 
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СРАВНЕНИЕ ОБЛАСТЕЙ ИСТИННОСТИ ЗАПРОСОВ
К РЕЛЯЦИОННОЙ БАЗЕ ДАННЫХ

С.В. Мосин

В данной статье предлагается описание подходов аналитического сравнения пользова-

тельских запросов к реляционной базе данных. Такое сравнение имеет целью установление

возможности частичного или полного использования закэшированных на компьютере поль-

зователя запросов к СУБД и основано на применении аппарата логики предикатов, где в

качестве формул выступают логические ограничения SQL, а предикатами служат элемен-

тарные операции SQL. В случае, если результат выполнения пользовательского запроса пол-

ностью содержится в кэше, то данные можно взять оттуда, минуя запрос к удаленному

серверу. Описанные подходы выражены в алгоритме использования кэшированных данных.

Предложенный алгоритм также может быть использован для определения недостающих в

кэше данных и последующего запроса только на эти данные. Для этого также используются

аналитические вычисления, что экономит сетевой трафик и время на выполнение запросов

и является принципиальным отличием данной технологии от существующих аналогов.

Ключевые слова: реляционная база данных, кэш, область истинности.
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Введение

В данной работе рассматривается проблема использования результатов выполнения

запросов, закэшированных на компьютере пользователя. Такие данные будем называть

представлениями (иначе сохраненные представления, промежуточные представления). Мы

предполагаем наличие централизованного сервера и множество удаленных клиентов с рас-

положенной на сервере реляционной базой данных. В кэше сохраняются результаты вы-

полнения запросов для того, чтобы обеспечить максимальное использование сохраненных

данных при выполнении последующих запросов.

Поставленная проблема связана с областью оптимизации запросов, поскольку нацелена

на сокращение объема передаваемых данных с сервера базы данных. Зарезервированные

данные активно используется в системах управления базами данных (СУБД). Но в боль-

шинстве случаев это касается повторного использования данных, записанных в кэш, без

предварительного анализа содержимого на предмет возможности частичного или комбини-

рованного использования. Работа СУБД ограничивается тем, что при выполнении очеред-

ного запроса блоки данных не запрашиваются с внешних устройств, если они есть в кэше,

т.е. анализируются номера блоков, а не их содержимое.

Целью данной работы является разработка методов аналитического сравнения логиче-

ских ограничений запросов, а также построение алгоритма использования кэшированных

данных. Проблема актуализации данных не затрагивается в данной статье.

Раздел 1 посвящен обзору публикаций на схожие темы: использование кэша при ра-

боте с различными видами баз и хранилищ данных, логика предикатов и ее применение

в сфере баз данных. В разделе 2 описывается формализованная постановка задачи. Раз-

дел 3 представляет подходы к аналитическому сравнению простейших операций языка
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SQL, из которых строятся все логические формулы. В следующем разделе, 4, выводятся

основные эквивалентности, используемые при определении возможности использования кэ-

ша. Заключительный раздел 5 объединяет полученные результаты в виде схемы алгоритма

использования кэша в ходе исполнения запросов к реляционной базе данных. В заклю-

чении сделано обобщение полученных результатов и приведены дальнейшие направления

исследований.

1. Обзор существующих работ

В области теоретических исследований ситуация складывается следующим образом.

Огромное число публикаций посвящено проблеме построения оптимального плана запроса

на основе формальных правил, в которых не используются области определения предикатов

в SQL-операторах (логическая оптимизация) либо эти области учитываются при вычисле-

нии статистических оценок для оптимизации физического доступа к базе данных. Близки-

ми по методам решения являются задачи выполнения запросов на потоках данных [5, 13],

однако различные, по сравнению с настоящей работой, цели приводят к различным резуль-

татам.

Наиболее близка к рассматриваемой проблеме работа [1]. В ней рассматриваются конъ-

юнктивные запросы над доменами данных с предикатами в виде арифметических срав-

нений, и представлены алгоритмы вычисления запросов с использованием представлений.

В настоящей работе рассматривается специальный вид универсального реляционного за-

проса над отношениями базы данных, а не над отдельными доменами. Хотя цели в обеих

работах совпадают, результаты различны по указанной причине. В частности, в настоящей

работе нет необходимости разрабатывать алгоритмы выборки данных из промежуточных

представлений, так как их замещает реляционная алгебра.

Существует ряд работ, в которых рассматривается проблема оптимизации запросов

к многомерным хранилищам данных с использованием сохраненных представлений. При

этом существуют два основных подхода для резервирования результатов запросов: стати-

ческий [2, 6, 7] и динамический [9, 14–16]. Первый базируется на использовании набора

фиксированных запросов, во втором же предполагается динамический выбор результатов

запросов для резервирования на основе статистики появления а также вычислительной сто-

имости выполнения запросов. В качестве источника данных используются хранилища дан-

ных, либо реляционная база данных, преобразованная к иерархическому виду. При этом,

рассматриваются специальные запросы манипулирования многомерными данными. В дан-

ной статье рассматривается технология раздельного формирования размерностей представ-

ления данных. Поэтому интерес представляют стандартные SQL запросы к базе данных и

промежуточным представлениям. Результирующее представление может быть затем обра-

ботано специальными запросами манипулирования многомерными данными.

В работе [10] решается задача анализа содержимого кэша, при этом промежуточным

представлениям в кэше ставятся в соответствие предикаты. Проблема использования пред-

ставлений решается за счет выводимости предикатов. В данной работе проблему исполь-

зования промежуточных представлений предлагается решать посредством вычисления их

областей истинности. Это позволяет, во-первых, аналитически определить возможность ис-

пользования кэша, а во-вторых, сформировать SQL команды, которые позволят загрузить

недостающие данные с сервера базы данных.
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Данная работа основывается на теоретических результатах, описанных в статье [12], где

предлагается технология, в основе которой лежит понятие области истинности логическо-

го ограничения, накладываемого на пользовательский запрос к базе данных. Фактически,

данная статья является логическим продолжением указанной работы, определяя аналити-

ческие операции над областями истинности пользовательских запросов.

Основным инструментом работы с логическими формулами в статье является аппарат

математической логики первого порядка, или логики предикатов [3, 8, 11]. Данная работа

не ставит целью получение новых результатов в области математической логики, а лишь

использует имеющиеся результаты в применении к логическим ограничениям языка SQL,

расширяя таким образом возможности анализа пользовательских запросов по сравнению с

классическими подходами СУБД, где нет возможности частичного или комбинированного

использования закэшированных запросов.

В книге [4] подробно описано то, как логика предикатов используется в языке SQL в

виде реляционного исчисления (relational calculus), а также приведены основные эквива-

лентности логических предикатов, используемые в данной статье.

2. Постановка задачи

Будем рассматривать реляционную базу данных со схемой R = \{ R1, R2, . . . , RN\} .

Определение 1. Универсальным реляционным запросом называется запрос следующего

вида:

P = \pi X(\sigma F (R1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Rm)),m \in [1, . . . , N ]

Логические формулы, по которым проводится селекция, будем рассматривать в дизъ-

юнктивной нормальной форме. В общем случае формула F имеет вид

F = K1 \vee K2 \vee \cdot \cdot \cdot \vee Kl, (1)

Ki = T1 \& T2 . . .\& Ts, i = 1, . . . , l, (2)

где Tj , j = 1, . . . , s – предикаты, в которых явным образом специфицированы расширенные

имена атрибутов Ri.Aj (атрибут Aj в отношении Ri):

Возможные значения Tj :

\bullet операция сравнения \itE \itx \itp \itr 1 \theta \itE \itx \itp \itr 2 , \theta – операция сравнения (\theta \in \{ =, \not =, >,<,\leq ,\geq \} ),
\itE \itx \itp \itr i – согласованные по типам допустимые выражения, определенные на множестве

расширенных имен атрибутов и констант;

\bullet операция \itE \itx \itp \itr 1 [\itN \itO \itT ] \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN \itE \itx \itp \itr 2 \itA \itN \itD \itE \itx \itp \itr 3 (содержимое в прямоугольных

скобках [\ast ] для предиката не является обязательным при написании);

\bullet операция \itE \itx \itp \itr [\itN \itO \itT ] \itI \itN S, где S – список значений либо подзапрос, результатом

которого является столбец атрибута Aj в отношении Ri;

\bullet операция \itS \itt \itr 1 [\itN \itO \itT ] \itL \itI \itK \itE \itS \itt \itr 2, где \itS \itt \itr i – строки;

\bullet операция \itE \itx \itp \itr \theta \itA \itL \itL /\itA \itN \itY S.

Обозначение. Множество атрибутов, входящих в формулу, выражает размерность формулы

и обозначается \langle F \rangle .

\langle F \rangle = \{ RF
1 .A

F
1 , . . . , R

F
k .A

F
k \} , k  -  - количество атрибутов, входящих в формулу (3)
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Перечисленные варианты операций используют не все возможности языка SQL. На-

пример, предикат \itE \itX \itI \itS \itT \itS не используется, поскольку в нем явно не специфицированы

расширенные имена атрибутов, предикат \itN \itU \itL \itL используется в данной работе для другой

цели.

В статье [12] приведен алгоритм преобразования логических формул, который позволя-

ет избежать получения значения \itU \itN \itK \itN \itO \itW \itN в результате вычисления значений формул.

Далее будем предполагать, что все формулы F являются преобразованными.

Введем в рассмотрение множество \scrA = \{ (a1, . . . , aL) | ai \in Dom(Ai), i = 1, . . . , L\} , где
Dom(Ai) – множество всех допустимых значений атрибута Ai. Декартово произведение

Dom(A1) \times Dom(A2) \times \cdot \cdot \cdot \times Dom(AL) – L-мерное пространство значений всех атрибутов

базы данных.

Определение 2. Областью истинности логической формулы F , заданной (1), (2), (3),

является множество, определяемое по следующему правилу: M(F ) = \{ a \in \scrA | F (a) =

\itT \itR \itU \itE \} .
Данное определение изначально введено в статье [12].

В соответствии с данными определениями легко понять, как будут устроены операции

над областями истинности. M(F ) для некоторой формулы F , заданной своей дизъюнк-

тивной нормальной формой, является объединением областей истинности, представленных

отдельными конъюнктами формулы. Область истинности каждого конъюнкта определяется

как пересечение областей истинности предикатов, входящих в него.

Далее введем определения, касающиеся модификации вхождения атрибутов в логиче-

ские формулы.

Определение 3. Проекцией логической формулы F , заданной (1), (2), (3), на множество

атрибутов X называется логическая формула F [X], \langle F [X]\rangle = X, в которой все термы,

содержащие атрибуты RF
i .A

F
i /\in X, заменены на тривиальный терм \itT \itR \itU \itE .

Основные теоретические результаты, позволяющие судить о возможности использова-

ния кэша при выполнении запросов:

Теорема 1. P \ast \subseteq \pi X\ast (\sigma F \ast [X](P1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Pn)), где X =
n\bigcup 

v=1
Xv если:

а) X\ast \subseteq X

б)
n\bigcup 

v=1
\{ Rv

1, . . . , R
v
s(v)\} = \{ R\prime 

1, . . . , R
\prime 
s\prime \} \subseteq \{ R\ast 

1, . . . , R
\ast 
l \} 

в) M(F \ast ) \subseteq M(Fv), v = 1, . . . , n.

Предложенные в теореме условия гарантируют, что данные, необходимые для формиро-

вания целевого запроса P \ast , содержатся в промежуточном представлении Pv. Однако в нем

могут быть лишние кортежи, которые дают значение \itT \itR \itU \itE при подстановке в формулу

F \ast . Дело в том, что эти кортежи будут удалены при выполнении операции естественного

соединения с отношениями, которых не хватает в множестве Rv
1 \Join Rv

2 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Rv
s(v) для

совпадения с множеством R\ast 
1 \Join R\ast 

2 \Join \cdot \cdot \cdot \Join R\ast 
l .

Следующая теорема соответствует частному случаю, где проблема лишних кортежей

не возникает.

Теорема 2. P \ast = \pi X\ast (\sigma F \ast (P1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Pn)), где X =
n\bigcup 

v=1
Xv если:

а) X\ast \subseteq X, Xv \supseteq \langle \Join s(v)
i=1 Rv

i \rangle \cap (
n\bigcup 

w=1
w \not =v

\langle \Join s(w)
i=1 Rw

i \rangle ), v = 1, . . . , n
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б)
n\bigcup 

v=1
\{ Rv

1, . . . , R
v
s(v)\} = \{ R\prime 

1, . . . , R
\prime 
s\prime \} = \{ R\ast 

1, . . . , R
\ast 
l \} 

в) M(F \ast ) \subseteq M(Fv), v = 1, . . . , n

г) \langle F \ast \rangle \subseteq X.

Доказательства теорем приведены в статье [12].

Для проверки условий в) обеих теорем, очевидно, требуется уметь аналитически срав-

нивать области истинности логических формул. Этому будет посвящен следующий раздел.

Далее на основе полученных результатов будет построен алгоритм, позволяющий для дан-

ного набора закэшированных представлений и некоторого целевого представления опре-

делить, можно ли воспользоваться кэшем для получения искомых данных и, если нет,

получить недостающие данные.

3. Логические операции над предикатами

Рассмотрим элементарные логические предикаты, из которых состоит логическая фор-

мула, заданная (1), (2), (3). Для этого нам понадобится вычислять значение логических

операций \vee ,\&,\neg над предикатами Tj , j = 1, . . . , s. Определение значения логической фор-

мулы аналитически возможно в случае, если формула не зависит от значений атрибутов

базы данных (БД). Приведение к такому виду возможно в ряде изложенных далее случаев.

3.1. Упрощение конъюнкции и дизъюнкции простых предикатов

1. \itE \itx \itp \itr 1 \theta \itE \itx \itp \itr 2 , (\theta \in \{ =, \not =, >,<,\leq ,\geq \} )
Данный тип операций определяет простейшие арифметические операции равенства и

неравенства. Сравнение таких предикатов сводится к применению элементарных пра-

вил решения неравенств.

Пусть даны следующие предикаты:

\bullet T1 = (Ri.Aj \theta 1 a), a \in Dom(Ri.Aj)

\bullet T2 = (Ri.Aj \theta 2 b), b \in Dom(Ri.Aj)

Рассмотрим всевозможные комбинации конъюнкции и дизъюнкции данных типов пре-

дикатов, при которых в результате получается тривиальное значение \itT \itR \itU \itE либо

\itF \itA \itL \itS \itE .

Заметим, что операции \leq ,\geq сводятся к операциям <,>,=, \not =: x1 \leq x2 \sim x1 < x2 \vee x1 =
x2, поэтому мы исключаем их из дальнейшего рассмотрения.

Также обратим внимание, что если \theta 1 = \theta 2, то T1 \& T2 \equiv \itT \itR \itU \itE \Leftarrow \Rightarrow a = b. Далее

рассматриваем только различные операции \theta 1 и \theta 2.

(a) \theta 1 = “=”

i. \theta 2 = “ \not =”
T1 \& T2 \equiv \itT \itR \itU \itE \Leftarrow \Rightarrow a = b

T1 \& T2 \equiv \itF \itA \itL \itS \itE \Leftarrow \Rightarrow a \not = b

ii. \theta 2 = “<”

T1 \& T2 \equiv \itF \itA \itL \itS \itE \Leftarrow \Rightarrow a > b

iii. \theta 2 = “>”

T1 \& T2 \equiv \itF \itA \itL \itS \itE \Leftarrow \Rightarrow a < b
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(b) \theta 1 = “ \not =”
Никакие прочие операции не дают в результате тождественной истины или лжи

при проведении конъюнкции или дизъюнкции с T1 в данном случае.

(c) \theta 1 = “<”

Упрощение возможно только в случае \theta 2 = “>”. Получаем:

T1 \& T2 \equiv \itF \itA \itL \itS \itE \Leftarrow \Rightarrow a < b

T1 \vee T2 \equiv \itT \itR \itU \itE \Leftarrow \Rightarrow a \geq b

2. \itE \itx \itp \itr 1 [\itN \itO \itT ] \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN \itE \itx \itp \itr 2 \itA \itN \itD \itE \itx \itp \itr 3
Эта и дальнейшие операции (кроме \itL \itI \itK \itE ) сводятся к операциям первого типа:

(a) \itE \itx \itp \itr 1 \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN \itE \itx \itp \itr 2 \itA \itN \itD \itE \itx \itp \itr 3
T = (\itR \iti .\itA \itj \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN a \itA \itN \itD b), a, b \in Dom(Ri.Aj) Эквивалентное представление

данной операции: T = (a \leq \itR \iti .\itA \itj \leq b)

(b) \itE \itx \itp \itr 1 \itN \itO \itT \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN \itE \itx \itp \itr 2 \itA \itN \itD \itE \itx \itp \itr 3
T = (\itR \iti .\itA \itj \itN \itO \itT \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN a \itA \itN \itD b), a, b \in Dom(Ri.Aj) Эквивалентное пред-

ставление данной операции: T = (\itR \iti .\itA \itj \leq a \vee \itR \iti .\itA \itj \geq b)

3. \itE \itx \itp \itr [\itN \itO \itT ] \itL \itI \itK \itE \itS \itt \itr ,

\itE \itx \itp \itr — атрибут строкового типа данных, \itS \itt \itr — строка особого типа, содержащая управ-

ляющие символы языка SQL. К ним относятся:

\bullet ’%’ Данный символ совпадает при сравнении с любым количеством любых симво-

лов строки

\bullet ’_’ Данный символ совпадает при сравнении с одним любым символом строки

Различные диалекты языка SQL от разных производителей СУБД дополняют этот

список другими управляющими конструкциями, так что он может отличаться в за-

висимости от реализации. Но так или иначе сравнение предикатов такого вида имеет

схожую схему. По сути данная операция представляет из себя упрощенное регулярное

выражение. Проведение таких операций, как дизъюнкция, конъюнкция и отрицание,

осуществляется точно также как для регулярных выражений.

4. \itE \itx \itp \itr [\itN \itO \itT ] \itI \itN S, где S – список значений или подзапрос, результат которого – это

множество значений атрибута Ri.Aj .

(a) \itE \itx \itp \itr \itI \itN S

Если S – это список заранее заданных значений:

T = (\itR \iti .\itA \itj \itI \itN \{ s1, s2, . . . , sl\} ), sk \in Dom(Ri.Aj), k = 1, . . . , l

Эквивалентное представление: T = (
l\bigvee 

k=1

\itR \iti .\itA \itj = sk)

Если S – это подзапрос:

T = (\itR \iti .\itA \itj \itI \itN \pi Ri.Aj
(\sigma F (R1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Rn)))

(b) \itE \itx \itp \itr \itN \itO \itT \itI \itN S

Если S – это список заранее заданных значений:

T = (\itR \iti .\itA \itj \itN \itO \itT \itI \itN \{ s1, s2, . . . , sl\} ), sk \in Dom(Ri.Aj), k = 1, . . . , l

Эквивалентное представление: T = (
l\bigwedge 

k=1

\itR \iti .\itA \itj \not = sk)

Если S – это подзапрос:
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T = (\itR \iti .\itA \itj \itI \itN \pi Ri.Aj
(\sigma F (R1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Rn)))

5. \itE \itx \itp \itr \theta \itA \itL \itL /\itA \itN \itY S.

Данная операция является обобщением операций первого типа и сводится к нему в

случае простого списка значений.

(a) \itE \itx \itp \itr \theta \itA \itL \itL S

Если S – это список заранее заданных значений:

T = (\itR \iti .\itA \itj \theta \itA \itL \itL \{ s1, s2, . . . , sl\} ), sk \in Dom(Ri.Aj), k = 1, . . . , l

Эквивалентное представление:

T = (\itR \iti .\itA \itj \theta s1 \& \itR \iti .\itA \itj \theta s2 \& . . .\& \itR \iti .\itA \itj \theta sk)

Если S – это подзапрос:

T = (\itR \iti .\itA \itj \theta \itA \itL \itL \pi Ri.Aj
(\sigma F (R1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Rn)))

(b) \itE \itx \itp \itr \theta \itA \itN \itY S

Если S – это список заранее заданных значений:

T = (\itR \iti .\itA \itj \theta \itA \itN \itY \{ s1, s2, . . . , sl\} ), sk \in Dom(Ri.Aj), k = 1, . . . , l

Эквивалентное представление:

T = (\itR \iti .\itA \itj \theta s1 \vee \itR \iti .\itA \itj \theta s2 \vee \cdot \cdot \cdot \vee \itR \iti .\itA \itj \theta sk)

Если S – это подзапрос:

T = (\itR \iti .\itA \itj \theta \itA \itN \itY \pi Ri.Aj
(\sigma F (R1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Rn)))

3.2. Упрощение конъюнкции и дизъюнкции предикатов, содержащих

подзапросы

Если в операциях 4 и 5 типа встречается подзапрос, аналитическое сравнение таких

предикатов возможно только в некоторых частных случаях. Дело в том, что нельзя зара-

нее определить область истинности таких предикатов, так как она зависит от реализации

базы данных. Использование же информации о БД противоречит аналитическому подходу.

Рассмотрим условия, при которых возможно их сравнивать аналитически.

Пусть подзапросы имеют следующий вид:

S1 = \pi Ri.Aj
(\sigma F1

(R1
1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join R1

l ))

S2 = \pi Ri.Aj
(\sigma F2

(R2
1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join R2

k))

S1 и S2 являются множествами и, следовательно, могут быть следующие ситуации:

1. S1 \cap S2 = \emptyset 
Определить, что подзапросы не пересекаются, аналитически можно, если M(F1) \cap 
M(F2) = \emptyset . В данном случае наблюдаются следующие эквивалентности:

(a) (\itR \iti .\itA \itj \itI \itN S1) \& (\itR \iti .\itA \itj \itI \itN S2) \equiv \itF \itA \itL \itS \itE 

(b) (\itR \iti .\itA \itj = \itA \itL \itL S1) \& (\itR \iti .\itA \itj = \itA \itL \itL S2) \equiv \itF \itA \itL \itS \itE 

2. S1 \cap S2 \not = \emptyset 
В общем случае нет возможности установить упрощения к виду тождественной исти-

ны/лжи.
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3.3. Операция отрицания для всех типов предикатов

Логическое отрицание ставит в соответствие противоположный предикат в каждом из

случаев.

1. \itE \itx \itp \itr 1 \theta \itE \itx \itp \itr 2 , (\theta \in \{ =, \not =, >,<,\leq ,\geq \} )
T = (\itR \iti .\itA \itj \theta a) \rightarrow \neg T = (\itR \iti .\itA \itj \neg \theta a), a \in Dom(Ri.Aj)

\bullet T = (\itR \iti .\itA \itj = a)\rightarrow \neg T = (\itR \iti .\itA \itj \not = a)

\bullet T = (\itR \iti .\itA \itj > a)\rightarrow \neg T = (\itR \iti .\itA \itj < a)

\bullet T = (\itR \iti .\itA \itj \geq a)\rightarrow \neg T = (\itR \iti .\itA \itj \leq a)

2. \itE \itx \itp \itr 1 [\itN \itO \itT ] \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN \itE \itx \itp \itr 2 \itA \itN \itD \itE \itx \itp \itr 3
T = (\itR \iti .\itA \itj \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN a \itA \itN \itD b), a, b \in Dom(Ri.Aj)\rightarrow 
\rightarrow \neg T = (\itR \iti .\itA \itj \itN \itO \itT \itB \itE \itT \itW \itE \itE \itN a \itA \itN \itD b)

3. \itE \itx \itp \itr [\itN \itO \itT ] \itL \itI \itK \itE \itS \itt \itr 

T = (\itR \iti .\itA \itj \itL \itI \itK \itE \itS \itt \itr )\rightarrow \neg T = (\itR \iti .\itA \itj \itN \itO \itT \itL \itI \itK \itE \itS \itt \itr )

4. \itE \itx \itp \itr [\itN \itO \itT ] \itI \itN S

T = (\itR \iti .\itA \itj \itI \itN S) \rightarrow \neg T = (\itR \iti .\itA \itj \itN \itO \itT \itI \itN S)

5. \itE \itx \itp \itr \theta \itA \itL \itL /\itA \itN \itY S

T = (\itR \iti .\itA \itj \theta \itA \itL \itL S) \rightarrow \neg T = (\itR \iti .\itA \itj \neg \theta \itA \itN \itY S)

4. Операции над областями истинности логических формул

Здесь и далее будем рассматривать только случай нескольких промежуточных пред-

ставлений как более общий.

Проверка на пустоту пересечения областей истинности логических формул осуществ-

ляется следующим образом: M(F \ast )\cap (M(F1)\cup M(F2)\cup \cdot \cdot \cdot \cup M(Fn)) = \emptyset \Leftarrow \Rightarrow M(F \ast \& (F1\vee 
F2 \vee \cdot \cdot \cdot \vee Fn)) = \emptyset \Leftarrow \Rightarrow F \ast \& (F1 \vee F2 \vee \cdot \cdot \cdot \vee Fn) \equiv \itF \itA \itL \itS \itE .

Для выполнения условий теорем 1, 2 требуется установить включение области истин-

ности формулы пользовательского запроса M(F \ast ) в область истинности формул промежу-
точных представлений M(F1),M(F2), . . . ,M(Fn), или M(F \ast ) \subseteq M(Fv), v = 1, . . . , n, то есть

должно быть выполнено M(F \ast ) \subseteq M(F1) \& M(F \ast ) \subseteq M(F2) \& . . . \& M(F \ast ) \subseteq M(Fn) \equiv 
\itT \itR \itU \itE \Leftarrow \Rightarrow M(F \ast ) \subseteq M(F1 \& F2 \& . . . \& Fn) \equiv \itT \itR \itU \itE \Leftarrow \Rightarrow F \ast \rightarrow F1 \& F2 \& . . . \& Fn \equiv 
\itT \itR \itU \itE \Leftarrow \Rightarrow F1 \& F2 \& . . .\& Fn \vee \neg F \ast \equiv \itT \itR \itU \itE .

Практическая проверка данных условий аналитическим способом возможна путем

упрощения формул при помощи правил, изложенных в предыдущем пункте.

Для получения недостающих в кэше данных необходимо уметь строить формулу, об-

ласть истинности которой равна разности областей истинности исходных формул: M(F \ast ) \setminus 
M(F1 \& F2 \& . . . \& Fn) = M(Fn+1). Такая формула Fn+1, очевидно, выражается следую-

щим образом: Fn+1 = F \ast \& \neg (F1 \& F2 \& . . . \& Fn).

5. Алгоритм использования кэшированных данных

Далее приводится схема алгоритма аналитической проверки логических ограничений и

определения недостающих в кэше данных. Затем рассматривается 2 примера, демонстри-

рующие его применение.

Сравнение областей истинности запросов к реляционной базе данных
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5.1. Схема алгоритма

Пусть сохраненные на пользовательской машине данные определены P = \{ P1, . . . , Pn\} ,
целевой запрос обозначим P \ast . Пусть также выполнены условия а) и б) Теоремы 1.

Алгоритм получения искомого представления данных с использованием кэша.

Функция get_data_from_server() запрашивает требуемые данные с сервера БД, минуя кэш.

Функция get_data_from_cache() получает данные из кэша. Алгоритм, лежащий в основе,

базируется на результатах теорем 1, 2. Подробное его описание выходит за рамки данной

статьи и будет представлено отдельно в будущем.

Require: P = \{ P1, . . . , Pn\} ;
R\ast = \{ R\ast 

1, . . . , R
\ast 
l \} ;

F \ast ;
Fv, v = 1, . . . , n;

X\ast ;
Xv, v = 1, . . . , n;
n\bigcup 

v=1
\{ Rv

1, . . . , R
v
s(v)\} = \{ R\prime 

1, . . . , R
\prime 
s\prime \} \subseteq \{ R\ast 

1, . . . , R
\ast 
l \} ;

M(F \ast ) \subseteq M(Fv), v = 1, . . . , n.

if M(F \ast ) \cap (M(F1) \cup M(F2) \cup \cdot \cdot \cdot \cup M(Fn)) = \emptyset then
return get_data_from_server()

end if

if M(F \ast ) \subseteq (M(F1) \cap M(F2) \cap \cdot \cdot \cdot \cap M(Fn)) then

return get_data_from_cache()

end if

Fn+1 \leftarrow F \ast \& \neg (F1 \& F2 \& . . . \& Fn)

Pn+1 \leftarrow \pi X\ast (\sigma Fn+1
(R1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Rl))

return get_data_from_cache()

Пояснение шагов алгоритма:

1. Проверка условия M(F \ast )\cap (M(F1)\cup M(F2)\cup \cdot \cdot \cdot \cup M(Fn)) = \emptyset . Если выполнено, делаем
запрос к БД, кэш в данном случае бесполезен.

2. Проверка условия M(F \ast ) \subseteq (M(F1)\cap M(F2)\cap \cdot \cdot \cdot \cap M(Fn)). Если выполнено, получаем

данные из кэша.

3. Вычисляем недостающие данные: Pn+1 = \pi X\ast (\sigma Fn+1
(R1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Rl)), M(Fn+1) =

M(F \ast ) \setminus M(F1 \& F2 \& . . . \& Fn). Делаем запрос к БД только на эти данные, помещаем

их в кэш. По построению условие M(F \ast ) \subseteq (M(F1)\cap M(F2)\cap \cdot \cdot \cdot \cap M(Fn)\cap M(Fn+1)) те-

перь выполнено. P \ast \subseteq \pi X\ast (\sigma F \ast [X](P1 \Join \cdot \cdot \cdot \Join Pn))\cup Pn+1, и мы можем получить данные

из кэша.

5.2. Примеры

Рассмотрим фрагмент схемы БД, представляющий учебный план в университете:

R1 = Студенты (№ студента,ФИО,Группа)

R2 = Группы (Группа,Факультет)
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Рис. 1. Области истинности логических формул

R3 = Успеваемость (№ студента,Дисциплина,Оценка)

Имена отношений выделены курсивом, их первичные ключи – жирным шрифтом.

Пример 1.

Предположим, что на компьютере пользователя сохранены результаты выполнения сле-

дующих запросов:

1. Список студентов математического факультета:

P1 = \pi X1
(\sigma F1

(R1 \Join R2)),

где \pi X1
— проекция по множеству атрибутов X1. X1 = \{ ФИО, Группа\} , \sigma — операция

селекции, F1 — логическая формула: F1 = (Факультет = ""Математический"").

В результате данного запроса будут получены те кортежи БД, которые удовлетворяют

формуле F1, причем с сервера будут запрошены только атрибуты ФИО,Группа.

2. Ведомости по физике:

P2 = \pi X2
(\sigma F2

(R1 \Join R3)),

где X2 = \{ ФИО,Группа,Оценка\} , F2 — логическая формула: F2 = (Дисциплина =

""Физика"").

3. Отчет успеваемости по физике математического факультета:

P \ast = \pi X\ast (\sigma F \ast (R1 \Join R2 \Join R3)),

где X\ast = \{ ФИО,Группа,Оценка\} , F \ast — логическая формула: F \ast = (Факультет =

""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"").

Проверим возможность применения алгоритма. В нашем случае закэшированные

данные - это два первых запроса: P = \{ P1, P2\} . Целевой запрос – P \ast . X\ast =

\{ ФИО, Группа, Оценка\} , X = X1 \cup X2 = \{ ФИО, Группа, Оценка\} \Rightarrow X\ast = X. Таким

образом, условие а) выполнено. \{ R1, R2\} \cup \{ R1, R3\} = \{ R1, R2, R3\} \subseteq \{ R1, R2, R3\} . Сле-
довательно, условие б) также выполняется.

Выполняем пункт первый алгоритма. Необходимо понять, есть ли вообще что-

то общее у закэшированных запросов и целевого запроса, т.е. проверить условие:

M(F \ast ) \cap (M(F1) \cup M(F2)) = \emptyset . Как показано в пункте 4, данное условие эквивалент-

но F \ast \& (F1 \vee F2) \equiv \itF \itA \itL \itS \itE . Подставляя формулы запросов, получаем: Факультет =

""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \& (Факультет = ""Математический"" \vee 
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Рис. 2. Области истинности логических формул

Дисциплина = ""Физика"") \equiv \itF \itA \itL \itS \itE . Применим свойство дистрибутивности: Факультет =

""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \equiv \itF \itA \itL \itS \itE . Это, очевидно, неверно.

Выполняем второй шаг алгоритма. Необходимо проверить условие M(F \ast ) \subseteq (M(F1) \cap 
M(F2)), что, как опять же показано в 4, равносильно F1 \& F2 \vee \neg F \ast \equiv \itT \itR \itU \itE . Подстав-

ляя данные, получаем: Факультет = ""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \vee 
\neg (Факультет = ""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"") \equiv \itT \itR \itU \itE . Данное выраже-

ние эквивалентно формуле A\vee \neg A и является тождественно истинным при любом значении

A. Условие выполнено, алгоритм завершен.

На рис. 1 изображены области истинности формул F1, F2, F \ast спроецированные на

плоскость (Факультет,Дисциплина). Из рисунка видно, что область истинности M(F \ast ),
представляющая из себя точку в данном пространстве, включается в пересечение областей

истинности M(F1), M(F2).

Пример 2.

Попробуем немного усложнить задачу. Изменим логическую формулу запроса 2: F2 =

(Дисциплина = ""Физика"" \& Оценка \geq 3). Теперь запрос имеет смысл «список студентов,

сдавших физику».

Условие первого пункта слегка меняется, но результат, очевидно, остает-

ся прежним – области истинности по-прежнему пересекаются. Факультет =

""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \& (Факультет = ""Математический"" \vee 
Дисциплина = ""Физика"" \& Оценка \geq 3) \equiv \itF \itA \itL \itS \itE . Применим свойство дистрибутив-

ности: Факультет = ""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \vee Факультет =

""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \& Оценка \geq 3 \equiv \itF \itA \itL \itS \itE . Это неверно, так

как дизъюнкция 2 выражений может быть тождественно ложной лишь в случае, если оба

выражения тождественно ложны.

На втором шаге встречаем различия с прошлым примером. Новые условия фор-

мулы F2 сужают область истинности, и включения не наблюдается. Факультет =

""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \& Оценка \geq 3 \vee (Факультет \not =
""Математический""\vee Дисциплина \not = ""Физика"") \equiv \itT \itR \itU \itE . Как уже было сказано в прошлом

примере, такое выражение может быть тождественно истинным лишь в случае противопо-

ложных выражений. Теперь это условие нарушено. Условие не выполнено, переходим на

шаг 3 алгоритма.

С.В. Мосин

2016, т. 5, № 1 95



Третий шаг. Для того, чтобы было возможно воспользоваться кэшем, необходимо

сделать запрос на недостающие данные. По сути эти данные удовлетворяют требова-

нию «кортежи, которые есть в целевом запросе, но отсутствующие в кэше». Форма-

лизация этого требования выглядит, как это было описано в схеме алгоритма, следу-

ющим образом: P3 = \pi X\ast (\sigma F3
(R1 \Join R2 \Join R3)), F3 = F \ast \& \neg (F1 \& F2). Под-

ставляя данные, получаем: F3 = Факультет = ""Математический"" \& Дисциплина =

""Физика"" \& \neg (Факультет = ""Математический"" \& (Дисциплина = ""Физика"" \& Оценка \geq 
3)) \sim Факультет = ""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \& (Факультет \not =
""Математический"" \vee Дисциплина \not = ""Физика"" \& Оценка = 2) \sim Факультет =

""Математический"" \& Дисциплина = ""Физика"" \& Оценка = 2. Таким образом, для того,

чтобы воспользоваться кэшем, необходимо получить данные о студентах математического

факультета, не сдавших физику. В других данных необходимости нет, они уже содержатся

в хранилище.

На рис. 2 теперь показана проекция областей истинности на трехмерное пространство

(Факультет, Дисциплина, Оценка). Наглядно видна область пересечения областей истинно-

сти формул F1 и F2. Она не включает точку (Мат., Физика, 2), соответствующую данным,

которые мы и получим, выполнив шаг 3 алгоритма.

Заключение

В данной статье рассмотрена проблема разработки методов аналитического сравнения

логических ограничений пользовательских запросов к реляционной базе данных. Предло-

жен подход, основанный на сравнении областей истинности запросов с использованием ап-

парата реляционного исчисления. В результате разработан алгоритм использования кэша,

позволяющий получать запрашиваемые данные, не прибегая к запросам на сервер или со-

вершать запросы лишь на часть требуемых данных, экономя сетевой трафик и время на

выполнение запроса. Данные результаты решают 2 важных задачи использования техно-

логии, описанной в статье [12]:

1. Аналитическая проверка возможности использования кэша

2. Аналитическое определение недостающих данных

Данные пункты отражены в схеме алгоритма в шагах 1 и 3 соответственно.

Проблема актуализации данных не затрагивается в этой работе. Однако она может

быть решена путем учета запросов на сервере и обновлении данных при помощи триггеров.

В дальнейшем планируется применить методы и алгоритмы, изложенные в данной ста-

тье для разработки ПО, являющегося прослойкой над СУБД и управляющего использо-

ванием кэша, снижая тем самым количество передаваемых данных и общее время работы

системы.

Предложенная технология будет использована при динамическом построении много-

мерных данных. Промежуточные представления имеют ту же структуру данных, что и

таблицы соединений, используемые для построения гиперкубов. Сохраненные представле-

ния данных могут храниться на компьютере пользователя-аналитика и существенно сокра-

тить время на формирование данных, необходимых для принятия решений.

Работа выполнена по проекту ОМН РАН № II.2.П/I.1-7.
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