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В данной работе рассматривается построение параллельной версии алгоритма глобальной оптимиза-
ции, решающего одновременно множество задач с нелинейными ограничениями и получающего при этом
равномерные оценки решений на этом множестве. Последнее свойство позволяет наиболее оптимально рас-
пределять вычислительные ресурсы, т.к. в процессе работы алгоритма погрешности численного решения
во всех задачах убывают примерно с одинаковой скоростью. Алгоритм присваивает приоритет каждой за-
даче и на каждой итерации производит вычисления целевых функций в нескольких задачах параллельно.
При окончании работы метода в произвольный момент времени во всех задачах из решаемой серии бу-
дут получены решения сходного качества. Серии из нескольких задач возникают, если задача глобальной
оптимизации имеет дискретный параметр или, например, при решении задачи многокритериальной оптими-
зации методом свертки критериев. Рассматриваемый алгоритм использует отображения типа кривой Пеано
для редукции многомерных задач оптимизации к одномерным. Эффективность реализованного алгорит-
ма протестирована на наборах искусственно сгенерированных задач глобальной оптимизации, а также при
решении серии задач, полученной в результате скаляризации задачи многокритериальной оптимизации.
Также экспериментально подтверждена равномерная сходимость метода.

Ключевые слова: глобальная оптимизация, параллельные вычисления, алгоритмы прямой оптимиза-
ции, равномерная сходимость.
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Введение

Нелинейная глобальная оптимизация невыпуклых функций традиционно считается од-
ной из самых трудных задач математического программирования. Отыскание глобального
минимума функции от нескольких переменных зачастую оказывается сложнее, чем локаль-
ная оптимизация в тысячемерном пространстве. Для последней может оказаться достаточ-
но применения простейшего метода градиентного спуска, в то время как чтобы гаранти-
рованно отыскать глобальный оптимум методам оптимизации приходится накапливать ин-
формацию о поведении целевой функции во всей области поиска [6, 9, 10, 14]. Решение серии
таких задач при ограниченных вычислительных ресурсах является еще более сложной за-
дачей: помимо поиска глобального экстремума необходимо распределять вычислительные
ресурсы так, чтобы сразу во всех решаемых задачах положение глобального экстремума

\ast Статья рекомендована к публикации программным комитетом Международной научной конференции «Па-
раллельные вычислительные технологии (ПаВТ) 2020».
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было оценено примерно с одинаковым качеством. Обычно серию из q задач решают либо
последовательно, либо параллельно порциями по p \ll q задач, где p — количество парал-
лельных вычислительных устройств. Такой подход ведет к тому, что в каждый момент
времени до окончания вычислений остаются задачи, в которых оценка глобального опти-
мума не получена вообще, в то время, как в задачах из начала списка оптимум может быть
оценен даже с избыточной точностью.

В данной работе рассматривается обобщение ранее разработанного в ННГУ
им. Н.И. Лобачевского параллельного метода глобальной оптимизации для одновремен-
ного решения множества задач [3] на случай задач с нелинейными ограничениями. Для
учета ограничений используется индексная схема [14], позволяющая работать с частично
вычислимыми целевым функциями и обладающая экономичностью, сравнимой с другими
подходами [1]. Эффективность реализованного алгоритма показана на примере решения
множеств задач, сгенерированных специализированным механизмом, порождающим набо-
ры задач заданной размерности с заданным количеством нелинейных ограничений [8]. Кро-
ме искусственно сгенерированных задач, рассматриваемый метод протестирован также на
множестве задач, возникающем при решении задачи многокритериальной оптимизации с
нелинейными ограничениями методом свертки критериев [5].

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 рассмотрена постановка решаемой за-
дачи, далее в разделе 2 приведено описание параллельного метода оптимизациии. Результа-
ты численных экспериментов, подтверждающие эффективность рассматриваемого метода
приводятся в разделе 3. В заключении приводится краткая сводка результатов, получен-
ных в ходе работы, и указаны направления дальнейших усилий по улучшению программной
реализации рассмотренного метода.

1. Постановка задачи глобальной оптимизации

В рамках данной работы будем рассматривать следующую постановку задачи глобаль-
ной оптимизации: найти глобальный минимум N -мерной функции \varphi (y) в гиперинтервале
D = \{ y \in \bfR N : ai \leqslant xi \leqslant bi, 1 \leqslant i \leqslant N\} . Для построения оценки глобального минимума
по конечному количеству вычислений значения функции требуется, чтобы скорость изме-
нения \varphi (y) в D была ограничена. В качестве такого ограничения как правило принимается
условие Липшица.

\varphi (y\ast ) = min\{ \varphi (y) : y \in D\} , (1)

| \varphi (y1) - \varphi (y2)| \leqslant L\| y1  - y2\| , y1, y2 \in D, 0 < L <\infty 

Существуют различные методы, решающие рассмотренную многомерную задачу на-
прямую [9, 12], а также эффективные методы решения одномерных задач [14, 17]. В дан-
ной работе рассматривается одномерный метод, который применяется совместно со схемой
редукции размерности. Классической схемой редукции размерности исходной задачи для
алгоритмов глобальной оптимизации является использование разверток — кривых, запол-
няющих пространство [13].

\{ y \in \bfR N :  - 2 - 1 \leqslant yi \leqslant 2 - 1, 1 \leqslant i \leqslant N\} = \{ y(x) : 0 \leqslant x \leqslant 1\} (2)

Отображение вида (2) позволяет свести задачу в многомерном пространстве к реше-
нию одномерной ценой ухудшения ее свойств. В частности, одномерная функция \varphi (y(x))

Параллельный алгоритм для получения равномерного приближения решений...
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является не Липшицевой, а Гёльдеровой:

| \varphi (y(x1)) - \varphi (y(x2))| \leqslant H| x1  - x2| 
1

N , x1, x2 \in [0; 1],

где константа Гельдера H связана с константой Липшица L соотношением

H = 4Ld
\surd 
N, d = max\{ bi  - ai : 1 \leqslant i \leqslant N\} .

Область D также может быть задана с помощью функциональных ограничений, что
значительно усложняет задачу. Постановка задачи глобальной оптимизации в этом случае
будет иметь следующий вид:

\varphi (y\ast ) = min\{ \varphi (y) : gj(y) \leqslant 0, 1 \leqslant j \leqslant m\} . (3)

Обозначим gm+1(y) = \varphi (y). Далее будем предполагать, что все функции gk(y), 1 \leqslant k \leqslant m+1

удовлетворяют условию Липшица в некотором гиперинтервале, включающем D.
Далее будем интересоваться решением серии из q задач вида (3):

min \{ \varphi 1(y), y \in D1\} , min \{ \varphi 2(y), y \in D2\} , ..., min \{ \varphi q(y), y \in Dq\} . (4)

2. Описание метода глобальной оптимизации

Принимая во внимание схему редукции размерности (2), будем при описании метода
считать, что требуется найти глобальный минимум функции \varphi (x), x \in [0; 1], удовлетворя-
ющей условию Гёльдера, при ограничениях gj(x), также удовлетворяющих этому условию
на интервале [0; 1].

Рассматриваемый индексный алгоритм глобального поиска (ИАГП) для решения од-
номерной задачи (3) предполагает построение последовательности точек xk, в которых вы-
числяются значения минимизируемой функции или ограничений zk = gs(xk). Для учета
последних используется индексная схема [14]. Пусть Q0 = [0; 1]. Ограничение, имеющее
номер j, выполняется во всех точках области

Qj = \{ x \in [0; 1] : gj(x) \leqslant 0\} ,

которая называется допустимой для этого ограничения. При этом допустимая область D
исходной задачи определяется равенством: D = \cap m

j=0Qj . Испытание в точке x \in [0; 1] состо-
ит в последовательном вычислении значений величин g1(x), ..., g\nu (x), где значение индекса
\nu определяется условиями: x \in Qj , 0 \leqslant j < \nu , x /\in Q\nu . Выявление первого нарушенного
ограничения прерывает испытание в точке x. В случае, когда точка x допустима, т. е. x \in D

испытание включает в себя вычисление всех функций задачи. При этом значение индекса
принимается равным величине \nu = m + 1. Пара \nu = \nu (x), z = g\nu (x), где индекс \nu лежит в
границах 1 \leqslant \nu \leqslant m+ 1, называется результатом испытания в точке x.

Такой подход к проведению испытаний позволяет свести исходную задачу с функцио-
нальными ограничениями к безусловной задаче минимизации разрывной функции:

\psi (x\ast ) = minx\in [0;1] \psi (x),

\psi (x) =

\left\{ 
 
 
g\nu (x)/H\nu \nu < M

(gM (x) - g\ast M )/HM \nu =M
.
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Здесь M = max \{ \nu (x) : x \in [0; 1]\} , а g\ast M = min
\Bigl\{ 
gM (x) : x \in \cap M - 1

i=0 Qi

\Bigr\} 
. В силу определе-

ния числа M , задача отыскания g\ast M всегда имеет решение, а если M = m+1, то g\ast M = \varphi (x\ast ).
Дуги функции \psi (x) гельдеровы на множествах \cap j

i=0Qi, 0 \leqslant j \leqslant M  - 1 с константой 1, а
сама \psi (x) может иметь разрывы первого рода на границах этих множеств. Несмотря на
то, что значения констант Гёльдера Hk и величина g\ast M заранее неизвестны, они могут быть
оценены в процессе решения задачи.

Множество троек \{ (xk, \nu k, zk)\} , 1 \leqslant k \leqslant n составляет поисковую информацию, накоп-
ленную методом после проведения n шагов.

На первой итерации метода испытание проводится в произвольной внутренней точке x1
интервала [0; 1]. Индексы точек 0 и 1 считаются нулевыми, значения z в них не определены.
Пусть выполнено k \geqslant 1 итераций метода, в процессе которых были проведены испытания
в k точках xi, 1 \leqslant i \leqslant k. Тогда точка xk+1 поисковых испытаний следующей (k + 1)-ой
итерации определяются в соответствии с правилами:

Шаг 1. Перенумеровать точки множества Xk = \{ x1, . . . , xk\} \cup \{ 0\} \cup \{ 1\} , которое вклю-
чает в себя граничные точки интервала [0; 1], а также точки предшествующих испытаний,
нижними индексами в порядке увеличения значений координаты, т.е.

0 = x0 < x1 < . . . < xk+1 = 1

и сопоставить им значения zi = g\nu (xi), \nu = \nu (xi), i = 1, k.
Шаг 2. Для каждого целого числа \nu , 1 \leqslant \nu \leqslant m + 1 определить соответствующее ему

множество I\nu нижних индексов точек, в которых вычислялись значения функций g\nu (x):

I\nu = \{ i : \nu (xi) = \nu , 1 \leqslant i \leqslant k\} , 1 \leqslant \nu \leqslant m+ 1,

определить максимальное значение индекса M = max\{ \nu (xi), 1 \leqslant i \leqslant k\} .
Шаг 3. Вычислить текущие оценки для неизвестных констант Гёльдера:

\mu \nu = max\{ | g\nu (xi) - g\nu (xj)| 
(xi  - xj)

1

N

: i, j \in I\nu , i > j\} . (5)

Если множество I\nu содержит менее двух элементов или если значение \mu \nu оказывается рав-
ным нулю, то принять \mu \nu = 1.

Шаг 4. Для всех непустых множеств I\nu , \nu = 1,M вычислить оценки

z\ast \nu =

\left\{ 
 
 
min\{ g\nu (xi) : xi \in I\nu \} \nu =M

 - \varepsilon \nu \nu < M
,

где вектор с неотрицательными координатами \varepsilon R = (\varepsilon 1, .., \varepsilon m) называется вектором резер-
вов.

Шаг 5. Для каждого интервала (xi - 1;xi), 1 \leqslant i \leqslant k вычислить характеристику

R(i) =

\left\{ 
   
   

\Delta i +
(zi - zi - 1)2

(r\nu \mu \nu )2\Delta i
 - 2 zi+zi - 1 - 2z\ast 

\nu 

r\nu \mu \nu 
\nu = \nu (xi) = \nu (xi - 1)

2\Delta i  - 4 zi - 1 - z\ast 
\nu 

r\nu \mu \nu 
\nu = \nu (xi - 1) > \nu (xi)

2\Delta i  - 4 zi - z\ast 
\nu 

r\nu \mu \nu 
\nu = \nu (xi) > \nu (xi - 1)

, (6)

где \Delta i = (xi  - xi - 1)
1

N . Величины r\nu > 1, \nu = 1,m являются параметрами алгоритма. От
них зависят произведения r\nu \mu \nu , используемые при вычислении характеристик в качестве
оценок неизвестных констант Гёльдера.
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Шаг 6. Выбрать наибольшую характеристику:

t = argmax
1\leqslant i\leqslant k+1

R(i). (7)

Шаг 7. Провести очередное испытание в середине интервала (xt - 1;xt), если индексы его
концевых точек не совпадают: xk+1 = 1

2(xt+xt - 1). В противном случае провести испытание
в точке

xk+1 =
1

2
(xt + xt - 1) - sgn(zt  - zt - 1)

| zt  - zt - 1| n
2r\nu \mu n\nu 

, \nu = \nu (xt) = \nu (xt - 1),

а затем увеличить k на 1.
Алгоритм прекращает работу, если выполняется условие \Delta t \leqslant \varepsilon , где \varepsilon > 0 есть заданная

точность. В качестве оценки глобально-оптимального решения выбираются значения

\varphi \ast 
k = min

1\leqslant i\leqslant k
\varphi (xi), x

\ast 
k = argmin

1\leqslant i\leqslant k
\varphi (xi). (8)

Далее следуя подходу, описанному в [3], для решения серии задач (4) будем использо-
вать q синхронно работающих копий ИАГП с тем лишь отличием, что на шаге 6 при выборе
интервала с наилучшей характеристикой, выбор будет осуществляться из всех интервалов,
которые породили на данный момент q копий ИАГП. Если наибольшая характеристика со-
ответствует задаче i, то выполняется шаг 7 в копии метода с номером i, а остальные копии
метода простаивают. Таким образом, на каждой итерации испытание проводится в зада-
че, наиболее перспективной с точки зрения характеристик (6), что позволяет динамически
распределять ресурсы метода между задачами.

В [3] приведена теория сходимости такого подхода на случай решения задач без ограни-
чений. При наличии ограничений характеристики интервалов, на концах которых нарушено
разное количество ограничений, вычисляются в соответствии с нижними строчками из (6).
Нетрудно заметить, что и в этом случае величины характеристик нормированы, а в случае
точных оценок z\ast \nu и \mu \nu их масштаб не зависит от целевой функции и ограничений конкрет-
ной задачи. Таким образом, рассуждения из [3] можно провести и в случае использования
индексной схемы.

Параллельная модификация метода не отличается от рассматриваемой в [3] и заключа-
ется в выборе p интервалов на шаге 6 и выполнения p испытаний параллельно на следующем
шаге. При этом все ресурсы метода в рамках итерации могут быть направлены как на одну,
так и на l \leqslant p задач одновременно (в зависимости от того, какой из задач принадлежат
выбранные методам интервалы).

3. Результаты численных экспериментов

Использование сгенерированных некоторыми случайными механизмами наборов тесто-
вых задач с известными решениями является одним из общепринятых подходов к срав-
нению алгоритмов оптимизации [4]. В данной работе будем использовать два генератора
тестовых задач, порождающих задачи различной природы [7, 16]. Эти генераторы порожда-
ют задачи без нелинейных ограничений, поэтому в дополнение к ним использована система
GCGen1 [8], позволяющая генерировать задачи с ограничениями на основе произвольных
нелинейных функций.

1Исходный код системы доступен по ссылке https://github.com/UNN-ITMM-Software/GCGen
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Вместе с системой GCGen распространяются примеры ее использования и построения
наборов задач, каждая из которых состоит из целевой функции и двух ограничений, по-
рожденных генератором FGR [16] или GKLS [7].

Генератор GKLS [7] позволяет получать функции заданной размерности и с заданным
количеством экстремумов. В сочетании с GCGen были порождены два множества по 100
задач размерности 2 и 3. Каждая из задач имеет два ограничения. Также с целью демон-
страции того, что свойства метода сохраняются при существенно разных свойствах задач
был сгенерирован смешанный класс, состоящий из 50 задач с двухмерными функциями
GKLS и 50 задач с функциями FGR. На рис. 1 и рис. 2 представлены примеры линий уров-
ня рассматриваемых задач. Допустимая область закрашена.

Рис. 1. Пример линий уровня задачи с решением внутри допустимой области

Будем считать, что тестовая задача решена, если метод оптимизации провел очередное
испытание yk в \delta -окрестности глобального минимума y\ast , т.е.

\bigm\| \bigm\| yk  - y\ast 
\bigm\| \bigm\| \leqslant \delta = 0, 01 \| b - a\| ,

где a и b — левая и правая границы гиперкуба из (1). Если указанное соотношение не
выполнено до истечения лимита на количество испытаний, то задача считается нерешенной.

При оценке качества метода и его реализации кроме ускорения от распараллеливания и
времени выполнения также будем принимать во внимание среднее максимальное расстоя-
ния (в смысле l\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} -нормы) текущей оценки оптимума до его реального положения, вычислен-
ное на множестве задач (4): Davg и Dmax. Динамика этих величин в процессе оптимизации
показывает, насколько равномерно метод распределяет ресурсы между задачами.

Реализация параллельного метода была выполнена на языке C++ с использованием
технологии OpenMP для распареллеливания процесса проведения испытаний на общей па-
мяти. Все вычислительные эксперименты проведены на машине со следующей конфигура-
цией: Intel Core i7-7800X, 64GB RAM, Ubuntu 16.04 ОS, GCC 5.5 compiler.

3.1. Результаты решения сгенерированных задач

Результаты решения тестовых задач последовательной и параллельной версией моди-
фицированного ИАГП для решения множества задач представлены в табл. 1. Для всех
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Рис. 2. Пример линий уровня задачи с решением на границе допустимой области

двухмерных классов задач параметр r = 4, 7. В случае трехмерных задач r = 4, 7, \varepsilon \nu = 0, 1.
Во всех экспериментах в целевые функции и ограничения была внесена дополнительная вы-
числительная нагрузка так, чтобы время одного обращения к функции задачи было равно
примерно 1 мс.

Из таблицы видно, что ускорение по итерациям Si растет линейно с увеличением числа
потоков p, в то время, как ускорение по времени Sp увеличивается не так быстро, что гово-
рит о неидеальной реализации алгоритма. Увеличить реальное ускорение, верхней границей
для которого является Si, возможно путем оптимизации взаимодействий между копиями
ИАГП и это планируется сделать в ходе будущей работы.

Таблица
Результаты экспериментов на наборах синтетических задач

Класс задач p Количество итераций Время, с Si St

GKLS & FGR based 1 51434 90,20 - -
2 25698 56,96 2,00 1,58
4 13015 36,67 3,95 2,46
6 8332 26,85 6,17 3,36

GKLS based 2d 1 59066 97,53 - -
2 29060 60,56 2,04 1,61
4 14266 38,92 4,14 2,51
6 9436 29,53 6,26 3,30

GKLS based 3d 1 782544 1117,55 - -
2 397565 752,92 1,97 1,48
4 208073 526,67 3,76 2,12
6 142089 445,45 5,50 2,51
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Для того, чтобы показать равномерную сходимость все тестовые задачи были также
решены ИАГП в режиме решения отдельных задач. На рис. 3 и рис. 4 указаны графики ве-
личин средних и максимальных расстояний от реальных оптимумов до их текущих оценок
при решении серии из задач, порожденных двумя разными генераторами, по отдельности
(сплошная кривая) и совместно (пунктирная кривая). Не смотря на значительную разницу
в структуре задач, модифицированный ИАГП гораздо быстрее уменьшает как максималь-
ное, так и среднее отклонение оценок от оптимумов. Это говорит о наличии равномерной
сходимости по всему множеству совместно решаемых задач. При этом в случае последо-
вательного решения задач величина Dmax имеет наибольшее значение вплоть до решения
последней задачи.

0 10000 20000 30000 40000 50000
K

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D
m
a
x

Рис. 3. Динамика величины Dmax в процессе решения множества двухмерных задач, по-
рождённых двумя разными генераторами GKLS и FGR
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Рис. 4. Динамика величины Davg в процессе решения множества двухмерных задач, по-
рождённых двумя разными генераторами GKLS и FGR
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3.2. Пример решения многокритериальной задачи

Для демонстрации эффективности подхода к балансировке нагрузки рассмотрим при-
мер, в котором множество задач вида (4) порождено в результате скаляризации многокри-
териальной задачи оптимизации с ограничениями.

Рассмотрим тестовую задачу, предложенную в [15]:

Minimize

\Biggl\{ 
f1(y) = 4y21 + 4y22
f2(y) = (y1  - 5)2 + (y2  - 5)2

y1 \in [ - 1; 2], y2 \in [ - 2; 1]

s.t.\Biggl\{ 
g1(y) = (y1  - 5)2 + y22  - 25 \leqslant 0

g2(y) =  - (y1  - 8)2  - (y2 + 3)2 + 7, 7 \leqslant 0

(9)

Будем использовать свертку Гермейера для скаляризации задачи (9). После свертки
скалярная целевая функция имеет вид:

\varphi (y, \lambda 1, \lambda 2) = max\{ \lambda 1f1(y), \lambda 2f2(y)\} , (10)

где \lambda 1, \lambda 2 \in [0, 1], \lambda 1 + \lambda 2 = 1. Перебирая все возможные коэффициенты свертки, можно
найти все множество парето-оптимальных решений в задаче (9). Для численного построения
множества Парето выберем 100 наборов коэффициентов (\lambda 1, \lambda 2) таких, что \lambda i1 = ih, \lambda i2 =

1 - \lambda i1, h = 10 - 2, i = 1, 100.
В качестве ограничения на вычислительные ресурсы был выбран лимит в 2500 испы-

таний. Множество вспомогательных скалярных задач решалось двумя способами:
\bullet каждая задача решается отдельно с помощью ИАГП с установленным лимитом в

25 испытаний. Таким образом, вычислительные ресурсы равномерно распределены
между задачами;

\bullet все задачи решаются одновременно с помощью обобщенного ИАГП с установленным
лимитом в 2500 испытаний.

В обоих случаях параметр r = 4.
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Рис. 5. Численная оценки множества Парето в задаче (9), полученная при раздельном
решении задач
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Рис. 6. Численная оценки множества Парето в задаче (9), полученная при совместном
решении задач

На рис. 5 и рис. 6 представлены графики решений, полученных каждым из методов.
Все графики качественно совпадают с указанным в [15] (авторы не предоставили другой
информации и решениях для сравнения). Видно, что на рис. 5 кривая Парето имеет вогну-
тости, что не соответствует решению, указанному в [15] и означает нехватку ресурсов для
решения некоторых из вспомогательных задач. Для оценки качества решения также был
вычислен показатель Spacing(SP ) [11], характеризующий плотность точек аппроксимации
множества Парето.

SP (S) =

\sqrt{}    1

| S|  - 1

| S| \sum 

i=1

(d - di), d = mean\{ di\} , di = min
si,sj\in S:si \not =sj

| | F (si) - F (sj)| | 1, F = (f1, f2)

В случае отдельного решения задач SPsingle = 0, 984, а при решении задач методом с ба-
лансировкой нагрузки SPmulti = 0, 749, что говорит о более качественном приближении
решения.

Заключение

В ходе работы была реализована поддержка нелинейных ограничений в алгоритме,
решающeм множество задач глобальной оптимизации. Проведены численные эксперимен-
ты, демонстрирующие преимущество рассматриваемого подхода над решением задач по
отдельности. Показана эффективность совместного решения множества задач на примере
решения многокритериальной задачи с нелинейными ограничениями.

В ходе дальнейшей работы планируется улучшить текущую реализацию алгоритма,
сократив расходы на содержание поисковой информации для множества задач и тем самым
улучшив показатели параллельного ускорения по времени. Также планируется реализовать
версию рассматриваемого алгоритма, работающего на распределенной памяти по схеме,
описанной в [2].

Исследование выполнено при поддержке РНФ, проект №16-11-10150.
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In this work building of a parallel version of a method simultaneously solving a set of constrained global
optimization problems is considered. This method converges uniformly to solutions of all the problems. That
allows the method to arrange computational resources in an optimal way, since uniform convergence guarantees
approximately equal precision of numerical solutions at the whole set of problems at the each iteration of
optimization. The algorithm assigns a priority to each problem, and then at the each iteration carries out
calculation of objective functions and constraints in several problems in parallel. If the method stops at any
arbitrary moment, in all the problems numerical sulutions with the similar accuracy will be obtained. Sets of
similar global optimization problems appear for an instance after scalarization of multi-objective problems or
when a global optimization problem has a discrete parameter which takes a finite number of possible values. The
considered method uses Peano-type curves to transform multidimensional problems into univariate ones. Efficiency
of the implemented parallel algorithm is evaluated on several sets of synthetically generated constrained global
optimization problems and on a scalarized multi-objective problem. Also the uniform convergence was confirmed
numerically by validation quality of intermediate solutions during the optimization process.
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Свертка тензоров является одной из основных операций «Тензорного исчисления» — отдельного разде-
ла математики, ставшего основным языком для описания фундаментальных законов таких областей науки,
как теория относительности, механика, электродинамика и физика твердого тела. Эффективность выполне-
ния свертки тензоров и ее обобщений имеет существенную практическую значимость для таких областей,
как решение задач математической физики, машинного обучения, в спектральных методах, в квантовой
химии, при интеллектуальном анализе данных, в высокопроизводительных вычислениях на многопроцес-
сорных системах и др. В последние двадцать лет количество методов оптимизации тензорных сверток значи-
тельно увеличилось и продолжает возрастать. В статье представлен обзор активно используемых подходов
к оптимизации свертки тензоров, применяемых при решении прикладных задач на однопроцессорных и
многопроцессорных вычислительных системах с распределенной памятью. В работе представлены методы
оптимизации важных частных случаев свертки тензоров — матричного и матрично-векторного произве-
дения, использующихся для большинства оптимизаций сверток тензоров. Описанные оптимизации могут
применяться в процессе компиляции программ, выполняемой промышленными компиляторами. Представ-
ленная информация может помочь при систематизации уже имеющихся знаний.

Ключевые слова: свертка тензоров, линейная алгебра, высокопроизводительные вычисления.
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Введение

Развитие вычислений с тензорами привели к созданию «Тензорные исчисления», от-
дельного активно развивающегося раздела математики, использующегося почти во всех
областях механики, теоретической физики и прикладной математики. Можно выделить во-
семь основных операций, выполняемых над тензорами: сложение и вычитание, умножение
на число, умножение тензоров, свертка, перестановка индексов, симметрирование и альтер-
нирование. Каждая из перечисленных операций имеет широкое применение в различных
научных дисциплинах [1].

Операция свертки тензоров (tensor contraction, TC) применяется в алгоритмах ма-
шинного обучения, таких как обучение и логический вывод в глубинных нейронных се-
тях (Deep Neural Networks, DNN) [2]. Квантовая химия широко использует TC в методах
Хартри—Фока, а также при решении других задач, имеющих существенную практическую
знчимость [3]. TC применяется при моделировании потоков несжимаемой жидкости на ос-
нове спектральных методов [4]. TC может быть использована для вычисления многомерного
преобразования Фурье. В частности, трехмерное дискретное преобразование Фурье может
быть вычислено через TC тензоров, полученных в результате применения двумерных дис-
кретных преобразований Фурье [3].
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Умножение матриц (matrix-matrix multiplication, MMM) и умножение матрицы на век-
тор (matrix-vector multiplication, MVM) могут рассматриваться как частные случаи TC,
широко применяющиеся при решении прикладных задач. Примером использования MMM
служит шифрование баз данных с последующим интеллектуальным анализом данных (Data
Mining) [5]. MMM вычисляется во время обрезки весов (weight pruning), использующимся
в машинном обучении [6]. Энергия корреляции молекул, рассматриваемая в квантовой хи-
мии, рассчитывается с использованием MMM [7]. MMM служит основой для большинства
операций с матрицами, изучаемых в высокопроизводительных вычислениях [9]. В качестве
примеров применения MVM можно привести обрезку весов, используемую в машинном
обучении [10]; анализ графов [11]; расчет коэффициентов скорости реакции [12]. Большая
часть операций с векторами реализована с использованием MVM [13–15]. MVM применя-
ется при решении задач математической физики численными методами, в частности, при
решении задач математической геофизики. Например, MVM успешно используется при ре-
шении задач гравиметрии или магнитометрии о нахождении поверхностей раздела сред по
гравитационным или магнитным данным методом Левенберга—Марквардта [8].

TC может быть обобщена на произвольные полукольца матриц для решения задач о пу-
тях [16] (нахождение кратчайших путей, построение минимального остовного дерева, задача
о самом широком пути и др.). Необходимость в решении таких задач возникает, в частности,
в математических методах исследования операций, робототехнике, планировании размеще-
ния предприятий, транспортировке товаров, проектировании сверхбольших интегральных
схем (VLSI design), при нахождении путей в картографических сервисах (MapQuest, Google
Maps и др.).

В данной статье выполнен обзор методов оптимизации времени выполнения TC. В раз-
деле 1 дана классификация подходов к оптимизации MMM и MVM, использующимся в
качестве основы для оптимизаций TC. В разделе 2 описываются методы оптимизации TC.
В заключении приводится обобщение результатов, полученных в ходе исследования.

1. Оптимизация MMM и MVM

В силу широкой распространенности и практической значимости оптимизация MMM и
MVM является отдельным предметом изучения высокопроизводительных вычислений [9].
Оптимизированные MMM и MVM могут применяться для оптимизации TC для тензоров
большей размерности (Раздел 2). В данном разделе рассматриваются основные подходы к
оптимизации MMM и MVM.

Специалисты в области приложений линейной алгебры одними из первых предложи-
ли использовать единый интерфейс к высокопроизводительным фундаментальным опера-
циям, реализованным как стороннее программное обеспечение [17]. Более сорока лет та-
ким интерфейсом являются базовые подпрограммы линейной алгебры (Basic Linear Algebra
Subprograms, BLAS) [13–15]. Описываемые подпрограммы разделяются на три уровня. Пер-
вый уровень описывает операции над векторами, такие как, например, скалярное произ-
ведение и векторные нормы. На втором уровне интерфейса BLAS содержится описание
операций над матрицами и векторами, таких как матрично-векторное произведение, а так-
же описание подпрограмм для нахождения решения системы алгебраических уравнений с
треугольной матрицей. Третьим уровнем описывается матричное произведение для различ-
ных типов матриц, построение симметричной матрицы и другие операции над матрицами.
Интерфейс BLAS продолжает развиваться. BLAS++ [18], обновленная версия интерфейса

Методы оптимизации обобщенных тензорных сверток

20 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



BLAS, используется в проектах, направленных на достижение экзафлопсной производи-
тельности.

Применение BLAS требует новой реализации фундаментальных операций для каждой
новой архитектуры процессора. В большинстве случаев они создаются экспертами в области
высокопроизводительных вычислений, что требует значительных временных затрат. Реа-
лизации фундаментальных операций могут распространяться как открытое программное
обеспечение (GotoBLAS [9, 19], OpenBLAS [20], BLIS [21]) и как проприетарные библиотеки,
выпускаемые производителями аппаратного обеспечения (Intel’s MKL [22], IBM’s ESSL [23],
ArmPL [24]).

Для сокращения времени разработки высокопроизводительных реализаций BLAS авто-
ры библиотек ATLAS [25] и PHiPAC [26] предложили использование автонастройки (auto-
tuninig). В ходе ее работы выполняется перебор всех возможных значений параметров рас-
сматриваемой программы с целью получения реализации, имеющей наименьшее время вы-
полнения. Как и в случае ручной настройки (manual-tuning), для выполнения автонастрой-
ки необходим доступ к целевой архитектуре, а также потенциально большие временные
затраты. Было показано, что в случае ATLAS и MMM автонастройка может приводить к
неоптимальным результатам [9].

Алгоритм 1: Вычисление матричного произведения

1 begin
2 for j = 0...N step Nc do
3 for p = 0...K step Kc do
4 Упаковываем B(p:p+Kc  - 1, j:j +Nc  - 1) в массив Bc

5 for i = 0...M step Mc do
6 Упаковываем A(i:i+Mc  - 1, p:p+Kc  - 1) в массив Ac

7 for jc = 0...Nc step Nr do
8 for ic = 0...Mc step Mr do
9 for pc = 0...Kc do

10 \BbbI = ic : ic +Mr  - 1

11 \BbbJ = jc : jc +Nr  - 1

12 Cc(\BbbI , \BbbJ ) += Ac(\BbbI , pc) \cdot Bc(pc, \BbbJ )
13 end

14 end

15 end

16 end

17 end

18 end

19 end

В качестве примера рассмотрим параметризованный алгоритм 1, применяемый для вы-
полнения матричного умножения в фреймворке BLIS [17]. Перемножаемые матрицы A и B
имеют размерность M \times K и K \times N , соответсвенно. Матрица C размерности M \times N содер-
жит результат выполнения матричного произведения. В процессе выполнения алгоритма
матрицы A и B разбиваются на блоки (рис. 1). Это позволяет многократно использовать
элементы блоков, хранящихся в кэш-памяти. Размеры блоковNc, Kc, Mc, Nr иMr являются
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параметрами алгоритма. Их оптимальные значения могут определяться с помощью автона-
стройки и ручной настройки. C целью обеспечения последовательного доступа к операндам
MMM используется упаковка данных. В процессе выполнения упаковки данных создаются
временные выравненные в памяти массивы Ac и Bc, хранящие элементы перемножаемых
матриц. Внутренний цикл вместе со своим содержимым называется микро-ядром MMM.
Оно может генерироваться автоматически в процессе компиляции или реализовываться
вручную в виде отдельной процедуры, написанной на языке ассемблера для целевой архи-
тектуры [27, 28].

Память РегистрыL3 кэш L1 кэш

M

1

+=

Nr

Mr

Nr

Kc

Mr

1

L2 кэш

Nr

Mc

Kc

Ac

Nc

Kc

BcB

K

N

K

A

A

M

N

Рис. 1. Разбиение матриц A, B и C на блоки

Автонастройка и аналитические техники могут применяться совместно с целью опре-
деления наилучшей оптимизации. Такой подход используется в компиляторах LGen [29] и
Build to Order BLAS (BTO) [30]. LGen — это компилятор для базовых операций линейной
алгебры с операндами малой размерности, известной на этапе компиляции. Для выполнения
разбиений циклов, векторизации и слияния циклов LGen использует специализированный
язык, позволяющий построить математическое представление программы для ее дальней-
шей оптимизации. Результатом работы LGen являются функции на языке C, содержащие
SIMD инструкции. Пример выражения, подаваемого на вход компилятору LGen, приведен
на рис. 2. BTO компилирует последовательность выражений, содержащих матрицы и век-
торы, написанную на языке MATLAB, в оптимизированный код на языке C++. В процессе
оптимизации BTO выполняет слияние циклов, основываясь на аналитических моделях и
эмпирических методах. На рис. 3 показан пример программы на языке MATLAB, компи-
лируемой BTO.

Фреймворк AUGEM [31] использует автонастройку совместно с эвристическими алго-
ритмами векторизации, распределения регистров и планирования команд. С помощью биб-
лиотеки POET [32] фреймворк AUGEM распознает части абстрактного синтаксического
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дерева программы на языке C, содержащие заранее определенный набор операций с мат-
рицами, для их дальнейшей оптимизации. Пример операции с матрицами, распознаваемой
фреймворком AUGEM показан на рис. 4.

alpha = Scalar()
beta = Scalar()
A = Matrix(6, 11)
x = Matrix(11, 1)
y = Matrix(6, 1)
z = Matrix(6, 1)
Generate(beta = (A*x+alpha*y)^T*z + Beta, opts)

Рис. 2. Пример выражения, подаваемого на вход компилятору LGen

GEMVER
in v1 : vector, v2 : vector,

u1 : vector, u2 : vector,
alpha : scalar, beta : scalar,
x : vector, y : vector

inout A : dense column matrix
out z : vector, w : vector {

A = A + v1 * u1’ + v2 * u2’
z = beta * (A’ * x) + y
w = alpha * (A * z)

}

Рис. 3. Пример выражения, подаваемого на вход компилятору BTO

mmCOMP(A, idx1, B, idx2, res):
tmp0=A[idx1]
tmp1=B[idx2]
tmp2=tmp0*tmp1
res=res+tmp2

Рис. 4. Пример операции с матрицами, распознаваемой фреймворком AUGEM

С целью сокращения времени автонастройки множество значений исследуемых пара-
метров может быть уменьшено за счет использования дополнительных измерений, выполня-
емых на целевой архитектуре. Такой подход называется итеративной компиляцией (iterative
compilation) [33]. В ходе ее работы алгоритм оценивает параметры целевой архитектуры,
такие как, например, количество промахов кэша для данной реализации. В дальнейшем
полученная информация применяется для определения значений оцениваемых параметров.
Улучшенная автонастройка (auto-fine-tuning) [34] представляет собой отдельную модифи-
кацию автонастройки. Ее отличие в использовании аналитических моделей, уменьшающих
пространство поиска. Такие модели могут быть созданы с применением знаний о совре-
менных архитектурах процессоров и оптимизуруемой операции. В общем случае указанные
улучшения не гарантируют устранения проблем автонастройки.

Можно избежать перебора значений параметров программы за счет моделирования по-
требления ресурсов используемой архитектуры. Для этого применяются модели гипотети-
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ческих процессоров, описывающих такие характеристики целевого процессора, как вектор-
ные регистры и векторные инструкции, иерархию кэш памяти [17, 34]. Аналитическое мо-
делирование позволяет установить зависимости между потреблением ресурсов процессора
и производительностью оптимизируемой программы. На момент написания данной работы
не существует автоматического способа выполнения аналитического моделирования, поз-
воляющего достичь высокой производительности оптимизируемой программы. Вследствие
этого, как и в случае ручной настройки, аналитическое моделирование должно выполнять-
ся вручную специалистом.

Нахождение значений параметров программы, для которой выполнено аналитическое
моделирование, и известны технические характеристики целевого процессора, выполняется
за постоянное время и, вследствие этого, может использоваться в условиях ограниченного
времени [28, 35]. Примером такой ситуации являются оптимизации, выполняемые промыш-
ленными компиляторами по умолчанию. С целью применения в процессе разработки и при
компиляции готовых пакетов программ используемые оптимизации должны выполняться
за наименьшее возможное время. Совместное применение автоматического распознавания
кода, аналитических подходов и автоматической генерации кода позволяет автоматически
получать высокопроизводительные реализации программ в процессе оптимизации, выпол-
няемой компиляторами [28, 35].

В качестве примера модели гипотетического процессора рассмотрим модель, исполь-
зуемую в фреймворке BLIS для нахождения значений параметров реализации MMM [17].
Она может быть описана следующим образом [8]:

• «Архитектура загрузки/сохранения и векторные регистры: данные должны
быть загружены в регистры процессора перед тем как с ними могут быть выполнены
вычисления. Имеется NREG векторных регистров. Каждый из них может содержать
NVEC значений размера SDATA. Если NREG равно 0, NVEC присваивается значение 1.
Предполагается, что команды для работы с памятью могут выполняться одновремен-
но с командами арифметики с плавающей точкой».

• «Векторные инструкции: пропускная способность процессора составляет NVFMA

векторных операций смешанного сложения и умножения (vector fused multiply-add
instruction, VFMA) за один такт. Отдельная VFMA выполняет NVEC умножений
и сложений, составляющих VFMA. Минимальное количество тактов LVFMA, кото-
рое должно быть совершено перед началом выполнения новой зависимой по данным
VFMA-инструкции, определяет задержку VFMA-инструкции».

• «Кэш-память: весь кэш данных — это множественно-ассоциативный кэш с поли-
тикой вытеснения последнего по времени использования (Least Recently Used, LRU).
Каждый уровень кэша Li характеризуется следующими параметрами: размер линии
кэша CLi

, степень ассоциативности WLi
, количество множеств NLi

, размер SLi
, где

SLi
= NLi

CLi
WLi

. В случае полностью ассоциативного кэша NLi
= 1».

Аналитическое моделирование может использоваться для минимизации перемещения
данных и, как следствие, уменьшения времени работы приложения и его энергопотребле-
ния. Рассматриваемый алгоритм может быть изменен для достижения нижней асимптоти-
ческой границы на перемещение данных в иерархии памяти, а также между процессора-
ми [36, 37]. В частности могут изменяться формулы для нахождения значений параметров
блочного алгоритма. Описанный подход обладает преимуществом в случае распределенных
архитектур, имеющих большое количество отдельных узлов.
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Кэш-независимые алгоритмы (сache-oblivious algorithms) [38] — это отдельный класс ал-
горитмов, позволяющих асимптотически оптимально использовать кэш-память, игнорируя
ее отдельные параметры, такие как количество уровней кэша, длина кэш-линий, ассоци-
ативность и т.д. Такие алгоритмы основываются на методе разделяй-и-властвуй (divide-
and-conquer), разделяющем задачу на подзадачи до тех пор, пока данные отдельной под-
задачи не смогут поместиться в каком-нибудь уровне кэш-памяти. Практическая оценка
кэш-независимых алгоритмов показывает, что отсутствие в них таких механизмов, как
предвыборка данных, затрудняет достижение производительности кода, созданного экс-
пертами [39].

Несмотря на то, что MVM может рассматриваться как частный случай MMM, отно-
шение количества вычислений, выполняемых MVM, к количеству перемещений данных из
памяти меньше чем в случае MMM. Вследствие этого, методы для оптимизации MMM
должны быть модифицированы для оптимизации MVM. В частности, из-за недопустимых
издержек невозможно использование таких техник, как упаковка данных. В то же время
возрастает необходимость в эффективной предвыборке данных, позволяющей уменьшить
издержки чтения данных из памяти. Большинство подходов, используемых для оптимиза-
ции MVM, основаны на ручной настройке [9, 19–24, 40, 41] и автонастройке [25, 26]. Как и
в случае MMM, аналитическое моделирование может применяться для оптимизации MVM
с целью достижения производительности кода, оптимизированного вручную [8, 42]. Моди-
фикация представленной раннее гипотетической модели процессора может включать сле-
дующие дополнения, описывающее инструкции предвыборки [8]:

• «Инструкции предвыборки: за один такт процессора может быть выполнено
Nprefetch инструкций. Задержка каждой инструкции составляет Lprefetch тактов про-
цессора. Каждая инструкция может загрузить данные, размер которых равен CLi

».

Особенности целевых архитектур процессоров и размерность рассматриваемой задачи
могут использоваться совместно для автоматического получения оптимизированных реа-
лизаций BLAS. Так, например, библиотека LIBXSMM [43] генерирует низкоуровневые вы-
сокопроизводительные реализации MMM для некоторых архитектур от Intel и матриц, со-
держащих менее 80\times 80 элементов. Для этих целей используется специальный алгоритм
предвыборки данных и модифицированный алгоритм векторизации.

Фреймворк POCA [27] позволят получить высокопроизводительные микро-ядра, ча-
сти MMM, содержащие векторные инструкции. На рис. 5 представлен пример микро-ядра
MMM для процессоров с микроархитектурой Sandy Bridge [27]. POCA использует эвристи-
ческий алгоритм для распределения регистров процессора на основе анализа графа зави-
симостей и особенностей целевой архитектуры, таких как количество векторных регистров
и количество тактов, требуемых для выполнения отдельных векторных инструкций микро-
ядра.

2. Оптимизация TC

За последние двадцать лет прогресс во многих научных дисциплинах, таких как кван-
товая химия и общая теория относительности, основывался на моделировании физических
систем, использующем TC. Несмотря на это, количество подходов к оптимизации TC на-
много меньше чем количество подходов к оптимизации MMM и MVM [44]. В данном разделе
описываются основные методы оптимизации времени выполнения TC.
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1 A0 = vload AP // <a0, a1, a2, a3>
2 B0 = vload BP // <b0, b1, b2, b3>
3 B1 = vshuffle B0 <1,0,3,2> // <b1, b0, b3, b2>
4 B2 = vshuffle B1 <2,3,0,1> // <b3, b2, b1, b0>
5 B3 = vshuffle B2 <1,0,3,2> // <b2, b3, b0, b1>
6 M0 = fmul A0, B0 //
7 C0 = fadd C0, M0 // <c00, c11, c22, c33>
8 M1 = fmul A0, B1 //
9 C1 = fadd C1, M1 // <c01, c10, c23, c32>
10 M2 = fmul A0, B2 //
11 C2 = fadd C2, M2 // <c03, c12, c21, c30>
12 M3 = fmul A0, B3 //
13 C3 = fadd C3, M3 // <c02, c13, c20, c31>
14 AP = add AP, 4 // AP += 4
15 BP = add BP, 4 // BP += 4
16 prefetch_0 (BP+64) // 8 * 64 = 512(bytes)
17 prefetch_0 AN // next A block
18 AN = add AN, 32 // Mr * 8 = 32(bytes)

Рис. 5. Пример микро-ядра MMM для процессора с микроархитектурой Sandy Bridge

Рассмотрим определения d-мерного тензора и TC, позволяющие свести оптимизацию
этой операции к оптимизации MMM и MVM:

Определение 1. d-мерный тензор \scrT \in \BbbR nu0\times ...\times nud - 1 может быть определен как множество
элементов из \BbbR , описываемое следующим образом [45, 46]

\scrT \equiv \{ Au0...ud - 1
\in \BbbR | (u0, . . . , ud - 1) \in nu0

\times . . .\times nud - 1
\} .

В рамках данной работы будем предполагать, что элементы d-мерного тензора \scrT \in 
\BbbR nu0

\times ...\times nud - 1 представлены многомерным массивом размерности nu0
\times . . .\times nud - 1

. В общем
случае это утверждение не всегда верно.

Определение 2. Пусть \scrA , \scrB , и \scrC — это dA-, dB-, и dC- мерные тензоры, соответ-
ственно. Сворачиваемые индексы \scrA и \scrB описываются кортежем P = p0 . . . pt - 1. Ин-
дексы \scrC , а также свободные индексы \scrA и \scrB описываются кортежами I = i0 . . . ir - 1 и
J = j0 . . . js - 1, соответственно. Операция свертывания или свертки \scrA и \scrB определяется

как \scrC \pi C(IJ) =
\sum 
P

\alpha \cdot \scrA \pi A(IP ) \cdot \scrB \pi B(PJ) + \beta \cdot \scrC \pi C(IJ), где
\sum 
P

=
np0

 - 1\sum 
p0=0

. . .
npt - 1

 - 1\sum 
pt - 1=0

, \pi C(IJ), \pi A(IP ),

и \pi B(PJ) — это перестановки индексов, \alpha , \beta \in \BbbR [45, 46].

С целью оптимизации TC может быть использован программный код оптимизирован-
ных MMM и MVM, полученный в результате выполнения алгоритмов, описанных в преды-
дущем разделе. Так, например, метод Transpose-Transpose-GEMM-Transpose (TTGT) [47],
применяемый в различных прикладных библиотеках (MATLAB Tensor Toolbox [48],
NumPy [49], Eigen [50] и др.), выполняет перестановку индексов тензоров с целью их пред-
ставления в виде матриц и использования MMM. Для выполнения таких перестановок тре-
буются дополнительное время и память.

Метод Loops-over-GEMMS (LoG) [44] представляет сворачиваемые тензоры как наборы
матриц, для которых выполняется MMM. Производительность LoG зависит от размера
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таких матриц, а также расположения тензоров в памяти [44]. Так, например, в случае
свертки 3-мерного тензора \scrA \in \BbbR m\times n\times k и 2-мерного тензора \scrB \in \BbbR k\times l в 3-мерный тензор

\scrC \in \BbbR m\times n\times l, имеющей следующий вид \scrC \alpha \beta \rho =
k - 1\sum 
\delta =0

\scrA \alpha \beta \delta \cdot \scrB \delta \rho + \scrC \alpha \beta \rho , LoG вычислит MMM

для каждого из n значений индекса \beta .
Для решения задач в таких научных областях, как, например, квантовая химия, со-

зданы модификации метода TTGT для распределенных вычислений. Такие подходы при-
меняют разбиение тензоров на блоки и другие техники для уменьшения передачи дан-
ных в иерархии памяти, а также между процессорами. Примерами библиотек, содержа-
щих реализации описанных методов, служат Tensor Contraction Engine [47], Cyclops Tensor
Framework [51], libtensor [52], TiledArray [53, 54] и др.

Для сокращения издержек, связанных с перестановкой индексов тензоров, можно ис-
пользовать только микро-ядра, части реализации оптимизированного MMM, содержащие
векторные инструкции на языке ассемблера. Такой подход применяется в методах GEMM-
like Tensor-Tensor multiplication (GETT) [46] и Tensor-Based Library Instantiation Software
(TBLIS) [45]. Как и в случае алгоритма 1 для вычисления MMM подходы GETT и TBLIS
упаковывают элементы операндов TC во временные одномерные массивы c целью дальней-
шего использования кода микро-ядра MMM.

В отличии от GETT, TBLIS представляет тензоры в виде матриц, что позволяет яв-
но выполнять разбиение матриц на блоки и другие трансформации, применяемые в ал-
горитме 1. В качестве примера применения такого представления рассмотрим d-мерный
тензор \scrT \in \BbbR nu0

\times ...\times nud - 1 . Au0...ud - 1
, элемент тензора \scrT , расположен в памяти со смеще-

нием
d - 1\sum 
k=0

uk
d - 1\prod 

l=k+1

nul
. Пусть свободные и сворачиваемые индексы тензора \scrT описываются

кортежами I = i0 . . . ir - 1 и P = p0 . . . ps - 1, соответсвенно. Тогда смещение может быть

представлено в виде
dI - 1\sum 
k=0

ik

\Biggl( 
dI - 1\prod 
l=k+1

nil

\Biggr) \biggl( 
dP - 1\prod 
l=0

npl

\biggr) 
+

dP - 1\sum 
k=0

pk
dP - 1\prod 
l=k+1

npl
=

\Biggl( 
dI - 1\sum 
k=0

ik
dI - 1\prod 
l=k+1

nil

\Biggr) 
nP

+
dP - 1\sum 
k=0

pk
dP - 1\prod 
l=k+1

npl
= InP + P . Если рассмотреть смещение в памяти iN + j элемента Mij

некой матрицы размерности M\times N, то можно вывести формулы, позволяющие логически
представить тензор \scrT в виде матрицы размерности nI \times nP :

I =

dI - 1\sum 

k=0

ik

dI - 1\prod 

l=k+1

nil ,

nP =

dP - 1\prod 

l=0

npl
, nI =

dI - 1\prod 

l=0

nil ,

P =

dP - 1\sum 

k=0

pk

dP - 1\prod 

l=k+1

npl
.

Другое отличие GETT в применении автонастройки для нахождения наилучших зна-
чений параметров разбиения и способов выполнить упаковку элементов тензора. Использо-
вание автонастройки позволяет повысить производительность получаемого кода, но делает
невозможным применение GETT в условиях недоступности целевой архитектуры и огра-
ниченности времени выполнения. Кроме этого GETT не поддерживает тензоры, размер
которых неизвестен на этапе компиляции.
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Подход, используемый в TBLIS, может быть объединен с аналитическим моделировани-
ем для устранения необходимости в коде MMM, оптимизированном вручную. Полученный
метод совместно с алгоритмами для распознавания кода TC может применяться автомати-
чески в процессе оптимизации, выполняемой промышленным компилятором по умолчанию
во время компиляции и кросс-компиляции. На рис. 6 изображен комплекс автоматизиро-
ванной оптимизации обобщенных тензорных операций (АООТО) [8, 28]. В процессе работы
АООТО фронтенд Clang [55] строит промежуточное представление программы, использу-
емое комплексом оптимизаций Polly [56]. Polly создает специальное математическое пред-
ставление программы с целью распознавания TC и ее оптимизации с применением анали-
тического моделирования и метода, предложенного в TBLIS. Библиотека LLVM Core [55]
использована для генерации ассемблерного кода целевой архитектуры процессора.

Программа

Построение
промежуточного
представления

Фронтенд

Оптимизация кода
Генерация кода для

целевой
архитектуры

Бэкенд

Ассемблерный код

Построение
полиэдрального
представления

Распознавание
TC

Инфраструктура для полиэдральных оптимизаций

Промежуточное
представление

Определение
оптимальных
значений

параметров TC

Оптимизация
TC

Промежуточное
представление

Промежуточное
представление

Рис. 6. Комплекс программ АООТО

Для оптимизации TC могут применяться последовательности стандартных оптимиза-
ций циклов (перестановка циклов, разбиение циклов на блоки, размотка циклов, вектори-
зация и др.). Такие подходы зависят от размерности тензоров и их расположения в памя-
ти [57]. В частности, производительность TC для задач малой размерности может быть
улучшена за счет векторизации циклов [58]. Для задач большой размерности может при-
меняться генератор кода циклов для графических ускорителей [59].

Заключение

TC является операцией «Тензорного исчисления», отдельного раздела математики, со-
зданного для решения теоретических вопросов, требующих более общего исчисления чем
векторное. TC, обобщение TC на произвольные полукольца матриц, а также MMM и MVM,
частные случаи TC, широко применяются как в теории, так и на практике. Вследствие это-
го, эффективное выполнение TC имеет существенную практическую значимость.

В статье представлен обзор походов к оптимизации TC. Большинство таких методов
основывается на преобразовании тензоров к матричной форме с целью применения оп-
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тимизаций MMM и MVM, или использования отдельных частей оптимизированного кода
MMM и MVM. Описывается представление тензоров, позволяющее свести оптимизацию TC
к оптимизации MMM и MVM.

Рассмотрены подходы к оптимизации MMM и MVM, реализованные в виде проприе-
тарных библиотек и свободного программного обеспечения. Большая их часть основывает-
ся на ручной настройке и самонастройке, осложняющих использование в процессе кросс-
компиляции, выполняемой промышленными компиляторами, и других условиях ограничен-
ного времени и отсутствия доступа к целевой архитектуре. Время работы таких методов
может быть уменьшено за счет применения аналитического моделирования, устанавливаю-
щего зависимость между использованием ресурсов гипотетического процессора и произво-
дительностью программы. В случае распределенных архитектур время выполнения MMM
и MVM может быть уменьшено достижением нижней асимптотической границы на пере-
мещение данных в иерархии памяти, а также между процессорами.
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Tensor contraction is one of major operations defined in tensor calculus, a separate branch of mathematics,
which become a fundamental language of theory of relativity, mechanics, electrodynamics, and solid state physics.
Effective implementation of tensor contraction is of considerable practical significance for such areas as solving of
mathematical physics problems, machine learning, spectral element methods, quantum chemistry, data mining,
and high performance computing. In the last twenty years, the number of optimization methods for tensor
contraction has increased and continues to grow. In this article, the author reviews widespread approaches for
optimization of tensor contraction, which are used on single processor as well as multiprocessor systems with
distributed memory. The review contains the description of methods for optimization of matrix and matrix-vector
multiplications, important particular cases of tensor contraction, which are used as a base for the most tensor
contraction optimizations. The described optimizations can be applied during program compilation performed by
production compilers. The information provided in this work could be useful for systematizing knowledge.
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В статье рассматривается параллельная реализация решения систем линейных алгебраических урав-
нений на вычислительных узлах, содержащих центральный процессор (CPU) и графические ускорители
(GPU). Производительность параллельных алгоритмов для классических схем метода сопряженных гра-
диентов при совместном использовании CPU и GPU существенно ограничивается наличием точек син-
хронизации. В статье исследуется конвейерный вариант метода сопряженных градиентов с одной точкой
синхронизации и возможностью распределения нагрузки между CPU и GPU при решении систем уравне-
ний большой размерности. Численные эксперименты проведены на тестовых матрицах и вычислительных
узлах разной производительности гетерогенного кластера, что позволило оценить вклад коммуникацион-
ных затрат. Алгоритмы реализованы при совместном использовании технологий MPI, OpenMP и CUDA.
Предложенные алгоритмы помимо сокращения времени выполнения позволяют решать системы линейных
уравнений и большего порядка, для которых не обеспечиваются необходимые ресурсы памяти одним GPU
или вычислительным узлом. При этом конвейерный блочный алгоритм сокращает общее время выполнения
за счет уменьшения точек синхронизации и объединения коммуникаций в одно сообщение.

Ключевые слова: параллельные вычисления, метод сопряженных градиентов, сокращение коммуника-
ций.
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Недожогин Н.С., Копысов С.П., Новиков А.К. Параллельное решение систем линейных

уравнений на гибридной архитектуре CPU+GPU // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислитель-
ная математика и информатика. 2020. Т. 9, № 2. С. 40–54. DOI: 10.14529/cmse200203.

Введение

Ускорители вычислений содержатся в вычислительных узлах суперкомпьютеров и при-
меняются достаточно успешно при решении многих вычислительных задач, несмотря на то,
что центральный процессор (CPU) простаивает после запуска функций-ядер на ускорителе.
Существует еще несколько важных условий, для которых многообещающим представляется
совместное использование CPU и ускорителей (например, GPU) при параллельных вычис-
лениях в рамках одной задачи.

Каждая архитектура CPU и GPU обладает уникальными особенностями и ориентиро-
вана на решение тех или иных задач, для которых характерна, например, высокая произ-
водительность или низкая латентность. Гибридные узлы, содержащие и совместно исполь-
зующие CPU+GPU, могут обеспечить эффективное решение более широкого круга задач
или одной задачи, для которой меняются параллельные свойства алгоритмов и определив

\ast Статья рекомендована к публикации программным комитетом Международной научной конференции «Па-
раллельные вычислительные технологии (ПаВТ) 2020».
Работа выполнена при финансовой поддержке УдГУ в рамках конкурса грантов «Научный потенциал».
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для ее выполнения то или другое исполнительное устройство. Отметим также высокую
энергоэффективность гибридных вычислительных систем.

Совместное использование CPU+GPU связано с решением ряда задач: разделения вы-
числительной нагрузки между исполнительными устройствами с учетом производитель-
ности и пропускной способности памяти и ее размера; выявления параллельных свойств
алгоритма на каждом шаге его выполнения и назначения устройства для выполнения.

Одной из трудоемких операций в численных методах является решение систем алгеб-
раических уравнений (СЛАУ). В настоящее время предложено много параллельных алго-
ритмов, обеспечивающих высокую производительность и масштабируемость при решении
больших разреженных систем уравнений на современных многопроцессорных архитектурах
с иерархической структурой.

Построение гибридных решателей с комбинированием прямых и итерационных мето-
дов для решения СЛАУ позволяет использовать несколько уровней параллелизма [1–5]. Так
в [6] построен и реализован гибридный метод решения систем уравнений дополнения Шура
предобусловленными итерационными методами из подпространств Крылова при совмест-
ном использовании центральных процессоров (CPU) и графических ускорителей (GPU).
При параллельном решении системы уравнений для дополнения Шура применялся класси-
ческий предобусловленный метод сопряженных градиентов [7] для блочной упорядоченной
матрицы и разделением вычислений при матричных операциях между CPU и одним или
несколькими GPU. В настоящей работе рассматривается подход, сокращающий затраты на
обмен данными между CPU и GPU за счет уменьшения числа точек глобальной синхрони-
зации и конвейеризации вычислений.

Методы подпространства Крылова являются одними из наиболее эффективных вари-
антов решения крупномасштабных задач линейной алгебры. Однако, классические алго-
ритмы подпространства Крылова плохо масштабируются на современных архитектурах
из-за наличия узких мест, связанных с синхронизацией вычислений. Конвейерные методы
подпространства Крылова [8] со скрытыми коммуникациями обеспечивают высокую парал-
лельную масштабируемость за счет перекрытия глобальных коммуникаций с вычисления-
ми матрично-векторных операций и скалярных произведений векторов. Первые работы по
сокращению коммуникаций были связаны с вариантом метода сопряженных градиентов
(CG), имеющих одну коммуникацию на каждой итерации [9], с применением трехчленных
рекуррентных соотношений CG [10].

Следующим этапом развития стало появление s-шаговых методов из подпространств
Крылова [11], в которых итерационный процесс в s-блоке использует различные базисы
подпространств Крылова. В результате удалось сократить число точек синхронизации до
одной на s итераций. Однако, для большого числа процессоров (ядер) коммуникации все же
могут занимать существенно больше времени, чем вычисление одного матрично-векторного
произведения. В работе [12] предложен алгоритм CG, использующий вспомогательные век-
тора и перенос последовательной зависимости между вычислением матрично-векторного
произведения и скалярными произведениями векторов. В данном подходе латентность ком-
муникаций заменяется дополнительными вычислениями.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 рассмотрен конвейерный вари-
ант метода сопряженных градиентов, приведен алгоритм и отличия от классического под-
хода. Раздел 2 посвящен вопросу совместного использования CPU и GPU, декомпозиции
матрицы и обсуждению блочного варианта метода сопряженных градиентов. В разделе 3

Н.С. Недожогин, С.П. Копысов, А.К. Новиков

2020, т. 9, № 2 41



приведены результаты численных экспериментов на тестовых матрицах из библиотеки уни-
верситета Флорида. В заключении приводится краткая сводка результатов, полученных в
ходе численных экспериментов, и указаны направления дальнейших исследований.

1. Конвейерный вариант метода сопряженных градиентов

Рассмотрим конвейерный вариант метода сопряженных градиентов, который матема-
тически эквивалентен классической форме предобусловленного метода CG и имеет такую
же скорость сходимости.

Алгоритм 1: Конвейерный алгоритм метода CGwO

1 r = b - Ax

2 u =M - 1r

3 w = Au

4 \gamma 1 = (r, u)

5 \delta = (w, u)

6 j = 0

while | | r| | 2/| | b| | 2 > \varepsilon do
7 m =M - 1w

8 n = Am

if (j = 0) then
9 \beta = 0

else
10 \beta = \gamma 1/\gamma 0

11 \alpha = \gamma 1/(\delta  - \beta \gamma 1/\alpha )

12 z = n+ \beta z

13 w = w  - \alpha z

14 q = m+ \beta q

15 s = w + \beta s

16 p = u+ \beta p

17 x = x+ \alpha p

18 r = r  - \alpha s

19 u = u+ \alpha q

20 \gamma 0 = \gamma 1

21 \gamma 1 = (r, u); \delta = (w, u)

22 j = j + 1

В этом алгоритме модификация векторов rj+1, xj+1, sj+1, pj+1 и матрично-векторных
произведений обеспечивает конвейерные вычисления. Вычисление скалярных произведений
(строки 4, 5) может быть перекрыто с вычислением произведения на предобуславливатель
(строка 2) и матрично–векторным произведением (строка 3). Однако, число триад в алго-
ритме увеличивается до восьми, в отличие от трех для классического варианта и четырех
в [11]. В этом случае, возможно параллельное вычисление триад и двух скалярных произ-
ведений в начале итерационного процесса с одной точкой синхронизации.

Представленный в данной работе конвейерный вариант CG, может быть использован с
любым предобуславливателем. Существуют два способа организации вычислений в предо-
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бусловленном конвейерном CG, обеспечивающих компромисс между масштабируемостью и
общим числом операций [13].

Таким образом, конвейерная схема CG, характеризуется: другой последовательностью
вычислений; наличием глобальной коммуникации, которая может перекрываться с локаль-
ными вычислениями, такими как матрично-векторное произведение и операциями с предо-
буславливателем; возможностью организации асинхронных коммуникаций.

Выполнено сравнение двух вариантов метода сопряженных градиентов: классической
схемы и конвейерной. В численных экспериментах (см. табл. 1) представлены результаты
сравнения времени выполнения последовательного варианта классического CG и конвей-
ерной схемы CGwO (алг. 1), исполняемых на CPU и GPU. Отметим, что в вариантах для
GPU реализовывалось совместное вычисление всех скалярных произведений векторов в
одной функции-ядре, независимо друг от друга. Для этого, при запуске ядра CUDA, за-
давалась размерность \ttG \ttr \tti \ttd иерархии нитей CUDA в двумерном виде: 3 набора блоков,
каждый для выполнения вычислений над своей парой векторов. Это позволило сократить
число обменов между памятью CPU и GPU, объединив все результирующие скаляры в
одной коммуникации.

В тестовых расчетах использовались матрицы из коллекции университета Флориды
(https://sparse.tamu.edu/). Вектор правых частей формировался, как построчная сумма
элементов матрицы. Таким образом, решение системы Ax = b, размерности N\times N (с числом
ненулевых элементов nnz) представляет из себя вектор x = (1, 1, . . . , 1)T .

Для систем уравнений малой размерности время решения на CPU по классической схе-
ме CG значительно меньше времени выполнения GPU при одном и том же числе итераций
(см. табл. 1). Для больших систем затраты на синхронизации и пересылку между CPU и
GPU перекрываются быстродействием GPU. В конвейерном варианте CGwO вычислитель-
ные затраты выполнения на GPU уменьшаются для всех рассмотренных систем уравнений
практически трехкратно только за счет сокращения обменов между GPU и CPU при вы-
числении скалярных произведений.

2. Метод сопряженных градиентов при совместном
использовании CPU и GPU

Рассмотрим применение Алгоритма 1 для параллельного решения сверхбольших систем
уравнений на вычислительных узлах, каждый из которых содержит несколько CPU и GPU.

Рис. Гетерогенный вычислительный узел CPU+GPU
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Для решения СЛАУ на нескольких GPU построим блочный алгоритм конвейерного
метода сопряженных градиентов. Обмен данными между разными GPU в рамках одно-
го вычислительного узла осуществляется с помощью технологии OpenMP, а обмен между
разными вычислительными узлами — с помощью технологии MPI.

На рисунке представлена схема организации параллельных вычислений на гетероген-
ном вычислительном узле. Для примера рассмотрим узел, содержащий центральный вось-
миядерный процессор и два графических ускорителя. Число OpenMP потоков выбирается
по числу доступных ядер CPU. Первые два потока отвечают за обмен данными и запуск на
двух GPU. Нити 2–6 обеспечивают вычисления на CPU и могут выполнять вычислитель-
ную работу над отдельным блоком матрицы СЛАУ. Последняя нить осуществляет MPI-
коммуникации и обмен данными с другими вычислительными узлами.

2.1. Разделение матрицы

Для разделения матрицы A на блоки построим граф GA(V,E), где V = \{ i\} — множе-
ство вершин, связанных со строчным индексом матрицы (число вершин равно числу строк
матрицы A); E = \{ (i, j)\} — множество ребер. Две вершины i и j считаются связанными,
если в матрице A есть ненулевой элемент с индексами i и j. Полученный граф делится на
блоки, число которых равно d. Например, для разделения графа можно использовать алго-
ритмом послойного разделения [14], который сокращает затраты на коммуникации за счет
обменов только с двумя соседними узлами. После этого каждой вершине графа ставится в
соответствие свой GPU или CPU. На каждом исполнительном устройстве вершины делятся
на внутренние и граничные. Последние связаны хотя бы с одной вершиной, принадлежащей
другому блоку.

После разделения каждый блок Ak исходной матрицы содержит в себе следующие под-
матрицы:

\bullet A
[ik,ik]
k — матрица связей между внутренними узлами;

\bullet A
[ik,bk]
k , A[bk,ik]

k — матрицы связей между внутренними и граничными узлами;
\bullet A

[bk,bl]
k — матрица связи между граничными узлами k-го и l-го блоков.

Тогда матрица A может быть записана в следующем виде:

A =

\left( 
        

A
[i1,i1]
1 A

[i1,b1]
1 \cdot \cdot \cdot 0 0

A
[b1,i1]
1 A

[b1,b1]
1 \cdot \cdot \cdot 0 A

[b1,bd]
1

...
...

. . .
...

...
0 0 \cdot \cdot \cdot A

[id,id]
d A

[id,bd]
d

0 A
[bd,b1]
d \cdot \cdot \cdot A

[bd,id]
d A

[bd,bd]
d

\right) 
        
.

Используя полученное разделение, матрично-векторное произведение n = Am разделим
на две составляющие:

nbk = A
[bk,ik]
k mi

k +

l\leqslant d\sum 

l=1

A
[bk,bl]
k mb

l , nik = A
[ik,ik]
k mi

k +A
[ik,bk]
k nbk, (1)

здесь k соответствует исполнительному устройству. Блочное представление векторов,
участвующих в алгоритме, наследуется от разделения матрицы. Например, вектор m имеет
вид mT =

\bigl( 
mi

1,m
b
1, . . . ,m

i
k,m

b
k, . . . ,m

i
d,m

b
d

\bigr) 
. Такая реализация матрично-векторного произ-

ведения уменьшает затраты на коммуникации между блоками на каждой итерации сопря-
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женных градиентов. Для выполнения этой операции, требуется обмен векторамиmb
k, размер

которых меньше размерности начального вектора m.
Разделение на блоки матрицы предобуславливателя M производится подобным обра-

зом.

2.2. Блочный конвейерный алгоритм

Используя блочное разделение матрицы и векторов, выполним распределение блоков
матрицы на имеющиеся CPU и GPU. Число и размеры блоков позволяют распределять на-
грузку в соответствии с производительностью имеющихся исполнительных устройств, в том
числе и выделение нескольких блоков на одно устройство. Представим параллельную блоч-
ную схему метода CGwO, выполняемого каждым k-ом устройством в виде алг. 2, в котором
выделены две параллельные ветви, выполняемые соответственно CPU и GPU/CPU.

Алгоритм 2: Блочный алгоритм CGwO выполняемый на k-ом устройстве

Data: Разделение матрицы на блоки A[ik,ik]
k , A[ik,bk]

k , A[bk,ik]
k , A[bk,bl]

k .

1 r = b

2 u =M - 1r

// Параллельно выполняемые ветви алгоритма
// (CPU \vee GPU)k

3 wi
k = A

[ik,ik]
k \cdot uik +A

[ik,bk]
k \cdot ubk

4 wb
k = A

[bk,bk]
k \cdot ubk +A

[bk,ik]
k \cdot uik

5 wb
k = wb

k + wb
h

6 m =M - 1w

7 \gamma 1k = (rk, uk); \delta k = (wk, uk)

8 j = 0

// CPU
Сборка векторов ubk
wb
h =

\sum l\leqslant d
l=1,l \not =k A

[bk,bl]
k \cdot ubk

Копирование wb
h на \ttG \ttP \ttU k

Сборка векторов mb
k

Сборка \delta =
\sum 

k \delta k; \gamma 1 =
\sum 

k \gamma 1k

while | | r| | 2/| | b| | 2 > \varepsilon do

9 nik = A
[ik,ik]
k \cdot mi

k +A
[ik,bk]
k \cdot mb

k

10 nbk = A
[bk,bk]
k \cdot mb

k +A
[bk,ik]
k \cdot mi

k

11 nbk = nbk + nbh
12 z = n+ \beta z

13 w = w  - \alpha z

14 q = m+ \beta q

15 s = w + \beta s

16 p = u+ \beta p

17 x = x+ \alpha p

18 r = r  - \alpha s

19 u = u+ \alpha q

20 m =M - 1w

21 \gamma 0 = \gamma 1

22 \gamma 1k = (rk, uk); \delta k = (wk, uk)

23 j = j + 1

nbh =
\sum l\leqslant d

l=1,l \not =k A
[bk,bl]
k \cdot mb

k ;
Копирование nbh на GPUk;
\beta = ((j = 0) ? 0 : \gamma 1/\gamma 0) ;
\alpha = \gamma 1/(\delta  - \beta \gamma 1/\alpha ) ;

Сборка векторов wb
k;

Сборка векторов mb
k;

Сборка \delta =
\sum 

k \delta k; \gamma 1 =
\sum 

k \gamma 1k ;

Операции, выполняемые параллельно, записаны в одной строке алгоритма. Векторные
операции на каждом исполняющем устройстве происходят в два этапа, для внутренних и
граничных узлов. Обозначения внутренних и граничных узлов для векторов опущены, за
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исключением матрично-векторного произведения. Скалярные произведения векторов вы-
полняются независимо каждым исполняющим устройством над своими частями векторов.
Суммирования промежуточных скаляров происходит в параллельных потоках, отвечающих
за коммуникации, что является точкой синхронизации на каждой итерации алгоритма. В
блочном CGwO по сравнению с алг. 1 был перенесен шаг предобуславливания (строка 7 в
строку 20). Это сделано для того, чтобы совместить векторные операции на исполняющем
устройстве и сборку вектора правых частей для выполнения матрично-векторного умно-
жения в предобуславливании. В строке 11 справа используется тернарный оператор: если
j = 0, то \beta = 0, в других случаях \beta = \gamma 1/\gamma 0. Нижний индекс h в алгоритме применяется
для векторов, которые хранятся только в памяти CPU.

Численные эксперименты по применению алг. 2 проводились при различных вариан-
тах конфигурации вычислительных узлов, содержащих несколько CPU и GPU. В самом
общем случае, параллельные вычисления на нескольких гетерогенных вычислительных уз-
лах, содержащих один и более CPU и несколько GPU, реализуются с помощью сочетания
технологий: MPI, OpenMP и CUDA. Рассмотрим организацию вычислений на примере
кластера, в составе которого имеется два вычислительных узла (8 ядер CPU и 2 GPU).
Каждому вычислительному узлу ставится в соответствие параллельный процесс MPI. В
параллельном процессе порождается 9 параллельных потоков OpenMP, что на один боль-
ше, чем доступные ядра CPU. Восьмой поток OpenMP отвечает за коммуникации между
различными вычислительными узлами средствами технологии MPI (сборка векторов с по-
мощью функции \ttA \ttl \ttl \ttg \tta \ttt \tth \tte \ttr \ttv , сложение скаляров \ttA \ttl \ttl \ttr \tte \ttd \ttu \ttc \tte ) и различными GPU. В алг. 2
операции, выполняемые этим потоком, представлены справа. Нулевой и первый потоки
OpenMP связываются с одним из доступных GPU-устройств и отвечают за пересылку дан-
ных между GPU-CPU (вызовы функций асинхронного копирования) и вспомогательные
вычисления. Каждое доступное GPU-устройство (в дальнейшем рассматривается как ис-
полняющее устройство) связывается с одним из параллельных потоков OpenMP, который
отвечает за пересылку данных между GPU-CPU (вызовы функций асинхронного копиро-
вания) и участвует с восьмым потоком в операции матрично-векторного умножения на
граничных узлах (строки 4, 9 правая колонка). Оставшиеся параллельные потоки (второй–
седьмой) производят вычисления как отдельное исполняющее устройство для своего блока
матрицы. Операции, выполняемые исполняющими устройствами в алг. 2 приведены слева.

Применение предобуславливателя строки 2, 6 и 20 подразумевает использование блоч-
ного матрично-векторного произведения вида (1) рассмотренного выше.

3. Численные эксперименты

Вычислительные эксперименты выполнялись на вычислительных узлах (ВУ) несколь-
ких типов кластера «Уран» суперкомпьютерного центра ИММ УрО РАН (СКЦ ИММ УрО
РАН).

Используемые вычислительные узлы имеют следующие характеристики:
\bullet раздел «debug»: 4 узла tesla [31–32, 46–47] по два 8-ядерных процессора Intel Xeon

E5-2660 (2,2 ГГц), оперативная память — 96 ГБ, 8 GPU Nvidia Tesla M2090 (6 ГБ
графической памяти), коммуникационная сеть — Gigabit Ethernet (1 Гбит/c).

\bullet раздел «tesla-v100»: два 18-ядерных процессора Intel Xeon Gold 6240 CPU (2,60 ГГц);
оперативная память — 384 ГБ; 8 GPU Nvidia Tesla V100 (32 ГБ графической памяти).
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\bullet раздел «tesla [21–30]»: 10 узлов по два 6-ядерных процессора Intel Xeon X5675
(3,07 ГГц), оперативная память — 192 ГБ, 8 GPU Nvidia Tesla M2090 (6 ГБ гра-
фической памяти), коммуникационная сеть — Infiniband (20 Гбит/с).

\bullet раздел «tesla [33–45]»: 13 узлов по два 8-ядерных процессора Intel Xeon E5-2660
(2,2 ГГц), оперативная память — 96 ГБ, 8 GPU Nvidia Tesla M2090 (6 ГБ графической
памяти), коммуникационная сеть — Infiniband (20 Гб/с).

\bullet раздел «tesla [48–52]»: 5 узлов по два 8-ядерных процессора Intel Xeon E5-2650
(2,6 ГГц), оперативная память — 64 ГБ, 3 GPU Nvidia Tesla K40m (12 ГБ графи-
ческой памяти), коммуникационная сеть — Infiniband (20 Гб/с).

Таблица 1
Время решения алгоритмом CG на CPU и GPU, сек

Матрица N nnz # итераций ВУ Время, сек

CG CGwO
Plat362 362 5786 991 M2090 6,88E-01 3,07E-01

K40m 4,13E-01 3,12E-01
1138_bus 1138 4054 717 M2090 3,81E-01 1,84E-01

K40m 5,31E-01 2,01E-01
debug 6,82E-01 1,90E-01

Muu 7102 170134 12 M2090 2,64E-01 4,68E-03
K40m 3,31E-01 4,55E-03

Kuu 7102 340200 378 M2090 4,31E-01 1,31E-01
K40m 4,39E-01 1,35E-01

Pres_Poisson 14822 715804 661 M2090 6,72E-01 3,13E-01
K40m 6,346E-01 2,73E-01

Inline_1 503712 36816342 5642 M2090 4,74E+01 5,17E+01
K40m 3,06E+01 3,37E+01

Fault_639 638802 28614564 4444 M2090 3,83E+01 4,32E+01
K40m 2,44E+01 2,77E+01
debug 2,44E+01 2,77E+01

thermal2 1228045 8580313 2493 M2090 1,35E+01 1,82E+01
K40m 8,33E+00 1,18E+01

G3_circuit 1585478 7660826 592 M2090 3,43E+00 4,32E+00
K40m 1,94E+00 2,92E+00

Quenn_4147 4147110 399499284 8257 M2090 5,46E+02 5,78E+02
K40m 3,55E+02 3,75E+02

Результаты сравнения двух алгоритмов метода сопряженных градиентов на системах
уравнений, содержащих тестовые матрицы, представлены в табл. 1. Результаты приведе-
ны для нескольких типов вычислительных узлов при использовании одного графического
ускорителя. Матрицы упорядочены по увеличению порядка системы уравнений (N) и числа
ненулевых элементов (nnz). Жирным выделено лучшее время решения системы в каждом
случае.

Конвейерный алгоритм CGwO показал сокращение времени выполнения на небольших
СЛАУ, для которых характерна небольшая вычислительная нагрузка, за счет чего сокра-
щение коммуникаций обеспечивает меньшие временные затраты. Отметим, что классиче-

Н.С. Недожогин, С.П. Копысов, А.К. Новиков

2020, т. 9, № 2 47



ский алгоритм CG был реализован на основе CUBLAS, а в варианте CGwO применяются
матричные и векторные операции собственной GPU-реализации.

Для систем Inline_1 и Fault_639 время выполнения конвейерного алгоритма на 10
и 13,5 % больше относительно блочного варианта CG, что связано с выполнением допол-
нительных векторных операций, которые не перекрываются сокращением коммуникаций.
С уменьшением числа итераций время выполнения алгоритмов CG и CgwO на одном GPU
возрастает незначительно. Так, например, для матриц G3_circuit и thermal2 с примерно
равным числом уравнений значительно различаются результаты. Для системы с матрицей
thermal2 увеличение затрат становится более существенным, в сравнении с G3_circuit.

В табл. 2 и 3 представлены результаты выполнения блочных вариантов алгоритмов
при вычислениях на нескольких вычислительных узлах. Здесь обозначение #CPU/#GPU
означает число используемых графических ускорителей #GPU на каждом вычислительном
узле, число которых равно #CPU. Как отмечалось ранее, при выполнении алгоритма на
одном вычислительном узле с двумя ускорителями (например, 1CPU/2GPU) коммуника-
ции обеспечивались только с помощью технологии OpenMP. В случае 8CPU/1GPU — на
восьми вычислительных узлах при задействовании одного GPU на каждом, обмены осу-
ществлялись на основе MPI.

Таблица 2
Время решения блочным алгоритмом CG на CPU/GPU, сек

BlockCG/число блоков

Матрица/ВУ
2 3 8

#CPU/#GPU
2/1 3/1 4/2 8/1

Plat362/M2090 1,55E+00 — — —
/K40m 1,92E+00 1,56E+00 — —

1138_bus/M2090 1,84E+00 — — —
/K40m 1,90E+00 1,85E+00 — —
/debug 1,25E+01 — — —

Muu/M2090 6,12E-01 — 1,84E+00 7,4E-01
/K40m 6,59E-01 5,64E-01 6,97E+00 —

Kuu/M2090 1,30E+00 — 1,35E+00 1,41E+00
/K40m 1,29E+00 1,36E+00 1,94E+00 —

Pres_Poisson/M2090 1,55E+00 — 1,57E+00 2,0E+00
/K40m 1,60E+00 1,66E+00 2,3E+00 —

Inline_1/M2090 3,76E+01 — — —
/K40m 2,66E+01 2,20E+01 — —

Fault_639/M2090 3,18E+01 — 1,55E+01 2,09E+01
/K40m 2,20E+01 1,98E+01 2,89E+01 —
/debug 9,38E+01 — — —

thermal2/M2090 1,46E+01 — 9,77E+00 1,15E+01
/K40m 1,18E+01 1,00E+01 — —

G3_circuit/M2090 4,27E+00 — 4,82E+00 3,26E+00
/K40m 4,04E+00 3,510E+00 4,06E+00 —

Quenn_4147/M2090 1,33E+02 1,55E+02 — —
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Значительное влияние характеристик сети на производительность блочных методов
можно увидеть в табл. 2 и 3 для систем уравнений с матрицами Fault_639 и 1138_bus.
Вычисления для этих систем уравнений выполнялись на различных вычислительных уз-
лах (ВУ) с разной пропускной способностью и латентностью коммуникационной сети. При
численных экспериментах на ВУ (раздел «debug»), соединенных коммуникационной сетью
Gigabit Ethernet, затраты на коммуникации значительно увеличивают время выполнения
алгоритма CG. Например, в варианте 1138_bus на аппаратном разделе «debug» время
выполнения конвейерного алгоритма в 3,6 раза меньше (строка «debug» в табл. 2 и 3 и лю-
бая строка в табл. 1). Использование коммуникационной сети Infiniband 20 Гб/с позволяет
сократить время выполнения для всех представленных систем уравнений (строки «M2090»
и «K40m»).

Сравнение строк таблиц, соответствующих «K40m» и «M2090», показывает, что исполь-
зование GPU нового поколения обеспечивает существенное уменьшение времени выполне-
ния. Особенно это заметно на системах больших размерностей thermal2, G3_circuit, где
использование ускорителя Tesla K40m позволяет получить ускорение до 2,5 раз в сравнении
с Tesla M2090 (в 2,5 раза в табл. 1 для системы thermal2, для остальных матриц в среднем
в 1,5 раза быстрее).

При сокращении вычислительной нагрузки более явно сказывается уменьшение числа
точек синхронизации и объединения пересылок за одну транзакцию. Это показывает срав-
нение систем с матрицами Kuu с Muu. При равном числе уравнений и ненулевых элементов
обусловленность этих матриц существенно отличается и, как следствие, число итераций в
методе сопряженных градиентов различно. Из табл. 1 видно, что использование конвейер-
ного алгоритма для матрицы Muu дает ускорение в 70 раз по сравнению с матрицей Kuu,
где ускорение только 2,8.

На матрицах большой размерности Inline_1, Fault_639, thermal2 и G3_circuit
ускорения не наблюдается, потому что сокращение коммуникаций не перекрывает затра-
ты на дополнительные векторные операции (табл. 1). Использование блочных алгоритмов
сокращает вычислительную нагрузку на один GPU, тем самым позволяет при некотором
разделении матрицы и векторов (размерности \approx 200000 на каждом GPU) получить ускоре-
нии вычислений. Например, для системы Fault_639 порядка 638802 достигается невысокое
ускорение (в 1,2–1,5 раза) при разделении на три блока, для системы Inline_1 — на два
блока.

Анализ результатов показал, что уменьшение объема данных за счет разделения мат-
рицы и сокращение точек синхронизации незначительно снижают влияние коммуникаци-
онных затрат на общую производительность алгоритма. Только использование ВУ, соеди-
ненных Infiniband позволило получить ускорение при вычислениях на нескольких вычис-
лительных узлах. Разделение матрицы на блоки позволило сократить время выполнения
конвейерного блочного алгоритма по сравнению с классическим, выполняемом на одном
узле, на матрицах Inline_1, Fault_639 за счет сокращения вычислительной нагрузки,
приходящейся на один графический ускоритель.

На системах большого порядка thermal2, G3_circuit, решаемых блочным вариантом
алгоритма CGwO, сокращение коммуникаций и точек синхронизации так же не перекры-
вают возрастающие затраты на дополнительные векторные операции.

В табл. 4 представлены результаты по ускорению блочного конвейерного алгоритма
метода сопряженных градиентов при разделении на большее число подобластей (12 и 16)
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Таблица 3
Время решения блочным конвейерным алгоритмом CGwO на

CPU/GPU, сек

BlockCGwO/число блоков

Матрица/ВУ
2 3 8

#CPU/#GPU
2/1 3/1 4/2 8/1

Plat362/M2090 1,22E+00 — — —
/K40m 1,28E+00 1,31E+00 —

1138_bus/M2090 9,28E-01 — — —
/K40m 1,03E+00 1,04E+00 — —
/debug 5,36E+00 — — —

Muu/M2090 2,29E-01 — 5,8E-01 1,8E-01
/K40m 2,89E-01 2,88E-01 — —

Kuu/M2090 6,43E-01 — 0,80E+00 7,9E-01
/K40m 6,81E-01 7,95E-01 1,26E+00 —

Pres_Poisson/M2090 9,57E-01 — 1.08E+00 9,5E-01
/K40m 1,02E+00 1,19E+00 1,76E+00 —

Inline_1/M2090 3,65E+01 — — —
/K40m 2,48E+01 1,97E+01 — —

Fault_639/M2090 3,03E+01 — 1,49E+01 1,69E+01
/K40m 2,05E+01 1,78E+01 2,13E+01 —
/debug 5,25E+01 — — —

thermal2/M2090 1,49E+01 — 9,33E+00 8,92E+00
/K40m 1,18E+01 9,65E+00 — —

G3_circuit/M2090 3,99E+00 4,78E+00 2,69E+00
/K40m 3,27E+00 2,77E+00 3,86E+00

Quenn_4147/M2090 1,4E+02

и вычислениях на узлах с GPU Nvidia Tesla M2090. Ускорение считалось относительно
варианта на одном GPU из табл. 1. Все эксперименты производились при эксклюзивном
использовании вычислительного узла, но не сети.

Таблица 4
Ускорение алгоритма CGwO

Число блоков

Матрица
12 16

#CPU/#GPU
2/6 3/4 12/1 2/8 4/4 16/1

Kuu 0,06 0,03 0,21 0,045 0,087 0,22
Inline_1 3,19 3,41 3,51 3,09 3,40 3,80

Fault_639 3,09 3,23 4,10 2.94 3,29 2,11
thermal2 1,56 1,95 2,15 1,50 1,55 2,22

Quenn_4147 4,73 5,01 5,07 4,77 5,50 5,34
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Из представленных результатов видно, что использование многих узлов с одним GPU
или небольшого числа узлов с несколькими GPU (не более 4-х на узел) дает примерно рав-
ное ускорение параллельного алгоритма. При использовании 8 ускорителей на узле уско-
рение снижается незначительно (7 %). Помимо этого большое число подобластей матрицы
увеличивает затраты на коммуникации, которые не перекрываются за счет сокращения
времени выполнения матричных и векторных операций. При разделении на 16 подобластей
приложение выполняется на вычислительных узлах, содержащих CPU разных поколений
(Intel Xeon X5675 и Intel Xeon E5-2660), что приводит к уменьшению ускорения для матриц
Quenn_4147 и Fault_639.

Заключение

Гибридные вычислительные узлы, содержащие и совместно использующие CPU+GPU
позволяют обеспечить эффективное решение более широкого круга задач или одной задачи,
для которой меняются параллельные свойства алгоритмов, и назначить на выполнение то
или другое исполнительное устройство. Отметим также высокую энергоэффективность ги-
бридных вычислительных систем в тех случаях, когда равномерно загружены центральные
процессоры и графические ускорители вычислений.

В работе рассмотрена параллельная реализация решения систем линейных алгебраиче-
ских уравнений на вычислительных узлах, содержащих центральный процессоры и гра-
фические ускорители. При совместном использовании CPU и GPU производительность
параллельных алгоритмов для классических схем метода сопряженных градиентов суще-
ственно ограничивается наличием точек синхронизации. Предложен конвейерный вариант
метода сопряженных градиентов с одной точкой синхронизации, возможностью асинхрон-
ных вычислений, распределения нагрузки между несколькими GPU, находящимися, как
на одном вычислительном узле, так и для кластера GPU при решении систем уравнений
большой размерности. Для дальнейшего увеличения эффективности вычислений предпола-
гается исследовать не только коммуникационную нагрузку алгоритмов, но и распределение
вычислительной нагрузки между CPU и GPU. Для получения более надежных временных
оценок коммуникаций необходимо проведение серии вычислительных экспериментов на вы-
числительных системах с полностью монопольным режимом работы с большим числом
гетерогенных узлов.

Из анализа полученных в ходе численных экспериментов данных можно сделать сле-
дующие выводы: использование конвейерного алгоритма снижает коммуникационные за-
траты, но увеличивает вычислительные. Для систем небольших размеров или с небольшим
числом итераций это сокращает время выполнения алгоритма при использовании одного
GPU. Для систем больших размерностей, сокращение времени выполнения в сравнении с
CG, возможно только при разбиении матрицы на подобласти достаточно малой размерно-
сти, при котором уменьшение коммуникаций перекрывают увеличенные вычислительные
затраты.

Предложенные блочные алгоритмы, помимо сокращения времени выполнения, позво-
ляют решать системы линейных уравнений и большего порядка, для которых не обеспечи-
ваются необходимые ресурсы памяти одним GPU или вычислительным узлом. При этом,
конвейерный блочный алгоритм сокращает общее время выполнения за счет уменьшения
точек синхронизации и объединения коммуникаций в одно сообщение.
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Построена общая модель помехоустойчивого двоичного канала передачи данных, предназначенная для 
использования с различными декодерами мягких решений. Линия связи, рассматриваемая в модели, является 
дискретной по входу и непрерывной по выходу. На ее вход подаются дискретные сигналы из мультиплика-
тивного двоичного алфавита, а в результате непреднамеренных помех, возникающих в линии связи, на выходе 
после фильтрации формируются символы из мультипликативной группы поля вещественных чисел, которые 
затем подаются на вход декодера помехоустойчивого кода. Мягкие и вероятностные декодеры позволяют 
исправлять большее количество ошибок в кодовых словах, чем гарантируется минимальным расстоянием 
используемого помехоустойчивого кода. В работе рассмотрен вероятностный декодер мягких решений Си-
дельникова—Першакова для кодов Рида—Маллера второго порядка в модификации, предложенной П. Ло-
идрю и Б. Саккуром. Ранее эффективность этих декодеров была подтверждена с помощью имитационных 
экспериментов, но теоретическое обоснование отсутствовало. В настоящей работе сформулировано требование 
к каналу связи, названное гладкостью канала, при выполнении которого теоретически доказана корректность 
этого декодера в случае, когда количество ошибок в каждом кодовом слове ограничено половиной кодового 
расстояния. В основе доказательства лежит использование теории квадратичных форм и методов дифферен-
циального исчисления в кольце полиномов нескольких переменных над полями Галуа.  

Ключевые слова: коды Рида—Маллера, декодер, модель канала, доказательство корректности декодера. 
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информатика. 2020. Т. 9, № 2. С. 55–67. DOI: 10.14529/cmse200204. 

Введение 

В.М. Сидельниковым и А.С. Першаковым в [10] предложен вероятностный мягкий 
декодер для двоичных кодов Рида—Маллера второго порядка (далее СП-декодер). 
Напомним, что по сравнению с классическими детерминированными декодерами вероят-
ностные и мягкие декодеры исправляют большее количество ошибок, но при этом обла-
дают большей сложностью. Вероятностные декодеры, как правило, гарантировано ис-
правляют ошибки в пределах половины кодового расстояния, а при дальнейшем увеличе-
нии числа ошибок делают это с некоторой вероятностью. Декодеры мягких решений по-
лучают на вход данные из канала без демодуляции [9], за счет чего не накапливаются 
ошибки квантования, и в силу этого качество декодирования растет. 

В [1] была предложена модификация СП-декодера (далее СПМ-декодер), авторы ко-
торой отказались от использования некоторых параметров СП-декодера, тем самым по-

низив его сложность, от 𝑂(logଶ𝑛 + ℎ𝑠ଷ)𝑛ଶ до 𝑂(𝑛ଶlogଶ𝑛), где 𝑛 — длина кода Рида—
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Маллера, а 𝑠 и ℎ — параметры СП-декодера. СП и СПМ декодеры представлены их 
авторами без обоснования, однако корректирующая способность этих декодеров для дис-
кретных ошибок подтверждена экспериментально (см., например, [1, 8]).  

Декодеры СП и СПМ построены для линии связи, на выходе которой вместо входного 
бинарного алфавита появляются вещественные числа. В обоих декодерах на первом шаге 
фактически вычисляется производный вектор в мультипликативном виде, однако в соот-
ветствующих формулах вместо операции деления используется операция умножения, что, 
в конечном счете, способствует ухудшению процесса декодирования.  

В настоящей работе построена модификация алгоритмов СП и СПМ, в которой про-
изводный вектор в мультипликативном виде вычисляется правильно с применением опе-
рации деления. Найдено условие для двоичного канала связи, названное гладкостью ка-
нала, при выполнении которого доказана корректность этого декодера кодов Рида—Мал-
лера в случае, если число ошибок, повредившее кодовое слово, не превышает половины 
кодового расстояния. 

Статья организована следующим образом. В разделе 1 построена общая модель поме-
хоустойчивого двоичного канала передачи данных, предназначенная для использования 
с различными декодерами мягких решений, в которой оператор приемника фильтрует 
входные сигналы из 𝑅 таким образом, чтобы при вычислении производного вектора не 
возникало проблемы деления на ноль. Раздел 2 содержит  необходимые сведения о кодах 
Рида—Маллера и описание некоторых их свойств. В разделе 3 разработана модификация 
СПМ-декодера, предназначенная для использования в канале, описываемом построенной 
моделью. В разделе 4 сформулировано условие для двоичного канала связи, названное 
гладкостью канала, при выполнении которого доказана корректность построенного деко-
дера кодов Рида—Маллера в случае, если число ошибок, повредившее кодовое слово, не 
превышает половины кодового расстояния. В заключении приводится краткая сводка ре-
зультатов, полученных в работе и указаны направления дальнейших исследований. 

1. Модель бинарного канала передачи данных 

Рассмотрим модель бинарного канала передачи данных (см. рис. 1). Источник сооб-

щений генерирует информационные векторы 𝑚ഥ = (𝑚ଵ,  𝑚ଶ, . . . , 𝑚௞), 𝑚ഥ ∈ 𝐹ଶ
௞, где 𝐹ଶ

௞ — ли-
нейное 𝑘-мерное пространство над полем Галуа 𝐹ଶ. Сгенерированные векторы поступают 
на вход кодера канала, где они кодируются с помощью некоторого двоичного линейного 
блочного кода длины 𝑛 размерности 𝑘(< 𝑛), для которого известен декодер мягких реше-
ний. На выходе кодера канала вырабатываются кодовые векторы 𝑐̅ из пространства 𝐹ଶ

௡. 
В качестве оператора кодера канала рассмотрим отображение 𝐶𝑜𝑑: 𝐹ଶ

௞ → 𝐹ଶ
௡. 

Из кодера данные попадают на вход передатчика, который трансформирует символы 
кодовых векторов в сигналы, пригодные для передачи в линии связи. Именно, с помощью 
изоморфизма аддитивной группы поля 𝐹ଶ на мультипликативную группу 𝐶ଶ =

{𝑒௜గ௝)}௝∈ிమ
= {1; −1}: 

𝜙: 𝐹ଶ → 𝐶ଶ, 𝜙(𝑗) = 𝑒௜గ௝ = (−1)௝,  𝑗 ∈ 𝐹ଶ, 
передатчик в модели преобразовывает кодовые векторы 𝑐̅ ∈ 𝐹ଶ

௡
 в векторы 𝑧̅ =

(𝑧ଵ,  𝑧ଶ, . . . , 𝑧௡)(∈ 𝐶ଶ
௡). 
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Рис.1. Схема моделируемого канала передачи данных 

Введем оператор передатчика  
 𝑠𝑛𝑑: 𝐹ଶ

௡ → 𝐶ଶ
௡, (1)

где 𝑠𝑛𝑑(𝑎ത) = (𝜙(𝑎ଵ),  . . . , 𝜙(𝑎௡)), 𝑎ത = (𝑎ଵ, . . . , 𝑎௡) ∈ 𝐹ଶ
௡, и рассмотрим отображение 

 𝜇௡=(𝑠𝑛𝑑)-1. (2)
Полученные векторы 𝑧̅ = (𝑧ଵ,  𝑧ଶ, . . . , 𝑧௡) направляются передатчиком в линию связи. 

Заметим, что физический аналог сигнала 𝑧௝ можно получить, например, применяя двоич-
ную фазовую манипуляцию, в которой фаза несущего колебания смещается на одно из 
двух значений: ноль или 𝜋 [11]. 

На вход линии связи подаются дискретные сигналы из 𝐶ଶ, интерпретируемые как 
элементы 𝑅. В результате присутствующих в линии связи помех, на выходе вместо сиг-
налов 1 могут появиться произвольные вещественные числа из 𝑅. Отметим, что рассмат-
риваемая линия связи является дискретной по входу и непрерывной по выходу. Таким 
образом, под воздействием шума координаты вектора 𝑧̅ искажаются и формируется век-
тор 𝑧̅ᇱ = (𝑧ଵ′,  𝑧ଶ′, . . . , 𝑧௡′) ∈ 𝑅௡, и в результате получаем оператор линии связи 𝑙𝑖𝑛𝑒: 𝐶ଶ

௡ →

𝑅௡. 
Из линии связи вектор 𝑧̅ᇱ ∈ 𝑅௡ поступает на вход приемника, который преобразует 

сигнал 𝑧ᇱ
௦ в 𝑦௦ из допустимой области Ξఌ = {𝜉 ∈ 𝑅|𝜀 ≤ |𝜉| ≤ 1/𝜀}, где 𝜀(∈ (0; 1]) — пара-

метр приемника. После такой фильтрации на выходе приемника появляется вектор𝑦ത =

(𝑦ଵ,  . . . , 𝑦௡) ∈ Ξఌ
௡. В результате, получаем оператор приемника с мягкими решениями: 

𝑟𝑐𝑣: 𝑅௡ → Ξఌ
௡.        (3) 

Рассмотрим подробнее действие фильтра (см. рис. 2). Заштрихованные участки соот-
ветствуют допустимой области Ξఌ, черные точки соответствуют корректным значениям 
сигнала из алфавита 𝐶ଶ = {−1; 1}. Белые точки соответствуют искаженным, но остав-
шимся в допустимой области, сигналам. После фильтрации сигналы, принадлежащие об-
ласти Ξఌ, не изменяются. Если же искажение переводит сигнал за границы этой области 
(серые точки), то приемник смещает этот сигнал в область Ξఌ по кратчайшему пути. 
 

 

Рис. 2. Действие фильтра 

В.М. Деундяк, Н.С. Могилевская
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Оператор непомехоустойчивого канала определим равенством 
𝑐ℎ𝑛 = 𝑟𝑐𝑣 ⋅ 𝑙𝑖𝑛𝑒 ⋅ 𝑠𝑛𝑑: 𝐹ଶ

௡ → Ξఌ
௡. 

На вход декодера мягких решений поступает вектор 𝑦ത (∈ Ξఌ
௡) с выхода приемника. 

Задача декодера состоит в восстановлении исходного информационного вектора 𝑚ഥ   ∈ 𝐹ଶ
௞, 

через 𝐷𝑐𝑑 обозначим оператор декодера 𝐷𝑐𝑑: Ξఌ
௡ → 𝐹ଶ

௡. Результат декодирования �̅� пере-
дается получателю сообщения, при этом, если помеховая обстановка такова, что декоди-
рование прошло успешно, то 𝑚ഥ = �̅�. 

Оператор помехоустойчивого канала определим формулой: 
𝐶ℎ𝑛 = 𝐷𝑐𝑑 ⋅ 𝑟𝑐𝑣 ⋅ 𝑙𝑖𝑛𝑒 ⋅ 𝑠𝑛𝑑 ⋅ 𝐶𝑜𝑑: 𝐹ଶ

௞ → 𝐹ଶ
௞. 

Из определений описанных операторов вытекает, что 𝐶ℎ𝑛 = 𝐷𝑐𝑑 ⋅ 𝑐ℎ𝑛 ⋅ 𝐶𝑜𝑑. 
Если в модели приемник принимает жесткие решение, т.е. формирует на своем выходе 

элементы из  𝐶ଶ, то реализуется дискретный непомехоустойчивый канал. Оператор этого 
канала имеет вид 
 𝑐ℎ𝑛ௗ = 𝑟𝑐𝑣 ⋅ 𝑙𝑖𝑛𝑒 ⋅ 𝑠𝑛𝑑: 𝐹ଶ

௡ → 𝐶ଶ
௡, (4)

и поэтому 𝐶ℎ𝑛 = 𝐷𝑐𝑑 ⋅ 𝑐ℎ𝑛ௗ ⋅ 𝐶𝑜𝑑. 
Отметим, что для троичного канала связи подобная модель была ранее рассмотрена 

в [3–5], однако двоичная модель имеет отличие в геометрическом представлении сигнала 
и фильтрации. 

2. Основные определения и свойства двоичных кодов  
Рида—Маллера 

Над полем 𝐹ଶ рассмотрим кольцо 𝐹ଶ[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] полиномов от 𝑚 переменных. Далее 
будем полагать, что все мономы в полиномах этого кольца имеют вид 𝜙 = 𝑥ଵ

ఈభ . . . 𝑥௠
ఈ೘, 𝛼௜ ∈

{0; 1}, 𝑖 = 1, 𝑚തതതതതത. 
Пусть 𝜌(𝛼ത) = 𝛼ଵ + 𝛼ଶ+. . . +𝛼௠, где 𝛼ത = (𝛼ଵ, . . . , 𝛼௠) ∈ {0; 1}௠. Степень монома �̅�ఈഥ =

𝑥ଵ
ఈభ . . . 𝑥௠

ఈ೘ определяется как deg(�̅�ఈഥ ) = 𝜌(𝛼ത). Степень полинома 𝑓 ∈ 𝐹ଶ[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௠] опре-
деляется как максимум степеней его мономов с ненулевыми коэффициентами.  

Зафиксируем упорядочение из 𝑛 = 2௠
 векторов 

 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟௠ = {𝛼തଵ, . . . , 𝛼ത௡}, (5)
где 𝛼ത௝ = (𝛼௝భ

, 𝛼௝మ
, . . . 𝛼௝೘

), 𝛼௝೔
∈ {0; 1}, элементы которого расположены по возрастанию 

𝜌(𝛼ത), и упорядочены лексикографически при одинаковых 𝜌(𝛼ത). Например, 
𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟ଷ = {(0,0,0); (0,0,1); (0,1,0); (1,0,0); (0,1,1); (1,0,1); (1,1,0); (1,1,1)},  

𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟ଶ = {(0,0);  (0,1);  (1,0);  (1,1) }. 
Далее полиномы 𝑓 ∈ 𝐹ଶ[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] будем записывать, располагая их слагаемые со-

гласно упорядочению (5), и рассматривать их как сумму однородных полиномов со сте-
пенями от нуля до deg(𝑓): 

𝑓(�̅�) = ෍ 𝑓ఈభఈమ...ఈ೘
𝑥ఈభ𝑥ఈమ . . . 𝑥ఈ೘

ఘ(ఈഥ)ஸୢୣ୥(௙)
= 𝑓଴ഥ𝑥଴ഥ + ෌ 𝑓ఈഥ �̅�ఈഥ

ఘ(ఈഥ)ୀଵ
+ ෌ 𝑓ఈഥ �̅�ఈഥ

ఘ(ఈഥ)ୀଶ
+. . . + ෌ 𝑓ఈഥ �̅�ఈഥ

ఘ(ఈഥ)ୀୢୣ୥(௙)
 (6) 

Полиномы из 𝐹ଶ[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠], степени которых не превышают 𝑟, образуют линейное про-
странство 𝐹ଶ

(௥)
[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠]:   

𝐹ଶ
(௥)

[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] = ൛𝑓(𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠) ∈ 𝐹ଶ [𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] | deg(𝑓(𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠)) ≤ 𝑟ൟ. 
Используя (5) для нумерации элементов кодового слова, определим двоичный код 

Рида—Маллера [2, 7] с параметрами 𝑟, 𝑚, где 𝑚 ≥ 𝑟 ≥ 1, 𝑚 ≥ 2, следующим образом: 
𝑅𝑀(𝑟, 𝑚) = {(𝑓(𝛼തଵ), . . . , 𝑓(𝛼ത௡))|𝑓 ∈ 𝐹ଶ

(௥)
[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠]} ⊂ 𝐹ଶ

௡.  (7) 
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Параметр 𝑟 называют порядком кода. Информационными полиномами кода 𝑅𝑀(𝑟, 𝑚) 
являются полиномы из кольца 𝐹ଶ

(௥)[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠]. Вектор �̅� ∈ 𝐹ଶ
௞
 коэффициентов информаци-

онного полинома 𝑣(𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠), называется информационным вектором. Основные пара-
метры кода 𝑅𝑀(𝑟, 𝑚) длина 𝑛, размерность 𝑘, минимальное кодовое расстояние 𝑑 и число 
исправляемых ошибок 𝑡 вычисляются по формулам: 

𝑛 = 2௠, 𝑘 = ෌ 𝐶௠
௜௥

௜ୀ଴
, 𝑑 = 2௠ି௥, 𝑡 = 2௠ି௥ିଵ − 1. 

В случае кода 𝑅𝑀(1, 𝑚) 
 𝑛 = 2௠, 𝑘 = 1 + 𝑚, 𝑑 = 2௠ିଵ, 𝑡 = 2௠ିଶ − 1, (8)

а информационные полиномы записываются в виде 

𝑓(�̅�) = ෌ 𝑓ఈഥ �̅�ఈഥ
ఘ(ఈഥ)ஸଵ

= 𝑎଴ഥ�̅�ఈഥ + ෌ 𝑎ఈഥ �̅�ఈഥ
ఘ(ఈഥ)ୀଵ

. 

В случае кода 𝑅𝑀(2, 𝑚) 
𝑛 = 2௠, 𝑘 = 1 + 𝑚 + 𝐶௠

ଶ  , 𝑑 = 2௠ିଶ, 𝑡 = 2௠ିଷ − 1,     (9) 
а информационные полиномы записываются в виде 

𝑓(�̅�) = ෌ 𝑓ఈഥ �̅�ఈഥ
ఘ(ఈഥ)ஸଶ

= 𝑎଴ഥ�̅�ఈഥ +
 
෌ 𝑎ఈഥ �̅�ఈഥ

ఘ(ఈഥ)ୀଵ
+ ෌ 𝑎ఈഥ �̅�ఈഥ

ఘ(ఈഥ)ୀଶ

. 

Определим оператор кодирования 
𝐶: 𝐹ଶ

(௥)
[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] → 𝐹ଶ

௡, 
формулой 

𝐶(𝑓) = (𝑓(𝛼തଵ), . . . , 𝑓(𝛼ത௡)),    (10) 
где 𝑓 ∈ 𝐹ଶ

(௥)
[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] информационный полином, 𝛼௜ ∈ 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟௠. 

Согласно [3, 6, 7] оператор дифференцирования полинома 𝑓 ∈ 𝐹ଶ
(௥)

[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠ ] по 
направлению 𝑏ത ∈ 𝐹ଶ

௠: 
 𝐷௕ത : 𝐹ଶ[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] → 𝐹ଶ[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠]  

определяется правилом: 
 (𝐷௕ത𝑓)(�̅�) = 𝑓௕ത(�̅�) − 𝑓(�̅�),     �̅� ∈ 𝐹ଶ

௠, (11)
где  

𝑓௕ത(�̅�) = 𝑓(�̅� + 𝑏ത). 
Полином 𝐷௕ത𝑓 называется производным полиномом для полинома 𝑓 ∈ 𝐹ଶ

(௥)
[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠ ] по 

направлению 𝑏ത ∈ 𝐹௤
௠. 

Рассмотрим 𝑓 ∈ 𝐹ଶ
(௥)

[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠ ], 𝑏ത ∈ 𝐹ଶ
௠, тогда 𝐷௕ത 𝑓 ∈ 𝐹ଶ

(௥ିଵ)
[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠ ], а ограниче-

ние 𝐷௕ത на 𝐹ଶ
(௥)

[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] задает линейный оператор: 

𝐷௕ത :  𝐹௤
(௥)

[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠ ] → 𝐹௤
(௥ିଵ)

[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠ ]. 

В работе [6] показано, что, если 𝑓(�̅�) ∈   𝐹ଶ
(ଶ)

[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠ ] — полином в виде (6), 𝑏ത =

(𝑏ଵ, . . . , 𝑏௠) ∈ 𝐹ଶ
௠, тогда полиномы 𝑓(�̅�) и (𝐷௕ത𝑓)(�̅�) могут быть записаны с использованием 

квадратичных форм: 
𝑓(�̅�) = 𝑓଴ഥ + �̅�𝑓̅መ் + �̅�𝐴�̅�்,     (12)  

где  
𝑓̅መ = (𝑓ଵ଴...଴଴, 𝑓଴ଵ...଴଴, . . . , 𝑓଴଴...଴ଵ), 

𝐴 =

⎝

⎜
⎜
⎛

0 𝑓ଵଵ଴..଴଴ 𝑓ଵ଴ଵ..଴଴ … 𝑓ଵ଴଴..ଵ଴ 𝑓ଵ଴଴..଴ଵ

0 0 𝑓଴ଵଵ..଴଴ … 𝑓଴ଵ଴..ଵ଴ 𝑓଴ଵ଴..଴ଵ

0 0 0 … 𝑓଴଴ଵ..ଵ଴ 𝑓଴଴ଵ..଴ଵ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 0 … 𝑓଴଴଴..ଵଵ

0 0 0 0 … 0 ⎠

⎟
⎟
⎞

, 

 (𝐷௕ത𝑓)(�̅�) = �̅�(𝐴 + 𝐴்)𝑏ത் + 𝑓(𝑏ത) − 𝑓଴ഥ. (13)
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Построим аналог оператора 𝐷௕ത (см. (11)) для линейного пространства 𝐹2
n, 𝑛 = 2௠. Для 

нумерации элементов векторов из 𝐹2
n будем использовать векторы из F2

m, порядок которых 
определен в (5). Определим оператор сдвига 𝜏௕ത , как перемешивающее биективное отобра-
жение 

𝜏௕ത :  𝐹2
n → 𝐹2

n,  𝜏௕ത(𝑎ത) = (𝑎ఈഥభା௕ത , . . . , 𝑎ఈഥ೙ା௕ത ), 

где 𝑎ത = (𝑎ఈഥభ
, . . . , 𝑎ఈഥ೙

) ∈ 𝐹2
n, 𝑏ത = (𝑏ଵ,  . . . , 𝑏௠) ∈ 𝐹2

m. Разностный оператор 𝛥௕ത , являющийся 

аналогом 𝐷௕ത, определим формулой: 
𝛥௕ത :  𝐹2

n → 𝐹2
n, 𝛥௕ത(𝑎ത) = 𝜏௕ത(𝑎ത) − 𝑎ത, 𝑎ത = (𝑎ఈഥభ

, . . . , 𝑎ఈഥ೙
) ∈ 𝐹2

n.  (14) 

Далее будем называть 𝛥௕ത(𝑎ത) производным вектором вектора 𝑎ത по направлению 𝑏ത. 
В работе [6] показано, что, если 𝑓 ∈ 𝐹௤

(ଶ)[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௠], 𝑏ത = (𝑏ଵ,  . . . , b୫) ∈ 𝐹௤
௠, то 

 𝜏௕ത(𝐶(𝑓)) = 𝐶(𝑓௕ത ),  𝐶(𝐷௕ത 𝑓) = 𝛥௕ത(𝐶(𝑓)), (15)
где 𝛥௕ത , 𝐷௕ത и 𝐶 определены (10), (11) и (14) соответственно. Следовательно, если 𝐶(𝑤) ∈

𝑅𝑀(2, 𝑚), то и 𝛥௕ത(𝐶(𝑤))) ∈ 𝑅𝑀(1, 𝑚). 

3. Декодер мягких решений для кодов 𝑹𝑴(𝟐, 𝒎) 

Построим алгоритм декодирования мягких решений для кодов 𝑅𝑀(2, 𝑚), основываясь 
на модификации СПМ-декодера [1]. Напомним, что декодеры СП и СПМ построены для 
линии связи, на выходе которой появляются вещественные числа. При этом в обоих де-
кодерах фактически вычисляется производный вектор в мультипликативном виде, хотя 
в соответствующих формулах вместо операции деления используется операция умноже-
ния. Ниже разработана модификация алгоритма СПМ, в которой производный вектор в 
мультипликативном виде вычисляется правильно с применением операции деления.  

В пространстве Ξఌ
௡ подобно (14) введем операторы 

𝜉௕ത : Ξఌ
௡ → Ξఌ

௡, 𝛻௕ത : Ξఌ
௡ → Ξఌ

௡, 
формулами  

𝜉௕ത(𝑌ത) = (𝑦ఉഥାఈഥభ
, . . . , 𝑦ఉഥାఈഥ೙

), 𝛻௕ത(𝑌ത) = (𝜁(𝑦ఉഥାఈഥభ
𝑦ఈഥభ

ିଵ), . . . , 𝜁(𝑦ఉഥାఈഥ௡𝑦ఈഥ௡
ିଵ)), 

где 𝑌ത = (𝑦ఈഥభ
, . . . , 𝑦ఈഥ೙

) ∈ Ξఌ
௡, 𝜁 — фильтрующая функция, выполняемая оператором прием-

ника 𝑟𝑐𝑣 (см. (3)). 
Вход: кодовый вектор 𝑌ത = 𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓)) = (𝑌ఈഥభ

, . . . , 𝑌ఈഥ೙
) ∈ 𝐶ଶ

௡(⊂ Ξఌ
௡), зашумленный в ка-

нале, а также параметры 𝑚, 𝑛, 𝑘 кода 𝑅𝑀(2, 𝑚). 
Выход: информационный вектор 𝑓.̅ 
Шаг 1. По вектору 𝑌ത ∈ Ξఌ

௡

 построим упорядоченый согласно с (5) набор векторов из 
𝑅௡: 

൛𝛻ఊഥ(𝑌ത) = 𝜁൫𝑌ఊഥାఈഥభ
𝑌ఈഥభ

ିଵ, . . . , 𝑌ఊഥାఈഥ೙
𝑌ఈഥ೙

ିଵ൯ൟ
ఊഥ∈ிమ

೘,ఊഥஷ଴
, 

где 𝜁 = 𝑟𝑐𝑣 (см. (3)).  
Шаг 2. Рассмотрим все векторы �̅� ∈ 𝐹ଶ

௠, �̅� ≠ 0ത, и 𝑃തఊഥ = (𝑃ఈഥభ
, . . . , 𝑃ఈഥ೙

) = 𝛻ఊഥ(𝑌ത). Для каж-

дого �̅� = (𝛽ଵ, . . . , 𝛽௠) ∈ 𝐹ଶ
௠ вычислим функционал 

𝛹(𝑃തఊഥ , �̅�) = ෍ ห𝑃ఈഥೞ
(−1)〈ఉഥ,ఈഥೞ〉ห

௡

௦ୀଵ
(∈ 𝑅), 

где  〈�̅�, 𝛼ത௦〉(∈ 𝐹ଶ)
 
— скалярное произведение. Обозначим через 𝛹ఊഥ максимальное значение 

функционала для фиксированного �̅�, а через 𝐵ఊഥ = (𝛽ଵ
ఊഥ

, 𝛽ଶ
ఊഥ

, . . . , 𝛽௠
ఊഥ

) вектор �̅�, на котором 
достигается 𝛹ఊഥ. Если функционал 𝛹(𝑃തఊഥ , �̅�) принимает одинаковое наибольшее значение 
на нескольких векторах �̅�, то 𝐵ఊഥ выбирается случайно из таких векторов. 

Сгенерируем, используя (5), набор 𝛹 = (𝛹ఈഥభୀ଴, 𝛹ఈഥమ
, . . . , 𝛹ఈഥ೙

 ) и массив  
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𝐵 = ൮

𝐵ఈഥభ

𝐵ఈഥమ

. . .
𝐵ఈഥ೙

൲ =

⎝

⎛

0 . . . 0

𝛽ଵ
ఈഥమ . . . 𝛽௠

ఈഥమ

. . . . . . . . .

𝛽ଵ
ఈഥ೙ . . . 𝛽௠

ఈഥ೙
⎠

⎞. 

Шаг 3. Положим  

𝛩 = ቌ

𝛩ఈഥభ

. . .
𝛩ఈഥ೙

ቍ = ൭

𝜃ଵ,ଵ . . . 𝜃௠,ଵ

. . . . . . . . .
𝜃ଵ,௡ . . . 𝜃௠,௡

൱ : = 𝐵 

и пересчитаем строки 𝛩: 

𝛩ఈഥೞ
= 𝑀𝑎𝑗 ቄ𝛩ఈഥೞାఉഥೕ

− 𝛩ఉഥೕ
ቅ

ఉഥೕ∈ிమ
೘,ఉഥೕஷఈഥೞ,ఉഥೕஷ଴ഥ

, 

где функция 𝑀𝑎𝑗{𝑋} находит элемент из конечного набора 𝑋, который встречается чаще 
остальных векторов в этом наборе. 

Шаг 4. Для каждого 𝑗 = 1, . . . , 𝑚 на множестве всех полиномов вида  
 𝛿(�̅�) = ෍ 𝛿௤𝑥௤

௠

௤ୀଵ
, 𝛿௤ ∈ 𝐹ଶ,  

находим максимум 𝑑௝  функционала 

 𝑇௝(𝛿) = ෍ 𝛹ఈഥೞ
(−1)ఋ(ఈഥೞ)ିఏೕ,ೞ

௡

௦ୀଵ
(∈ 𝑅),  

и полином 𝜔(௝)(�̅�) = ෍ 𝜔௤
(௝)

𝑥௤

௠

௤ୀଵ
, на котором он достигается. 

Шаг 5. Сформируем матрицу (𝐴 + 𝐴்) = (𝑎௤௜)௤,௝∈[ଵ,..,௠], где 

𝑎௤௝ = ൝
𝜔௝

(௤)
,  если  𝑑௤ < 𝑑௝ ,

𝜔௤
(௝)

,  если  𝑑௤ ≥ 𝑑௝.
 

Шаг 6. Вычислим однородный полином второго порядка 𝜓(�̅�)  

𝜓(�̅�) = ෍ 𝑎௤௝𝑥௤𝑥௝
௤ழ௝

, где �̅� = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௠) ∈ 𝐹ଶ
௠, 𝑎௤௝ ∈ 𝐹ଶ, 𝑞, 𝑗 ∈ [1, . . . , 𝑚]. 

Шаг 7. (5.) На множестве всех полиномов 𝜁(̅�̅�)(∈ 𝐹ଶ
(ଵ)

[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௠]) найдем полином 
𝜑(�̅�), минимизирующий функционал 

𝛷(𝑌, 𝜁) = ෍ ห𝑌ఈഥೞ
(−1)఍ത(ఈഥೞ)ାట(ఈഥೞ)ห

௡

௦ୀଵ
(∈ 𝑅). 

Искомый информационный вектор 𝑓 ̅определяется полиномом 𝑓(�̅�) = 𝜓(�̅�) + 𝜑(�̅�). 

4. Обоснование корректности декодера мягких решений  
для гладкого канала 

Рассмотрим построенную выше модель помехоустойчивого канала связи, использую-
щую коды 𝑅𝑀(2, 𝑚). По аналогии с [5] дискретный помехоустойчивый канал, действие 
которого описывается оператором 𝑐ℎ𝑛ௗ (4), назовем гладким, если зашумленные в канале 
векторы 𝐶(𝑓)(∈ 𝑅𝑀(2, 𝑚)) и С(𝐷௕ത (𝑤))(∈ 𝑅𝑀(1, 𝑚)), где 𝑏ത ∈  𝐹ଶ

௠, связаны равенством 
𝛥௕ത(𝜇௡(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓))))  = 𝜇௡(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝐷௕ത𝑓))).    (16) 

В [5] отмечено, что понятие гладкости канала возникло в связи с некоторой аналогией 
из теории гладких преобразований дифференцируемых многообразий [12]. 

Лемма. Рассмотрим дискретный помехоустойчивый канал, дейсвие которого описыва-
ется оператором 𝑐ℎ𝑛ௗ (4) и для которого выполняется условие гладкости (16). Пусть 𝑓 ∈

𝐹ଶ
(ଶ)

[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠], 𝑏ത ∈  𝐹ଶ
௠, 

�̅� = 𝜇௡(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓))) − 𝐶(𝑓), 𝜀̅ = 𝜇௡(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝐷௕ത𝑓)))  − 𝐶(𝐷௕ത 𝑓). 
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Тогда, если вес Хемминга вектора ошибки �̅� ограничен сверху числом ошибок, исправле-
ние которых гарантируется параметрами кода 𝑅𝑀ଶ(2, 𝑚), т.е. 

𝑤𝑡௛(�̅�) ≤ 𝑡ோெమ(ଶ,௠) = 2௠ିଷ − 1, 

то вес Хемминга вектора ошибки 𝜀 ̅ограничен сверху числом ошибок, исправление кото-
рых гарантируется параметрами кода 𝑅𝑀ଶ(1, 𝑚), т.е. 

𝑤𝑡௛(𝜀)̅ ≤ 𝑡ோெమ(ଵ,௠) = 2௠ିଶ − 1. 

Доказательство. Количество ошибок 𝑡ோெమ(ଶ,௠) 
и 𝑡ோெమ(ଵ,௠), которые исправляются кодами 

𝑅𝑀ଶ(2, 𝑚), 𝑅𝑀ଶ(1, 𝑚) подсчитаны в (8–9). Из (16), свойства линейности оператора 𝛥௕ത и 
(15) получаем 

𝜇௡ ቀ𝑐ℎ𝑛ௗ൫𝐶(𝐷௕ത𝑓)൯ቁ = 𝛥௕ത ൬𝜇௡ ቀ𝑐ℎ𝑛ௗ൫𝐶(𝑓)൯ቁ൰ = 𝛥௕ത(𝐶(𝑓) + �̅�) = 

= 𝛥௕ത൫𝐶(𝑓)൯ + 𝛥௕ത(�̅�) = 𝐶(𝐷௕ത 𝑓) + 𝜏௕ത(�̅�) − �̅�. 
Следовательно, 

𝜀̅ = 𝑐ℎ𝑛ௗ൫𝐶(𝐷௕ത 𝑓)൯ − 𝐶(𝐷௕ത𝑓) = 𝜏௕ത(�̅�) − �̅�. 
Используя неравенство 𝑤𝑡௛(�̅�) ≤ 2௠ିଷ − 1, оценим сверху вес вектора 𝜀:̅ 

𝑤𝑡௛(𝜀)̅ = 𝑤𝑡௛(𝜏௕ത(�̅�) − �̅�) ≤ 𝑤𝑡௛(𝜏௕ത (�̅�)) + 𝑤𝑡௛(�̅�) ≤ 2(2௠ିଷ − 1) = 2௠ିଶ − 2. 
Легко видеть, что выполняется условие леммы  

𝑤𝑡௛(𝜀)̅ ≤ 2௠ିଶ − 1. 
В доказательстве леммы фактически показано, что если в передаваемом по каналу 

кодовому слову кода Рида—Маллера второго порядка произойдет ошибок не более чем 
𝑡ோெమ(ଶ,௠) = 2௠ିଷ − 1, то в производном векторе, построенном на основе зашумленного ко-

дового слова, ошибок будет не более 2௠ିଶ − 2. Но производный вектор является кодовым 
словом кода Рида—Маллера первого порядка, следовательно, в нем может быть гаранти-
ровано исправлено не более чем 2௠ିଶ − 1 ошибок, т.е. есть некоторый «запас» по исправ-
лению ошибок. Однако если увеличить на единицу число «разрешенных» ошибок в кодо-
вом слове кода второго порядка, то исправление всех ошибок в производном векторе не 
гарантируется. 

Теорема. Рассмотрим двоичный канал, помехоустойчивость которого обеспечивается 
применением кодов Рида—Маллера 𝑅𝑀(2, 𝑚), для которого выполняется условие гладко-

сти (15). Пусть 𝑓̅ ∈ 𝐹ଶ
௞
 и 𝑓 ∈ 𝐹ଶ

(ଶ)
[𝑥ଵ, . . . , 𝑥௠] — соответствующие друг другу информаци-

онные вектор и полином. Предположим, что кодовое слово 𝐶(𝑓) ∈ 𝑅𝑀ଶ(2, 𝑚) было отправ-
лено в канал, а из канала принят вектор 𝑌ത = 𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓)) ∈ 𝐶ଶ(⊂ Ξఌ

௡), такой, что 
𝑤𝑡௛(𝐶(𝑓) − 𝜇௡(𝑌ത)) ≤ 2௠ିଷ − 1. 

Тогда алгоритм декодирования на выходе строит полином 𝑓. 
Доказательство. На первом шаге по 𝑌ത = 𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓)) ∈ 𝐶ଶ

௡(⊂ Ξఌ
௡) строятся векторы 

𝛻ఊഥ(𝑌ത) = 𝛻ఊഥ(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓))), 

где �̅� ∈ 𝐹ଶ
௠, �̅� ≠ 0ത. 

Покажем, что на этом шаге фактически вычисляются векторы, которые могли быть 
получены, если бы по каналу передавалось бы не кодовое слово 𝐶(𝑓), а производные от 
этого слова во всех направлениях, т.е. 𝛻ఊഥ(𝑌ത) = 𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝐷ఊഥ𝑓)), �̅� ∈ 𝐹ଶ

௠, �̅� ≠ 0ത.  
Введем ограничения на 𝐶ଶ

௡ отображений 𝜉௕ത , 𝛥௕ത: 
𝜉ሚ௕ത : 𝐶ଶ

௡ → 𝐶ଶ
௡, 𝛻෨௕ത : 𝐶ଶ

௡ → 𝐶ଶ
௡, 

где 𝑏ത ∈ 𝐹ଶ
௠. Прямыми выкладками (см. (2), (14)) проверяется, что  

𝜏௕ത ⋅ 𝜇௡ = 𝜇௡ ⋅ 𝜉ሚ௕ത, 𝛥௕ത ⋅ 𝜇௡ = 𝜇௡ ⋅ 𝛻෨௕ത .     (17) 
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Выше с использованием оператора 𝜇௡ пространство 𝐶ଶ
௡
 отождествлялось с 𝐹ଶ

௡
 (см. (1–

2)), следовательно, 
𝜇௡(𝛻ఊഥ(𝑌ത)) = 𝜇௡(𝛻෨ఊഥ(𝑌ത)) = 𝜇௡(𝛻෨ఊഥ(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓)))), 

используя (17), получаем 
𝜇௡(𝛻෨ఊഥ(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓)))) = 𝛥ఊഥ(𝜇௡(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓)))).

 
Из полученных равенств и условия гладкости (16) вытекает, что 

𝜇௡(𝛻ఊഥ(𝑌ത)) = 𝛥ఊഥ(𝜇௡(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝑓)))) = 𝜇௡(𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝐷ఊഥ𝑓))). 
Вектор 𝐶(𝐷ఊഥ𝑓)

 
является кодовым словом 𝑅𝑀(1, 𝑚) и в силу леммы  

𝑤𝑡௛(𝐶(𝐷ఊഥ𝑓) − 𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝐷ఊഥ𝑓))) < 2௠ିଶ − 1. 
На втором шаге из векторов 𝛻ఊഥ(𝑌ത) = 𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝐷ఊഥ𝑓)) = 𝛻෨ఊഥ(𝑌ത), �̅� ∈ 𝐹ଶ

௠, �̅� ≠ 0ത, с помощью 
𝛹(𝑃ത, �̅�), находится линейный однородный полином 𝛽ఊഥ(�̅�) = 𝛽ଵ𝑥ଵ+. . . +𝛽௠𝑥௠, который в за-
кодированном виде 𝐶(𝛽ఊഥ(�̅�)) = ((−1)ఉംഥ(ఈభ), . . . , (−1)ఉംഥ(ఈ೙))(∈ 𝐶ଶ

௡) из всех подобных полино-
мов наиболее близок к 𝛻ఊഥ(𝑌ത). Как было показано в лемме, все ошибки в 𝛻ఊഥ(𝑌ത) =

𝑐ℎ𝑛ௗ(𝐶(𝐷ఊഥ𝑓)) исправляются кодом 𝑅𝑀(1, 𝑚). Фактически на шаге 2 производные поли-
номы декодируются по минимуму расстояния Хемминга, таким образом 

𝛽ఊഥ(�̅�) = 𝛽ଵ𝑥ଵ+. . . +𝛽௠𝑥௠ = 𝐷ఊഥ𝑓(�̅�). 
Из (13) 

𝛽ఊഥ(�̅�) = �̅�(𝐴 + 𝐴்)�̅�் + 𝑓(�̅�) − 𝑓଴଴...଴଴, 
следовательно, 

𝐵ఊഥ = (𝛽ଵ
ఊഥ

, . . . , 𝛽௠
ఊഥ

) = ((𝐴 + 𝐴்)�̅�்)் = �̅�(𝐴 + 𝐴்).  (18) 
Получаем, что строки матрицы 𝐵 содержат верные значения коэффициентов однородной 
части 𝐿ఊഥ𝑓 производной 𝐷ఊഥ𝑓, �̅� ∈ 𝐹ଶ

௠. Тогда 
𝐵ఊഥ = 𝐿ఊഥ𝑓തതതതത.      (19) 

Обозначим s-тый столбец матрицы (𝐴 + 𝐴்) через (𝐴 + 𝐴்)(௦), тогда в силу (18) 

𝐵 = ൮

𝐵ఈഥభ

𝐵ఈഥమ

. . .
𝐵ఈഥ೙

൲ =

⎝

⎜
⎛

𝐿ఈഥభ
𝑓തതതതതത

𝐿ఈഥమ
𝑓തതതതതത

. . .
𝐿ఈഥ೙

𝑓തതതതതത
⎠

⎟
⎞

=

⎝

⎛

𝛼തଵ(𝐴 + 𝐴்)(ଵ) . . . 𝛼തଵ(𝐴 + 𝐴்)(௠)

𝛼തଶ(𝐴 + 𝐴்)(ଵ) . . . 𝛼തଶ(𝐴 + 𝐴்)(௠)

. . . . . . . . .
𝛼ത௡(𝐴 + 𝐴்)(ଵ) . . . 𝛼ത௡(𝐴 + 𝐴்)(௠)⎠

⎞. 

В строках матрицы 𝐵, которые соответствуют векторам 𝛼ത௜ веса 1, т.е. �̅�ଵ=(1,0,…,0), 
�̅�ଶ=(0,1,…,0), …, �̅�௠=(0,0,…,1), расположены неизменённые строки матрицы (𝐴 + 𝐴்). Со-
гласно (19) в этих же строках расположены векторы коэффициентов однородной части 
𝐿௘̅ണ

𝑓തതതതതത производной 𝐷௘̅ೕ
𝑓. Тогда из симметричности матрицы (𝐴 + 𝐴்) вытекает, что ее 

столбцы так же содержат значения 𝐿௘̅ണ
𝑓തതതതതത, 𝑗 = 1, 𝑚തതതതതത. 

В столбце 𝑠 матрицы 𝐵 расположены скалярные произведения вектора (𝐴 + 𝐴்)௦ =

𝐿௘̅ೞ
𝑓തതതതതത на векторы 𝛼തଵ,   . . . ,  𝛼ത௡ из (5). Другими словами, в столбце 𝑠 матрицы 𝐵 расположены 

закодированные значения однородной части производной 𝐷௘̅ೞ
𝑓 (см. (19)). 

Точность нахождения 𝐵ఊഥ можно оценить по элементы 𝛹ఊഥ набора 𝛹, а именно: чем 
больше параметр 𝛹ఊഥ, тем точнее найдено 𝐵ఊഥ. Если декодируемое слов не содержит оши-
бок, то все элементы набора 𝛹 равны 𝑛. 

На третьем шаге уточняются значения элементов 𝐵. При описанных в формулировке 
теоремы условиях на канал связи значения элементов 𝐵 на этом шаге не изменяются. 
Покажем это. Согласно (17) для произвольных 𝛼ത௦, �̅�௝ ∈ 𝐹ଶ

௠ справедливо 
𝛼ത௦(𝐴 + 𝐴்) + �̅�௝(𝐴 + 𝐴்) = (𝛼ത௦ + �̅�௝)(𝐴 + 𝐴்), 

поэтому, должно выполняться  
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𝐵ఈഥೞ
+ 𝐵ఉഥೕ

= 𝐵ఈഥೞାఉഥೕ
. 

Как уже было отмечено, векторы 𝐵ఊഥ 
построены верно, следовательно, процедура пере-

счета строк не изменяет матрицу 𝛩 = 𝐵. 
На вход четвертого шага поступает матрица 𝛩 = 𝐵. Выше было показано, что ее 

строки, соответствующие производным по базисным направлениям �̅�ଵ=(1,0,…,0), 
�̅�ଶ=(0,1,…,0), …, �̅�௠=(0,0,…,1), формируют матрицу (𝐴 + 𝐴்) (см. (12)). Следовательно, в 
случае гладкого дискретного помехоустойчивого канала передачи данных, в котором ко-
личество ошибок не превосходит половины кодового расстояния, матрица (𝐴 + 𝐴்) уже 
построена. Но так как декодер разработан работы в ситуации с большим числом ошибок, 
то он продолжает работать и на 4, 5 и 6 шагах строит матрицу (𝐴 + 𝐴்). А именно, на 

четвертом шаге он строит вспомогательные полиномы 𝛿(�̅�) = ෍ 𝛿௤𝑥௤

௠

௤ୀଵ
, 𝛿(�̅�) ∈ 𝐹ଶ

௠, мак-

симизирующие функционала 𝑇௝(𝛿). 
На пятом шаге используя коэффициенты полиномов 𝛿(�̅�), декодер формирует мат-

рицу (𝐴 + 𝐴்). При этом он учитывает ее симметричную структуру.  
На шестом шаге из коэффициентов матрицы (𝐴 + 𝐴்) формируется полином 𝜋(�̅�), 

представляющий собой часть искомого полинома 𝑓(�̅�), содержащая квадратичные слага-
емые. Обозначим эту часть полинома 𝜋(�̅�). 

Покажем, что, с учетом условия теоремы, шаги 4, 5 и 6 не изменяют матрицу (𝐴 +

𝐴்). Функционал 𝑇௝(𝛿) для каждого 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑚}достигает максимального значения при 

𝛿(�̅�) = (𝐿௘̅ೕ
𝑓)(�̅�):  

𝛿(𝛼ത௦) = ቀ𝐿௘̅ೕ
𝑓ቁ (𝛼ത௦) = 𝛼ത௦ ቀ𝐿௘̅ണ

𝑓തതതതതതቁ
்

= 𝛼ത௦ ቀ𝐵௘̅ೕ

் ቁ = 𝛼ത௦𝐴�̅�௝
் = 𝐵ఈഥೞ

் �̅�௝
் = 𝐿ఈഥೞ

𝑓തതതതതത�̅�௝
் = 𝜃௝௦ , 

следовательно, найденные значения 𝛿(�̅�) совпадают со строками/столбцами матрицы (𝐴 +

𝐴்). Действия шага 5 направлены на симметризацию матрицы (𝐴 + 𝐴்), однако, при со-
блюдении условия теоремы построенная матрица (𝐴 + 𝐴்) = (𝑎௤௜)௤,௝∈[ଵ,..,௠] 

уже является 

симметричной. Следовательно, квадратичная часть 𝜓 искомого информационного поли-
нома 𝑓 кода 𝑅𝑀(2, 𝑚) восстанавливается верно. 

На вход седьмого шага алгоритма поступает полином 𝜓, который является квадра-
тичной частью искомого информационного полинома 𝑓 кода 𝑅𝑀(2, 𝑚).  

Затем перебираются все возможные значения линейной части 𝜙 полинома 𝑓 = 𝜙 + 𝜓. 
Каждый полином 𝑓 кодируется, и среди них всех полученных кодовых векторов 𝐶(𝑓) 
находится ближайший по 𝐿ଵ-метрике к вектору 𝑌ത.  

Учитывая введенное в теореме ограничение на число ошибок в зашумленном кодовом 
векторе 𝑌ത, линейная часть 𝜙 и сам полином 𝑓 находятся алгоритмом верно. 

Заключение 

В работе рассмотрен мягкий вероятностный декодер кодов Рида—Маллера, разрабо-
танный В.М. Сидельниковым и А.С. Першаковым, с изменениями, внесенными П. Ло-
идрю и Б. Саккуром, позволившими уменьшить вычислительную сложность декодирова-
ния. Для этого декодера известны результаты экспериментов, подтверждающие его вы-
сокую корректирующую способность [1, 8].  

В разработанной общей модели канала предусматривается специальный фильтр, да-
ющий возможность применять в декодере мультипликативный бинарный алфавит  𝐶ଶ , 
что позволило построить такую модификацию алгоритма СПМ, в которой производный 
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вектор в мультипликативном виде вычисляется правильно. Получено теоретическое обос-
нование корректности этого декодера при выполнении условия гладкости канала. 

Дальнейшие исследования могут быть связаны с использованием построенного деко-
дера в кодовых криптосистемах и для распределенной передачи данных (см., например, 
[6]). 
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Изучается одна ступенчатая (т.е. многоэтапная) задача оптимального управления терминального типа 

функционалом качества, описываемая дискретными двухпараметрическими системами уравнений типа Фор-
назини—Маркезини при предположении выпуклости областей управления. Дискретная двухпараметрическая 
система уравнений типа Форназини—Маркезини представляет собой разностный аналог системы гиперболи-
ческих уравнений второго порядка (иногда такие системы уравнений в западной литературе называют также 
2D системами). Применяя модифицированный аналог метода приращений, получено специальное разложение 
функционала качества второго порядка c помощью линеаризованных разностных систем уравнений. 

Применяя один вариант метода приращений, установлено необходимое условие оптимальности первого 
порядка в форме линеаризованного (дифференциального) условия максимума. Отдельно изучен случай вы-
рождения линеаризованного условия максимума (квазиособый случай). Используя представления решений 
линеаризованных разностных систем уравнений с помощью специальных формул приращения функционала 
качества, выведены конструктивно проверяемые квадратичные необходимые условия оптимальности ква-
зиособых управлений. 

Ключевые слова: дискретная двухпараметрическая система уравнений типа Форназини—Маркезини, 
линеаризованное необходимое условие оптимальности, ступенчатая задача, оптимальное управление, ква-
зиособое управление, выпуклая область управления. 
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Введение 
Различные аспекты задач оптимального управления, описываемые дискретными 

двухпараметрическими системами типа Форназини—Маркезини, изучены в работах [1–
12] и др. Подобными системами описываются многие реальные процессы [1–4]. Заметим, 
что модели Форназини—Маркезини представляют собой разностный аналог системы 
Гурса—Дарбу, т.е. разностный аналог системы гиперболических уравнений второго по-
рядка с краевыми условиями Гурса. Для таких задач оптимального управления изучены 
вопросы, связанные управляемостью и наблюдаемостью, а также с выводом различных 
необходимых и достаточных условий оптимальности [3–12]. Многие управляемые про-
цессы являются многоэтапными. Задачи оптимального управления такими процессами  
называют задачами оптимального управления с переменной структурой составными за-
дачами оптимального управления, или же ступенчатыми задачами оптимального управ-
ления. (см., например, [13–18]). К настоящему времени изучены ряд ступенчатых (состав-
ных, многоэтапных) задач оптимального управления, а также задачи оптимального 
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управления с переменной структурой, описываемые обыкновенными дифференциаль-
ными, а также разностными уравнениями (см., например, [13–18]). В этих работах, в ос-
новном, установлены различные необходимые условия оптимальности первого порядка. 
Исследованию особых управлений в ступенчатых задачах оптимального управления, опи-
сываемых обыкновенными дифференциальными или же разностными уравнениями по-
священы, например, работы [16, 18]. 

В предлагаемой работе исследуется одна ступенчатая задача оптимального управле-
ния, описываемая дискретной двухпараметрической системой при выпуклости областей 
управления. Подобная ступенчатая задача оптимального управления рассматривается 
впервые. Целью настоящей работы является при помощи аналога метода приращений 
вывод необходимого условия оптимальности в форме линеаризованного (дифференциаль-
ного) принципа максимума и исследование случая вырождения линеаризованного условия 
максимума (квазиособый случай). Используя специальное разложение приращения функ-
ционала качества, удалось получить конструктивно проверяемые необходимые условия 
оптимальности. Установлен аналог линеаризованного условия максимума. Заметим, что 
в отличие от непрерывного случая в дискретных задачах оптимального управления, ли-
неаризованный принцип максимума не является следствием дискретного принципа мак-
симума. Далее изучен случай вырождения линеаризованного условия максимума (ква-
зиособый случай [11, 18, 19]). Доказано необходимое условие оптимальности квазиособых 
управлений. 

Структура работы следующая. В разделе 1 приводится постановка задачи. Далее в 
разделе 2 вычисляется специальное приращение критерия качества и устанавляется не-
обходимые условия оптимальности. В заключении подводятся итоги проведенного иссле-
дования и обсуждаются возможные направления продолжения работы. 

1. Постановка задачи 
Предположим, что управляемый процесс описывается системой нелинейных разност-

ных уравнений 

 
, (1) 

 
, (2) 

с краевыми условиями 

  (3) 

  (4) 

Здесь ,  — заданная  -мерная вектор-функция, непре-

рывная по совокупности переменных вместе с частными производными по   

z t +1,x +1( )= f t ,x ,z t ,x( ) ,u t ,x( )( ) ,
t ,x( )∈D1 = t ,x( ): t = t0 ,t0 +1,...,t1 −1; x = x0 ,x0 +1,...,X −1{ }

y t +1,x +1( )= g t ,x , y t ,x( ) ,v t ,x( )( ) ,
t ,x( )∈D2 = t ,x( ): t = t1 ,t1 +1,...,t2 −1; x = x0 ,x0 +1,...,X −1{ }

z t0 ,x( )= a x( ) , x = x0 ,x0 +1,...,X ,
z t ,x0( )= b1 t( ) , t = t0 ,t0 +1,...,t1 ,

a x0( )= b1 t0( ) ,
y t1 ,x( )=G z t1 ,x( )( ) , x = x0 ,x0 +1,...,X ,

y t ,x0( )= b2 t( ) , t = t1 ,t1 +1,...,t2 ,
G z t1 ,x0( )( )= b2 t1( ).

f t ,x ,z ,u( ) g t ,x , y ,v( )( ) n m( )
z ,u( ) y ,v( )( )
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до второго порядка включительно, , ,  — заданные дискретные вектор-

функции соответствующих размерностей,  — заданная дважды непрерывно диффе-

ренцируемая -мерная вектор–функция,  — заданные числа, причем раз-

ности  и  есть натуральные числа,   —  -мерный дискрет-

ный вектор управляющих воздействий, со значениями из заданного непустого, выпуклого 

и ограниченного множества , т.е. 

  (5) 

Пару  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управле-

нием. 
На решениях краевой задачи (1)–(4), порожденных всевозможными допустимыми 

управлениями определим функционал 

 . (6) 

Здесь ,  — заданные дважды непрерывно дифференцируемые скалярные 

функции. 

Допустимое управление , доставляющий минимум функционалу (6), 

при ограничениях (1)–(5) назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс 

 — оптимальным процессом. 

Заметим, что условия выпуклости областей управления позволят получить специаль-
ное приращение функционала качества. 

2. Специальное разложение функционала качества  
и необходимые условия оптимальности 

Пусть  — фиксированный допустимый процесс. Обо-

значим 

 произвольный допустимый процесс и введем функции Гамильтона—Понтрягина 

 
, 

, 
(6) 

где ,  — пока неизвестные вектор-функции соответствующих размерностей, 
штрих (ʹ) — операция транспонирования. 

Запишем приращение функционала качества 

  (7) 

Ясно, что приращение  является решением краевой задачи 

 , (8) 

a x( ) bi t( ) i =1,2
G z( )

m t0 , t1 , t2 , x0 , X
t2 −t0 X − x0 u t ,x( ) v t ,x( )( ) r q( )

U V( )
u t ,x( )∈U ⊂ Rr , t ,x( )∈D1 ,
v t ,x( )∈V ⊂ Rq , t ,x( )∈D2 .

u t ,x( ) ,v t ,x( )( )

S u,v( )=φ1 z t1 ,X( )( )+φ2 y t2 ,X( )( )
φ1 z( ) φ2 y( )

u t ,x( ) ,v t ,x( )( )

u t ,x( ) ,v t ,x( ) ,z t ,x( ) , y t ,x( )( )

uο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,zο t ,x( ) , yο t ,x( )( )
u t ,x( )=uο t ,x( )+Δu t ,x( ) , v t ,x( )= vο t ,x( )+Δv t ,x( ) , z t ,x( )= zο t ,x( )+Δz t ,x( ) ,( y t ,x( )= yο t ,x( )+

+Δy t ,x( ))
H t ,x ,z ,u,ψ ο( )=ψ ′ο ⋅ f t ,x ,z ,u( )
M t ,x , y ,v ,pο( )= p ′ο ⋅ g t ,x , y ,v( )

ψ ο pο

ΔS uο ,vο( )= S u ,v( )− S uο ,vο( )= φ1 z t1 ,X( )( )−φ1 zο t1 ,X( )( )⎡
⎣

⎤
⎦+ φ2 y t2 ,X( )( )−φ2 yο t2 ,X( )( )⎡

⎣
⎤
⎦.

Δz t ,x( ) ,Δy t ,x( )( )
Δz t +1,x +1( )= f t ,x ,z t ,x( ) ,u t ,x( )( )− f t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( )( )
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  (9) 

  (10) 

  (11) 

С учетом (7), (8) получаем, что 

  (12) 

  (13) 

Сделая замену переменных , , получим 

 

(14) 

 
(15) 

Полагая 

 ,  

учитывая тождества (14), (15) в (7) и используя формулу Тейлора, имеем 

Δz t0 ,x( )=0, x = x0 ,x0 +1,...,X ,
Δz t ,x0( )=0, t = t0 ,t0 +1,...,t1 ,

Δy t +1,x +1( )= g t ,x , y t ,x( ) ,v t ,x( )( )− g t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( )( ) ,
Δy t1 ,x( )=G x ,z t1 ,x( )( )−G x ,zο t1 ,x( )( ) ,

Δy t ,x0( )=0, t = t1 ,t1 +1,...,t2 .

ψ 1
′ο t ,x( )Δz t +1,x +1( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ =

= H t ,x ,z t ,x( ) ,u t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( )−H t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1

ο t ,x( )( )⎡
⎣

⎤
⎦

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ ,

ψ 2
′ο t ,x( )Δy t +1,x +1( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ =

= M t ,x , y t ,x( ) ,v t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )−M t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2

ο t ,x( )( )⎡
⎣

⎤
⎦

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ .

t +1= τ x +1= s
ψ 1

′ο t ,x( )Δz t +1,x +1( )
x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ = ψ 1
′ο t −1,x −1( )Δz t ,x( )

x=x0+1

X

∑
t=t0+1

t1

∑ = ψ 1
′ο t1 −1,x −1( )Δz t1 ,x( )

x=x0+1

X

∑ −

− ψ 1
′ο t0 −1,x −1( )Δz t0 ,x( )

x=x0+1

X

∑ + ψ 1
′ο t −1,x −1( )Δz t ,x( )

x=x0+1

X

∑
t=t0

t1−1

∑ =ψ 1
′ο t1 −1,X −1( )Δz t1 ,X( )−

−ψ 1
′ο t1 −1,x0 −1( )Δz t1 ,x0( )+ ψ 1

′ο t1 −1,x −1( )Δz t1 ,x( )
x=x0

X−1

∑ + ψ 1
′ο t −1,X −1( )Δz t ,X( )

t=t0

t1−1

∑ −

− ψ 1
′ο t −1,x0 −1( )Δz t ,x0( )

t=t0

t1−1

∑ + ψ 1
′ο t −1,x −1( )Δz t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ ,

ψ 2
′ο t ,x( )Δy t +1,x +1( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ = ψ 2
′ο t −1,x −1( )Δy t ,x( )

x=x0+1

X

∑
t=t1+1

t2

∑ = ψ 2
′ο t2 −1,x −1( )Δy t2 ,x( )

x=x0+1

X

∑ −

− ψ 2
′ο t1 −1,x −1( )Δy t1 ,x( )

x=x0+1

X

∑ + ψ 2
′ο t −1,x −1( )Δy t ,x( )

x=x0+1

X

∑
t=t1

t2−1

∑ =ψ 2
′ο t2 −1,X −1( )Δy t2 ,X( )−

−ψ 2
′ο t2 −1,x0 −1( )Δy t2 ,x0( )+ ψ 2

′ο t2 −1,x −1( )Δy t2 ,x( )
x=x0

X−1

∑ −ψ 2
′ο t1 −1,X −1( )Δy t1 ,X( )+

+ψ 2
′ο t1 −1,x0 −1( )Δy t1 ,x0( )− ψ 2

′ο t1 −1,x −1( )Δy t1 ,x( )
x=x0

X−1

∑ + ψ 2
′ο t −1,X −1( )Δy t ,X( )

t=t1

t2−1

∑ −

− ψ 2
′ο t −1,x0 −1( )Δy t ,x0( )

t=t1

t2−1

∑ + ψ 2
′ο t −1,x −1( )Δy t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ .

N ψ 2
ο ,z ,x( )=ψ 2

′ο t1 −1,x −1( ) y t1 ,x( )≡ψ 2
′ο t1 −1,x −1( )G x ,z t1 ,x( )( )
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(16) 

   

Здесь и далее  означает, что  при  

Если предполагать, что  является решением системы разностных урав-

нений 
 , (17) 

 ,  

ΔS uο ,vο( )= ∂φ1 z
ο t1 ,X( )( )
∂z

Δz t1 ,X( )+ 12Δ ′z t1 ,X( )∂
2φ1 z

ο t1 ,X( )( )
∂z2

Δz t1 ,X( )+

+
∂φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y
Δy t2 ,X( )+ 12Δ ′y t2 ,X( )∂

2φ2 yο t2 ,X( )( )
∂ y2

Δy t2 ,X( )+ψ 1
′ο t1 −1,X −1( )Δz t1 ,X( )+

+ ψ 1
′ο t1 −1,x −1( )Δz t1 ,x( )

x=x0

X−1

∑ + ψ 1
′ο t −1,X −1( )Δz t ,X( )

t=t0

t1−1

∑ + ψ 1
′ο t −1,x −1( )Δz t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ −

− Hu t ,x ,zο t ,x( ) ,u t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )Δu t ,x( )
x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ −

− ′Hz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )Δz t ,x( )
x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ −

− Δ ′u t ,x( )Huz t ,x ,zο t ,x( ) ,u t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )Δz t ,x( )
x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ −

−12 Δ ′z t ,x( )Hzz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( )Δz t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ −

−12 Δ ′u t ,x( )Huu t ,x ,zο t ,x( ) ,u t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( )Δu t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ +

+ο1 Δz t1 ,X( ) 2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ +ο2 Δy t2 ,X( ) 2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ − ο3 Δz t ,x( ) + Δu t ,x( )⎡

⎣
⎤
⎦
2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ +

+ψ 2
′ο t2 −1,X −1( )Δy t2 ,X( )− ψ 2

′ο t2 −1,x −1( )Δy t2 ,x( )
x=x0

X−1

∑ −Nz ψ 2
ο ,zο ,X( )Δz t1 ,X( )+

+12Δ ′z t1 ,X( )Nzz ψ 2
ο ,zο t1 ,X( )( )Δz t1 ,X( )− ′Nz ψ 2

ο ,zο t1 ,x( ) ,x( )Δz t1 ,x( )
x=x0

X−1

∑ −

−12 Δ ′z t1 ,x( )Nzz ψ 2
ο ,zο t1 ,x( ) ,x( )Δz t1 ,x( )

x=x0

X−1

∑ − ο4 Δz t1 ,x( ) 2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟x=x0

X−1

∑ + ψ 2
′ο t −1,X −1( )Δy t ,X( )

t=t1

t2−1

∑ +

+ ψ 2
′ο t −1,x −1( )Δy t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ −− ′Mu t ,x , yο t ,x( ) ,v t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δv t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ −

− Δ ′v t ,x( )My t ,x , yο t ,x( ) ,v t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δy t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ −

−12 Δ ′z t ,x( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δy t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ −

−12 Δ ′v t ,x( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,v t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δv t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ −

− ο5 Δy t ,x( )+Δv t ,x( )⎡
⎣

⎤
⎦
2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟x=x0

X−1

∑
t=t0

t2−1

∑ − ′My t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δy t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ .

oi(α ),i =1,5 oi(α )/α 2→0 α→0.
ψ 1

ο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )

ψ 1
ο t −1,x −1( )=Hz t ,x( )

ψ 1
ο t1 −1,x −1( )= ′Gz x ,zο t1 ,x( )( )ψ 1

ο t1 −1,x( )
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, 

, 

 , (18) 

 

, 

, 

, 

 

то формула приращения (16) примет вид 

   

  (19) 

 

 

 

 

Пусть  — произвольное число, а , , , 

 — произвольные допустимые управляющие функции. Используя произволь-

ность допустимых управляющих функций , , вместо них возьмем такие спе-

циальные допустимые дискретные управляющие функции , , чтобы вы-

полнялись соотношения 
 , (20) 

 
, , 

, , 
(21) 

 , (22) 

ψ 1
ο t −1,X −1( )=0

ψ 1
ο t1 −1,X −1( )= − ∂φ1 z

ο t1 ,X( )( )
∂z

+ ′Gz x ,zο t1 ,x( )( )ψ 2
ο t1 −1,X −1( )

ψ 2
ο t −1,x −1( )=My t ,x( )
ψ 2

ο t −1,X −1( )=0
ψ 2

ο t2 −1,x −1( )=0
ψ 2

ο t2 −1,X −1( )= − ∂φ2 yο t2 ,X( )( )
∂ y

ΔS uο ,vο( )= − ′Hu t ,x ,zο t ,x( ) ,u t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( )Δu t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ +

+12Δ ′z t1 ,X( )∂
2φ1 z

ο t1 ,X( )( )
∂z2

Δz t1 ,X( )− 12 Δ ′z t ,x( )Hzz t ,x ,zο t ,x( ) ,u t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( )Δz t ,x( )+⎡

⎣
x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑

+2Δ ′u t ,x( )Huz t ,x ,zο t ,x( ) ,u t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )Δz t ,x( )+
+Δ ′u t ,x( )Huu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )Δu t ,x( )⎤⎦+

+12Δ ′y t2 ,X( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
Δy t2 ,X( )− 12Δ ′z t1 ,X( )Nzz ψ 2

ο ,zο t1 ,X( ) ,X( )Δz t1 ,X( )−

−12 Δ ′y t ,x( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δy t ,x( )+⎡

⎣
x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑

+2Δ ′v t ,x( )Mvy t ,x , yο t ,x( ) ,v t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δy t ,x( )+

+Δ ′v t ,x( )Mvv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δvv t ,x( )⎤⎦+ο1 Δz t1 ,X( ) 2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ −

− ′Mv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )Δv t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ +

+ο2 Δy t2 ,X( ) 2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ − ο3 Δz t ,x( ) + Δu t ,x( )⎡

⎣
⎤
⎦
2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
−

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ ο4 Δz t1 ,x( ) 2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟x=x0

X−1

∑ −

− ο5 Δy t ,x( ) + Δv t ,x( )⎡
⎣

⎤
⎦
2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
.

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑

ε ∈ 0,1⎡⎣ ⎤⎦ u t ,x( )∈U t ,x( )∈D1 v t ,x( )∈V
t ,x( )∈D2

u t ,x( ) v t ,x( )
u t ,x;ε( ) v t ,x;ε( )

z t +1,x +1;ε( )≡ f t ,x ,z t ,x;ε( ) ,u t ,x;ε( )( )≡ f t ,x ,z t ,x;ε( ) ,uο t ,x( )( )+ ε u t ,x( )−uο t ,x( )⎡⎣ ⎤⎦

z t0 ,x;ε( )=α x( ) x = x0 ,x0 +1,... ,X
z t ,x0;ε( )= β1 t( ) t = t0 ,t0 +1,... ,t1

y t +1,x +1;ε( )≡ g t ,x , y t ,x;ε( ) ,v t ,x;ε( )( )≡ g t ,x , y t ,x;ε( ) ,vο t ,x( )( )+ ε v t ,x( )− vο t ,x( )⎡⎣ ⎤⎦
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 , . (23) 

Это возможно в силу выпуклости множеств  и  
Положим по определению 

 

, 

. 
 

Учитывая условия, наложенные на правые части уравнений (1), (2), при помощи (20)–
(21) получаем, что 

 , (24) 

 , (25) 

где  и  являются решениями краевых задач 

 , (26) 

 , , (27) 

 
 

, (28) 

 , . (29) 
Учитывая разложения (24), (25), в формуле приращение (19) получим 

 

 

 

 
 

(30) 

y t1 ,x;ε( )=G x ,z t1 ,x;ε( )( ) y t ,x0;ε( )= β2 t( )
U V .

α t ,x( )= ∂z t ,x;ε( )
∂ε

ε=0

β t ,x( )= ∂ y t ,x;ε( )
∂ε

ε=0

Δz t ,x;ε( )= z t ,x;ε( )− zο t ,x( )= εα t ,x( )+ο ε ;t ,x( )
Δy t ,x;ε( )= y t ,x;ε( )− yο t ,x( )= ε β t ,x( )+ο ε ;t ,x( )

α t ,x( ) β t ,x( )
α t +1,x +1( )= ∂ f t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( )( )

∂z
α t ,x( )+ ∂ f t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( )( )

∂u
u t ,x( )−uο t ,x( )( )

α t0 ,x( )=0 α t ,x0( )=0
β t +1,x +1( )= ∂g t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( )( )

∂ y
β t ,x( )+ ∂g t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( )( )

∂v
v t ,x( )− vο t ,x( )( )

β t1 ,x( )=Gz x ,z t1 ,x( )( )α t1 ,x( ) β t ,x0( )=0

ΔSε u
ο t ,x( ) ,vο t ,x( )( )= S u t ,x;ε( ) ,vο t ,x;ε( )( )− S uο t ,x( ) ,vο t ,x( )( )=

= −ε ′Hu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( ) u t ,x( )−uο t ,x( )( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ −

−ε ′Mv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ +

+ ε
2

2 ′α t1 ,X( )∂
2φ1 z

ο t1 ,X( )( )
∂z2

α t1 ,X( )− ′α t ,x( )Hzz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )α t ,x( )+⎡
⎣

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑
⎡

⎣

⎢
⎢

+2 u t ,x( )−uο t ,x( )( )′Huz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )α t ,x( )+
+ u t ,x( )−uο t ,x( )( )′Huu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )α t ,x( ) u t ,x( )−uο t ,x( )( )⎤

⎦
⎥+

+ ε
2

2 ′β t2 ,X( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
β t2 ,X( )− ′β t ,x( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2

ο t ,x( )( )×
x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑
⎡

⎣

⎢
⎢

×β t ,x( )+2 v t ,x( )− vο t ,x( )( )′Mvy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )β t ,x( )+

+ v t ,x( )− vο t ,x( )( )′Mvv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( )⎤

⎦
⎥−

− ε
2

2 ′α t1 ,X( )Nzz ψ 2
ο ,zο t1 ,X( ) ,X( )α t1 ,X( )+ο ε 2( ).
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Из разложения (33) в силу независимости и произвольности допустимых управлений 

 и  получаем справедливость следующего утверждения. 

Теорема 1. Если множества  и  выпуклы, то для оптимальности допустимого управ-

ления  в задаче (1)–(6) необходимо, чтобы неравенства 

 , (31) 

 , (32) 

выполнялись для всех , , ,  соответственно. 

Пара соотношений (31), (36) есть аналог линеаризованного условия максимума Понт-
рягина для рассматриваемой задачи. 

Теперь рассмотрим случай вырождения аналога линеаризованного условия макси-
мума. 

Определение. Допустимое управление  назовем квазиособым управле-

нием в задаче (1)–(6), если для всех , , ,  выпол-

няются соотношения 

 , (33) 

 . (34) 

Случай выполнения тождеств (33), (34) назовем квазиособым случаем. 
В квазиособом случае из разложения (33) вытекает справедливость утверждения. 

Теорема 2. При сделанных предположениях для оптимальности квазиособого управле-

ния  необходимо, чтобы вдоль процесса  

выполнялись неравенства 

  (35) 

 
 

 

u t ,x( ) v t ,x( )
U V

uο t ,x( ) , vο t ,x( )( )
′Hu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1

ο t ,x( )( ) u t ,x( )−uο t ,x( )( )
x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ ≤0

′Mv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ ≤0

u t ,x( )∈U t ,x( )∈D1 v t ,x( )∈V t ,x( )∈D2

uο t ,x( ) , vο t ,x( )( )
u t ,x( )∈U t ,x( )∈D1 v t ,x( )∈V t ,x( )∈D2

′Hu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( ) u t ,x( )−uο t ,x( )( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ =0

′Mv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ =0

uο t ,x( ) , vο t ,x( )( ) uο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,zο t ,x( ) , yο t ,x( )( )

1) ′α t1 ,X( ) ∂2φ1 z
ο t1 ,X( )( )
∂z2

−Nzz ψ 2
ο ,zο t1 ,X( )( )

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
α t1 ,X( )−

− ′α t ,x( )Hzz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )α t ,x( )+⎡
⎣

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑

+2 u t ,x( )−uο t ,x( )( )′Huz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( )α t ,x( )+
+ u t ,x( )−uο t ,x( )( )′Huu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ ο t ,x( )( ) u t ,x( )−uο t ,x( )( )⎤

⎦
⎥−

− ′β1 t ,x( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )β1 t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ + ′β1 t2 ,X( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
β1 t2 ,X( )≥0.
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где  есть решение краевой задачи (26)–(27), а  есть решение задачи 

 , (36) 

 
, 

, 
(37) 

  (38) 

где  есть решение задачи 

 , (39) 

 
, 

. 
(40) 

Неравенства (35), (38) являются неявными необходимыми условиями оптимальности 
особых управлений. 

Используя их, получим явное необходимое условие оптимальности. 

Решение  краевой задачи (26)–(27) допускает представление [8] 

 , (41) 

где   матричная функция — решение задачи 

 

, 

 

 

, 

(  —  единичная матрица). 

 

Через  обозначим  матричную функцию, являющуюся решением 

задачи 

 

, 

 

 

, 

( —  единичная матрица). 

 

Тогда решения задач (36)–(37) и (39)–(40) допускают соответственно представления 

α t ,x( ) β1 t ,x( )
β1 t +1,x +1( )= gy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( )( )β1 t ,x( )

β1 t1 ,x( )=Gz x ,zο t1 ,x( )( )α t1 ,x( )
β1 t ,x0( )=0

2) ′β2 t2 ,X( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
β2 t2 ,X( )− ′β2 t ,x( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2

ο t ,x( )( )⎡
⎣ ×

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑

×β2 t ,x( )+2 v t ,x( )− vο t ,x( )( )′Mvy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )β2 t ,x( )+

+ v t ,x( )− vο t ,x( )( )′Mvv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( )⎤

⎦
⎥ ≥0,

β2 t ,x( )
β2 t +1,x +1( )= gz t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( )( )β2 t ,x( )+ gv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( )

β2 t1 ,x( )=0
β2 t ,x0( )=0

α t ,x( )
α t ,x( )= R1 t ,x;τ ,s( ) fu τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( ) u τ ,s( )−uο τ ,s( )( )

s=x0

x−1

∑
τ=t0

t−1

∑
R1 t ,x;τ ,s( ) n×n( )

R1 t ,x;τ −1,s −1( )= R t ,x;τ ,s( ) fz τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( )
R1 t ,x;τ −1,x −1( )=0
R1 t ,x; t −1,s −1( )=0
R1 t ,x; t −1,x −1( )= E

E1 n×n( )
R2 t ,x;τ ,s( ) m×m( )

R2 t ,x;τ −1,s −1( )= R2 t ,x;τ ,s( )gy τ ,s , yο τ ,s( ) ,vο τ ,s( )( )
R2 t ,x;τ −1,x −1( )=0
R2 t ,x; t −1,s −1( )=0
R2 t ,x; t −1,x −1( )= E2

E2 m×m( )
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 , (42) 

 , (43) 

где  определяется формулой 

   

Используя представления (41), (42), будем иметь 

 
 

 

  (44) 

  (45) 

   

  (46) 

 
 

 

β1 t ,x( )= Q t ,x;τ ,s( ) fu τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( ) u τ ,s( )−uο τ ,s( )( )
s=x0

x−1

∑
τ=t0

t1−1

∑

β2 t ,x( )= R2 t ,x;τ ,s( )gv τ ,s , yο τ ,s( ) ,vο τ ,s( )( ) v τ ,s( )− vο τ ,s( )( )
s=x0

x−1

∑
τ=t1

t−1

∑

Q t ,x;τ ,s( )
Q t ,x;τ ,s( )= R2 t ,x; t1 −1,x −1( )Gz x ,zο t1 ,x( )( )R1 t1 ,x;τ ,s( )+

+ R2 t ,x; t1 −1,β −1( )Gz x ,zο t1 ,x( )( )R1 t1 ,β ;τ ,s( )
β=s+1

x−1

∑ .

′α t ,x( )Hzz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( )α t ,x( )

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ =

= R1 t ,x;τ ,s( ) fu τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( ) u τ ,s( )−uο τ ,s( )( )
s=x0

x−1

∑
τ=t0

t−1

∑
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

′
×

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑

×Hzz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( ) R t ,x; ℓ,m( ) fu ℓ,m,zο ℓ,m( ) ,uο ℓ,m( )( ) u m,ℓ( )−uο m,ℓ( )( )

m=x0

x−1

∑
ℓ=t0

t−1

∑
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

= ′fu τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( ) u τ ,s( )−uο τ ,s( )( )′ ×
m=x0

x−1

∑
ℓ=t0

t1−1

∑
s=x0

x−1

∑
τ=t0

t1−1

∑

× ′R t ,x;τ ,s( )Hzz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( )R t ,x; ℓ,m( )

x=max s ,m( )+1

X−1

∑
t=max τ ,ℓ( )+1

t1−1

∑
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
×

×Δ
u ℓ ,m( ) f ℓ,m,z

ο ℓ,m( ) ,uο ℓ,m( )( ) u m,ℓ( )−uο m,ℓ( )( ) ,
Δ
v t ,x( ) ′Hz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1

ο t ,x( )( )α t ,x( )
x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ =

= u τ ,s( )−uο τ ,s( )( )Huz τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( ) ,ψ 1
ο τ ,s( )( )R1 τ ,s; t ,x( )

s=x+1

X−1

∑
τ=t+1

t1−1

∑
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ×

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑

× fu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( )( ) u t ,x( )−uο t ,x( )( ) ,
′α t1 ,X( )∂

2φ1 z
ο t1 ,X( )( )
∂z2

α t1 ,X( )= u τ ,s( )−uο τ ,s( )( )′ ′fu τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( )×
m=x0

X−1

∑
ℓ=t0

t1−1

∑
s=x0

X−1

∑
τ=t0

t1−1

∑

×R1 t ,X ;τ ,s( )∂
2φ1 z

ο t1 ,X( )( )
∂z2

R1 t1 ,X ; ℓ,m( ) fu ℓ,m,zο ℓ,m( ) ,uο ℓ,m( )( ) u m,ℓ( )−uο m,ℓ( )( ) ,
′β1 t ,x( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2

ο t ,x( )( )β1 t ,x( )=
x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑

= Q1 t ,x;τ ,s( ) fu τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( ) u τ ,s( )−uο τ ,s( )( )
s=x0

x−1

∑
τ=t0

t1−1

∑
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

′
×

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑

×Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( ) Q t ,x; ℓ,m( ) f ℓ,m,zο ℓ,m( ) ,uο ℓ,m( )( ) u m,ℓ( )−uο m,ℓ( )( )

m=x0

x−1

∑
ℓ=t0

t1−1

∑
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =
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  (47) 

   

  (48) 

Далее при помощи представления (46) получаем, что 

 (49) 

 (50) 

  

 
(51) 

Введем матричные функции ,  посредством формул 

 
 

 

= u τ ,s( )−uο τ ,s( )( ) ′fu τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( )×
m=x0

X−1

∑
ℓ=t0

t1−1

∑
s=x0

X−1

∑
τ=t0

t1−1

∑

× ′Q1 t ,x;τ ,s( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )

x=max s ,m( )+1

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
fu ℓ,m,zο ℓ,m( ) ,uο ℓ,m( )( )×

× u m,ℓ( )−uο m,ℓ( )( ) ,
′β1 t2 ,X( )∂

2φ2 yο t2 ,X( )( )
∂ y2

β1 t2 ,X( )= u τ ,s( )−uο τ ,s( )( )′ f τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( )×
s=x0

X−1

∑
τ=t0

t1−1

∑

× ′Q t2 ,X ;τ ,s( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
×

× Q t2 ,X ; ℓ,m( ) f ℓ,m,zο ℓ,m( ) ,uο ℓ,m( )( ) u m,ℓ( )−uο m,ℓ( )( )
m=x0

X−1

∑
ℓ=t0

t1−1

∑ .

′β2 t2 ,X( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
β2 t2 ,X( )= v τ ,s( )− vο τ ,s( )( )′ ′gv τ ,s , yο τ ,s( ) ,vο τ ,s( )( )×

m=x0

X−1

∑
ℓ=t1

t2−1

∑
s=x0

X−1

∑
τ=t1

t2−1

∑

× ′R2 t2 ,X ;τ ,s( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
R2 t2 ,X ; ℓ,m( )gv ℓ,m, yο ℓ,m( ) ,vο ℓ,m( )( ) v m,ℓ( )− vο m,ℓ( )( ) ,

v t ,x( )− vο t ,x( )( )′Mvy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )β2 t ,x( )=

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑

= v τ ,s( )− vο τ ,s( )( )′ ′Mvy τ ,s , yο τ ,s( ) ,vο τ ,s( ) ,ψ 2
ο τ ,s( )( )R2 τ ,s; t ,x( )

s=x+1

X−1

∑
τ=t+1

t2−1

∑
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
×

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑

×gv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( ) ,
′β2 t ,x( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2

ο t ,x( )( )β2 t ,x( )=
x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑

= v τ ,s( )− vο τ ,s( )( )′ ′gv τ ,s , yο τ ,s( ) ,vο τ ,s( )( )×
m=x0

X−1

∑
ℓ=t1

t2−1

∑
s=x0

X−1

∑
τ=t1

t2−1

∑

× ′R2 t ,x;τ ,s( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )R2 t ,x; ℓ,m( )

x=max s ,m( )+1

X−1

∑
t=max τ ,ℓ( )+1

t2−1

∑
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
×

× gv ℓ,m, yο ℓ,m( ) ,vο ℓ,m( )( ) v m,ℓ( )− vο m,ℓ( )( ).
K τ ,s ,ℓ,m( ) L τ ,s ,ℓ,m( )

K τ ,s ,ℓ,m( )= ′R1 t ,x;τ ,s( )Hzz t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1
ο t ,x( )( )R t ,x; ℓ,m( )

x=max s ,m( )+1

X−1

∑
t=max τ ,ℓ( )+1

t1−1

∑ −

− ′R1 t1 ,X ;τ ,s( )∂
2φ1 z

ο t1 ,X( )( )
∂z2

R1 t1 ,X ; ℓ,m( )+

+ ′Q1 t ,x;τ ,s( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )

x=max s ,m( )+1

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ −

− ′Q t2 ,X ;τ ,s( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
Q t2 ,X ; ℓ,m( ) ,
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Учитывая тождества (47)–(48) и выражения для , , неравен-

ства (38), (39) записываются в виде 

  (52) 

   

 
 

(52) 

Теорема 3. Пусть множества  и  выпуклы. Тогда для оптимальности квазиособого, 

управления  необходимо, чтобы неравенства (52), (53) выполнялись для 

всех , , ,  соответственно. 

Отметим, что неравенства (52) и (53) являются конструктивными, но довольно об-
щими необходимыми условиями оптимальности квазиособых управлений. Тем не менее, 
из них, в частности, можно получить ряд более легко проверяемых, но менее информа-
тивных одноточечных необходимых условий оптимальности квазиособых управлений, ис-
пользуя произвольность допустимых управлений  

Приведем одно из них. 

Следствие. При сделанных предположениях для оптимальности квазиособого управле-

ния  в рассматриваемой задаче необходимо, чтобы соотношения 

   

   

выполнялись для всех , , , , соответственно. 

L τ ,s ,ℓ,m( )= − ′R2 t2 ,X ;τ ,s( )∂
2φ2 yο t2 ,X( )( )

∂ y2
R2 t2 ,X ; ℓ,m( )+

+ ′R2 t2 ,X ;τ ,s( )Myy t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2
ο t ,x( )( )R2 t2 ,X ; ℓ,m( )

x=max s ,m( )+1

X−1

∑
t=max τ ,ℓ( )+1

t2−1

∑ .

K τ ,s ,ℓ,m( ) L τ ,s ,ℓ,m( )

u m,ℓ( )−uο m,ℓ( )( )′ ′fu τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( )( )K τ ,s ,ℓ,m( )×
m=x0

X−1

∑
ℓ=t0

t1−1

∑
s=x0

X−1

∑
τ=t0

t1−1

∑

× fu ℓ,m,zο ℓ,m( ) ,uο ℓ,m( )( ) u m,ℓ( )−uο m,ℓ( )( )+
+ u t ,x( )−uο t ,x( )( )′Huu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( ) ,ψ 1

ο t ,x( )( ) u t ,x( )−uο t ,x( )( )
x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑ +

+2 u τ ,s( )−uο τ ,s( )( ) ′Huz τ ,s ,zο τ ,s( ) ,uο τ ,s( ) ,ψ 1
ο τ ,s( )( )R1 τ ,s; t ,x( )

s=x+1

X−1

∑
τ=t+1

t1−1

∑
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
×

x=x0

X−1

∑
t=t0

t1−1

∑

× fu t ,x ,zο t ,x( ) ,uο t ,x( )( ) u t ,x( )−uο t ,x( )( )≤0,
v τ ,s( )− vο τ ,s( )( )′ ′gv τ ,s , yο τ ,s( ) ,vο τ ,s( )( )L τ ,s ,ℓ,m( )gv ℓ,m, yο ℓ,m( ) ,vο ℓ,m( )( )

m=x0

X−1

∑
ℓ=t1

t2−1

∑
s=x0

X−1

∑
τ=t1

t2−1

∑ +

+2 v τ ,s( )− vο τ ,s( )( )′ ′Mvy τ ,s , yο τ ,s( ) ,vο τ ,s( ) ,ψ 2
ο τ ,s( )( )R2 τ ,s; t ,x( )

s=x+1

X−1

∑
τ=t+1

t2−1

∑
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
×

x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑

×gv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( )+
+ v t ,x( )− vο t ,x( )( )′Mvv t ,x , yο t ,x( ) ,vο t ,x( ) ,ψ 2

ο t ,x( )( ) v t ,x( )− vο t ,x( )( )
x=x0

X−1

∑
t=t1

t2−1

∑ ≤0.

U V
uο t ,x( ) , vο t ,x( )( )

u t ,x( )∈U t ,x( )∈D1 v t ,x( )∈V t ,x( )∈D2

u t ,x( ) ,v t ,x( ).

uο t ,x( ) , vο t ,x( )( )
u−uο θ ,ξ( )( ) ′fu(θ ,⎡⎣ ξ ,z0(θ ,ξ),u(θ ,ξ))K(θ ,ξ ,θ ,ξ) fu(θ ,ξ ,z0(θ ,ξ),u(θ ,ξ))+
+Huu θ ,ξ ,zο θ ,ξ( ) ,uο θ ,ξ( ) ,ψ 1

ο θ ,θ( )( )⎤⎦(u−u0(θ ,ξ))≤0,
v − vο θ ,ξ( )( ) ′gu(θ ,⎡⎣ ξ , y0(θ ,ξ),v0(θ ,ξ))L(θ ,ξ ,θ ,ξ)gu(θ ,ξ , y0(θ ,ξ),v(θ ,ξ))+
+Mvv θ ,ξ , yο θ ,ξ( ) ,vο θ ,ξ( ) ,ψ 2

ο θ ,θ( )( )⎤⎦(v − v0(θ ,ξ))≤0,
u∈U θ ,ξ( )∈D1 v∈V θ ,ξ( )∈D2
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Заключение 
В работе рассматривается одна ступенчатая задача оптимального управления, описы-

ваемая дискретным аналогом системы Гурса—Дарбу (модель Форназини—Маркезини). 
При предположении выпуклости области управления, применяя модифицированный ва-
риант метода приращений, установлено необходимое условия оптимальности первого по-
рядка в форме линеаризованного условие максимума, которое, в отличие от непрерывного 
случая, не является следствием дискретного принципа максимума. 

Далее изучен случай вырождения линеаризованного условия максимума (квазиосо-
бый случай). При помощи новых специальных формул приращений критерия качества 
выведены необходимые условия оптимальности квазиособых управлений. Заметим, что 
условия оптимальности для таких задач оптимального управления очень мало установ-
лены. В дальнейшем предполагается исследование поставленной задачи в предположении 
открытости областей управления, замкнутости областей управления, а также при нали-
чии наложенных на состояния системы различных функциональных ограничений типа 
равенств и неравенств. Представляет интерес также исследование поставленной задачи с 
негладким критерием качества, а также изучение задачи на минимакс. Одной из акту-
альных задач является доказательство в рассматриваемой задаче достаточного условия 
оптимальности типа условий Кротова с помощью формализма Беллмана—Кротова. 
 

Авторы выражают благодарность рецензентам за полезные замечания. 
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We study one stepwise (i.e., multi-stage) optimal control problem of a terminal type by a quality functional, 

described by discrete two-parameter systems of equations of the Fornasini–Marchezini type under the assumption 
of convexity of the control domains. A discrete two-parameter system of equations of the Fornasini–Marchezine 
type is a difference analogue of the system second-order hyperbolic equations (sometimes such systems of equations 
in the Western literature are also called 2D systems). Using a modified analogue of the increment method, a special 
decomposition of the second-order quality functional, using linearized difference systems of equations is obtained. 

Using one version of the increment method, the first-order necessary optimality condition is established in the 
form of a linearized (differential) maximum condition. The case of degeneration of the linearized maximum condition 
(a quasi-singular case) separately is studied. Using constructive verifiable quadratic necessary optimality conditions 
for quasi-singular controls, using representations of solutions of linearized difference systems of equations using 
special formulas for incrementing the quality functional. 
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