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Рассматриваются две модели дискретных динамических управляемых систем с помехой. В одной из
них представлена дискретная задача управления, в которой вектограмма управления линейно зависит от
заданных множеств. Во второй задаче предполагается, что вектограммы управления и помехи являются
однотипными множествами. В обоих случаях цель выбора управления заключается в том, чтобы в мо-
мент окончания процесса управления фазовая точка содержалась в заданном множестве. При построении
управления предполагается, что в каждый дискретный момент времени поступает информация о реализа-
ции помехи. Записан оператор программного поглощения, с помощью которого сформулированы условия
на множество начальных положений, при которых гарантируется выполнение требуемого включения в за-
данный момент времени. В практической части работы показано применение полученных результатов на
примере решения задачи управления запасами товара на складе. Пополнение товара происходит за счет его
производства, а величина отгрузки товара определяется спросом. Предполагается, что о величине спроса на
товар известно только множество его значений. Цель управления состоит в том, чтобы в заданный момент
времени количество товара удовлетворяло определенным ограничениям. Получено множество начальных
запасов товара, для которых возможно осуществить поставленную цель при любой реализации спроса.

Ключевые слова: дискретная система, задача управления запасами, вектограммы, линейно зависящие
от заданных множеств, однотипная задача управления.

ОБРАЗЕЦ ЦИТИРОВАНИЯ
Никитина С.А., Ухоботов В.И. Дискретные динамические системы с помехой и их при-

ложения к решению задачи управления запасами // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычисли-
тельная математика и информатика. 2021. Т. 10, № 2. С. 5–19. DOI: 10.14529/cmse210201.

Введение

Создание и применение дискретных систем управления может быть вызвано нескольки-
ми причинами. Зачастую дискретные процессы управления возникают при решении прак-
тических задач. Это связано с тем, что информацию о состоянии управляемого процесса
возможно получить только в дискретные моменты времени, а управление осуществляется
по шагам. Кроме этого принцип действия некоторых элементов, входящих в систему, может
быть дискретным. Отметим также, что для дискретных систем бывает проще реализовать
сложные алгоритмы управления.

Задачи управления запасами составляют один из обширных классов дискретных задач
управления, решение которых имеет важное прикладное значение. Определение стратегии
управления запасами позволяет повысить эффективность используемых ресурсов.

В статье будут рассмотрены две модели дискретных динамических управляемых си-
стем с помехой. Для каждой их них будет показано применение полученных теоретических
результатов для решения задачи управления запасами.

2021, т. 10, № 2 5



Статья организована следующим образом. Раздел 1 содержит обзор работ по тематике
исследования. В разделе 2 приводится решение задачи управления с помехой и вектограм-
мами, линейно зависящими от заданных множеств. Раздел 3 посвящен рассмотрению дис-
кретной задачи управления с помехой с однотипными вектограммами и выпуклой целью.
В заключении приводится краткая сводка результатов, полученных в работе, и указаны
направления дальнейших исследований.

1. Обзор работ

Для систем с дискретным временем в статье [14] решается задача адаптивного управ-
ления. В каждый момент времени управление выбирается на основе правила переключе-
ния. Задача управления состоит в том, чтобы определить подходящие правила для пере-
ключения и настройки параметров. Анализ динамических систем с дискретным временем,
неопределенностями параметров и помехами представлен в работе [15]. Показано, что за-
дача построения управления для таких систем сводится к решению линейных матричных
неравенств. Алгоритм синтеза управления системой с дискретным временем при наличии
внешнего воздействия был получен в [13], где также было показано применение полученной
схемы на нескольких практических приложениях.

В работе [16] рассмотрена дискретная модель запасов с линейной скоростью спроса
без регулярного предложения. Вводится критерий для расчета чистой прибыли, исходя из
которого строится управление. В [17] представлены результаты моделирования динамики
производства и заказов для системы поставок с дискретным временем. Получены оценки
границ диапазона колебаний запасов при неизвестном спросе.

В работах [1–3] рассмотрена задача управления дискретной линейной системой с за-
данным моментом окончания и с фиксированным терминальным множеством. На каждом
шаге при построении управления используется информация о реализации помехи. В ста-
тье [2] эта задача рассмотрена для случая, когда терминальное множество и вектограмма
управления являются многогранниками специального вида, которые задаются с помощью
системы линейных неравенств. Получены условия на множество начальных положений,
при которых гарантируется достижение цели в момент окончания процесса управления.
В [3] требуется, чтобы в момент окончания процесса управления фазовая точка содержа-
лась в заданном множестве, имеющем форму кольца. Было построено семейство множеств,
определяющее необходимые и достаточные условия возможности окончания. В работе [1]
построены оптимальные управления для такой задачи.

В [4] предложен подход для решения задачи управления запасами в дискретном случае.
Записан алгоритм построения управления, которое обеспечивает удержание фазовой точки
в заданном семействе множеств при любой допустимой реализации помехи. В работе [12]
была рассмотрена задача удержания фазовой точки в заданном семействе множеств в дис-
кретные моменты времени, приведены необходимые и достаточные условия возможности
удержания.

В данной статье продолжается начатое ранее исследование. Рассматриваются две моде-
ли дискретных динамических управляемых систем с помехой. В одной из них рассматрива-
ется дискретная задача управления с заданным моментом окончания, в которой вектограм-
ма управления линейно зависит от заданных множеств, а в другой вектограммы управления
и помехи являются однотипными множествами. Требуется, чтобы в момент окончания про-
цесса управления фазовая точка содержалась в некотором множестве. В каждом из двух

Дискретные динамические системы с помехой и их приложения к решению задачи...
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случаев определены условия на множество начальных положений, при которых будет га-
рантироваться выполнение указанного требования.

2. Дискретная задача управления с помехой
и вектограммами, линейно зависящими от заданных
множеств

2.1. Постановка задачи

Пусть задан управляемый процесс

z(k + 1) = z(k) - 
N\sum 

i=1

ai(k)ui(k) +

M\sum 

j=1

bj(k)vj(k), (1)

где k = 0, . . . , p, z(k) \in \BbbR n, ui(k) \in Ui, vj(k) \in Vj , ai(k) \geq 0, bj(k) \geq 0, p — фиксированный
момент времени; Ui \subset \BbbR n и Vj \subset \BbbR n — выпуклые множества.

Задано выпуклое множество X \subset \BbbR n. Цель выбора управления ui \in Ui, i = 1, . . . , N

заключается в осуществлении включения

z(p) \in X (2)

при любой допустимой реализации помехи vj , j = 1, . . . ,M,. На каждом шаге при построе-
нии управления используется информация о реализации помехи.

Требуется определить множество начальных положений z(0), откуда возможно осуще-
ствить (2) при любых допустимых реализациях помехи.

2.2. Решение

Введем оператор Tk который каждому числу k = 0, . . . , p и каждому множеству Y

ставит в соответствие множество Tk(Y ), определяемое следующим образом. Точка z \in Tk(Y )

тогда и только тогда, когда для любой реализации помехи vj(k) \in Vj существует управление
ui(k) \in Ui такое, что z(k + 1) \in Y . Поэтому

Tk(Y ) =

\Biggl( 
Y +

N\sum 

i=1

ai(k)Ui

\Biggr) 
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

bj(k)Vj . (3)

Здесь с помощью A
\ast 
 - B обозначена геометрическая разность [5] множеств A и B из

пространства \BbbR n.
Для дальнейших рассуждений потребуется следующее свойство [8]: пусть множество X

является выпуклым, а числа \sigma i \geq 0, \epsilon i > 0, i = 1, . . . , N , \delta j \geq 0, \gamma j > 0, j = 1, . . . ,M

удовлетворяют неравенству

max
1\leq i\leq N

\sigma i
\epsilon i

\leq min
1\leq j\leq M

\delta j
\gamma j

.

Тогда \left( 
 
\Biggl( 
X +

N\sum 

i=1

\epsilon iUi

\Biggr) 
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

\gamma j(k)Vj +

N\sum 

i=1

\sigma iUi

\right) 
 \ast 

 - 
M\sum 

j=1

\delta jVj =

С.А. Никитина, В.И. Ухоботов

2021, т. 10, № 2 7



=

\Biggl( 
X +

N\sum 

i=1

(\epsilon i + \sigma i)Ui

\Biggr) 
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

(\gamma j + \delta j)Vj . (4)

В работе [9] доказана следующая лемма.

Лемма 1. Для любого выпуклого множества K и любых чисел \alpha j \geq \beta j \geq lj \geq 0, \alpha j \geq 
\beta j + fj , fj \geq 0, j = 1, . . . ,M выполнено включение

\left( 
 K +

M\sum 

j=1

(\beta j  - lj)Vi

\right) 
 \ast 

 - 
M\sum 

j=1

fjVj \supset 

\supset K
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

(\alpha j  - \beta j)Vj +

M\sum 

j=1

(\alpha j  - lj  - fj)Vj .

Обозначим

W (k) =

\Biggl( 
X +

N\sum 

i=1

p\sum 

s=k

ai(s)Ui

\Biggr) 
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

yj(k)Vj +

M\sum 

j=1

(yj(k) - 
p\sum 

s=k

bj(s))Vj . (5)

Теорема 1. Пусть yj(k), k = 0, . . . , p, j = 1, . . . ,M в формуле (5) удовлетворяет условиям

yj(p) = 0 и

yj(k + 1) = yj(k) - max

\Biggl\{ 
bj(k); yj(k + 1) \cdot max

1\leq i\leq N

\Biggl( 
ai(k)\sum p

s=k+1 ai(s)

\Biggr) \Biggr\} 
. (6)

Тогда для множеств (5) выполнено

W (p) = X; W (k) \subset Tk(W (k + 1)). (7)

Доказательство. Равенство W (p) = X следует из (5) и условия yj(p) = 0.
Далее из (6) следует, что

yj(k + 1) - yj(k) \leq  - yj(k + 1) \cdot ai(k)\sum p
s=k+1 ai(s)

,

i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M.

Поэтому

(yj(k) - yj(k + 1))

p\sum 

s=k+1

ai(s) \geq yj(k + 1) \cdot ai(k), i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M.

Следовательно, выполняются неравенства

min
1\leq j\leq M

yj(k) - yj(k + 1)

yj(k + 1)
\geq max

1\leq i\leq N

ai(k)\sum p
s=k+1 ai(s)

. (8)

Из (6) получим, что

yj(k) - yj(k + 1) \geq bj(k), j = 1, . . . ,M. (9)

Дискретные динамические системы с помехой и их приложения к решению задачи...
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Обозначим
\alpha j = yj(k), \beta j = yj(k + 1),

lj =

p\sum 

s=k

bj(s), fj = bj(k), j = 1, . . . ,M.

Тогда из неравенств (9) следует, что эти числа удовлетворяют неравенствам, содержа-
щимся в формулировке леммы 1.

Рассмотрим множество Tk(W (k + 1)) и покажем, что выполнено W (k) \subset Tk(W (k + 1)).
Из (3) и (5) следует, что

Tk(W (k + 1)) =

\Biggl( 
W (k + 1) +

N\sum 

i=1

ai(k)Ui

\Biggr) 
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

bj(k)Vj =

= [(X +

N\sum 

i=1

p\sum 

s=k+1

ai(s)Ui)
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

yj(k + 1)Vj +

N\sum 

i=1

ai(k)Ui+

+

M\sum 

j=1

(yj(k + 1) - 
p\sum 

s=k+1

bj(s))Vj ]
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

bj(k)Vj .

Отсюда, используя лемму 1, получим

Tk(W (k + 1)) \supset 

\left[ 
 (X +

N\sum 

i=1

p\sum 

s=k+1

ai(s)Ui)
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

yj(k + 1)Vj +

N\sum 

i=1

ai(k)Ui

\right] 
 \ast 
 - 

\ast 
 - 

M\sum 

j=1

(yj(k) - yj(k + 1))Vj +

M\sum 

j=1

(yj(k) - 
p\sum 

s=k+1

bj(s) - bj(k))Vj \supset 

\supset [(X +

N\sum 

i=1

p\sum 

s=k+1

ai(s)Ui)
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

yj(k + 1)Vj +

N\sum 

i=1

ai(k)Ui]
\ast 
 - 

\ast 
 - 

M\sum 

j=1

(yj(k) - yj(k + 1))Vj +

M\sum 

j=1

(yj(k) - 
p\sum 

s=k

bj(s))Vj .

Применим к множеству, стоящему в правой части последнего включения, равенство (4),
используя при этом неравенство (8). Тогда

Tk(W (k + 1)) \supset [(X +

N\sum 

i=1

(

p\sum 

s=k+1

ai(s) + ai(k))Ui)]
\ast 
 - 

\ast 
 - 

M\sum 

j=1

(yj(k + 1) + yj(k) - yj(k + 1))Vj +

M\sum 

j=1

(yj(k) - 
p\sum 

s=k

bj(s))Vj =

= [(X +

N\sum 

i=1

p\sum 

s=k

ai(s)Ui)]
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

yj(k)Vj +

M\sum 

j=1

(yj(k) - 
p\sum 

s=k

bj(s))Vj .
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С учетом обозначений (5) получим требуемое включение W (k) \subset Tk(W (k + 1)). Таким
образом, условия (7) выполнены. Теорема доказана.

Построенное семейство множеств W (k), k = 0, . . . , p позволяет записать условия на
множество начальных положений, при которых гарантируется выполнение включения (2)
в момент окончания процесса управления (1).

2.3. Пример

Рассмотрим задачу управления запасами [7]

x(k + 1) = x(k) + a(k) \cdot u - 
M\sum 

j=1

bj(k)v
\ast 
j , k = 0, 1, . . . , p. (10)

Предполагаем, что a(k) \geq bj(k), j = 1, . . . ,M .
Пусть x(k) =

\bigl( 
x1(k);x2(k)

\bigr) 
, где x1(k), x2(k) — количество товаров первого и второго

вида, имеющихся в наличии на складе в k-ый период времени, x1(k) \geq 0, x2(k) \geq 0;
u(k) =

\bigl( 
u1(k);u2(k)

\bigr) 
, где u1(k), u2(k) — доля товара первого и второго вида, произве-

денного за период k, u1(k) \in [0; 1], u2(k) \in [0; 1];
a(k) — максимально возможный выпуск продукции каждого вида в k-ый период вре-

мени (определяется особенностями технологического процесса);
a(k)u1(k), a(k)u2(k) — количество товара первого и второго вида, произведенного за

период k.
Величина

\sum M
j=1 bj(k)v

\ast 
j определяется спросом на продукцию в k-й период. Информа-

ция о спросе на товар может поступать из разных источников. Предприятие получает эту
информацию и на ее основании строит управление, то есть принимает решение об объеме
производимой продукции в данный период времени.

Пусть к концу p-го периода требуется, чтобы выполнялось условие

c1x
1(p) + c2x

2(p) \leq \epsilon ,

c1, c2 > 0, x1(p) \geq 0, x2(p) \geq 0. Это условие можно рассматривать как ограничение на
ёмкость склада.

Введем управления u1 = ( - u1; 0), u2 = (0; - u2), и vj =  - v\ast j . Тогда процесс управле-
ния (10) можно записать в виде (1).

Обозначим множества
U1 =

\bigl\{ 
u \in \BbbR 2 : u = ( - u1; 0)

\bigr\} 
,

U2 =
\bigl\{ 
u \in \BbbR 2 : u = (0; - u2)

\bigr\} 
,

X =
\bigl\{ 
x \in \BbbR 2 : c1x

1 + c2x
2 \leq \epsilon , x1 \geq 0, x2 \geq 0

\bigr\} 
.

Цель процесса управления запишется в виде

x(p) \in X.

Из неравенства a(k) \geq bj(k), j = 1, . . . ,M следует, что

yj(k) =

p\sum 

s=k

a(s), k = 0, ..., p - 1, yj(p) = 0, \forall j = 1, . . .M

Дискретные динамические системы с помехой и их приложения к решению задачи...
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удовлетворяет условиям (6).
Тогда, подставляя yj(k) в (5), получим

W (k) =

\Biggl( 
X +

p\sum 

s=k

a(s)(U1 + U2)

\Biggr) 
\ast 
 - 

M\sum 

j=1

p\sum 

s=k

a(s)Vj +

M\sum 

j=1

p\sum 

s=k

(a(s) - bj(s))Vj .

Таким образом, чтобы к концу заданного периода времени ограничения на ёмкость
склада были выполнены, в начальный момент времени запас товаров на складе должен
удовлетворять условию x(0) =

\bigl( 
x1(0), x2(0)

\bigr) 
\in W (0).

3. Дискретная задача управления с помехой
с однотипными вектограммами и выпуклой целью

3.1. Постановка задачи

Пусть задан управляемый процесс

z(k + 1) = z(k) - a(k)u+ b(k)v, (11)

где z \in \BbbR n, a(k) \geq 0, b(k) \geq 0, k = 0, . . . , p.
Здесь u \in X — значение управления, v \in X — значение помехи, X \subset \BbbR n является

выпуклым и замкнутым. Считаем, что p \geq 1 — длительность процесса управления задана.
Приведем правила, описывающие управление дискретной системой. В начальный мо-

мент времени, исходя из начального положения z(0), происходит реализация помехи v(0)

из множества X. Зная начальное положение и реализацию помехи, выбирается управление
u(0) из множества X. Для начального условия z(0) и для выбранной допустимой пары u и
v реализуется z(1) по правилу (11). В следующий момент t = 1, исходя из значения z(1),
происходит реализация v(1) из множества X. Зная z(1) и v(1), строится управление u(1) из
множества X и т.д.

Задано выпуклое замкнутое множество Z \subset \BbbR n.
Цель выбора управления u \in X заключается в осуществлении включения

z(p) \in Z (12)

при любой допустимой реализации помехи.
Требуется определить множество начальных положений z(0), откуда возможно осуще-

ствить (12) при любых допустимых реализациях помехи.

3.2. Решение

Введем оператор Tk который каждому числу k = 0, . . . , p и каждому множеству Y \in \BbbR n

ставит в соответствие множество Tk(Y ), определяемое следующим образом. Точка z \in Tk(Y )

тогда и только тогда, когда для любой реализации помехи v \in X существует управление
u \in X такое, что z(k + 1) = z(k) - a(k)u+ b(k)v \in Y .

Отсюда получим, что

Tk(Y ) = (Y + a(k)X)
\ast 
 - b(k)X. (13)
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Обозначим
\Omega m = Tm (Tm+1 (. . . Tp - 1(Z) . . .)) , m = 0, . . . , p - 1. (14)

Используя введенные обозначения получим, что множество начальных положений, от-
куда возможно осуществить включение (12), запишется в виде \Omega 0.

Известно [6], что для любого выпуклого замкнутого множества M \in \BbbR n и для любого
выпуклого компакта X \in \BbbR n выполнены следующие свойства

(M + \epsilon X)
\ast 
 - \epsilon X = M ; (15)

\Bigl( 
M

\ast 
 - \epsilon X

\Bigr) \ast 
 - \delta X = M

\ast 
 - (\epsilon + \delta )X. (16)

Здесь \epsilon и \delta — произвольные неотрицательные числа.
В работе [10] доказана следующая лемма.

Лемма 2. Пусть Q — выпуклое замкнутое множество в \BbbR n, a \geq 0, b \geq 0 — заданные числа.
Тогда

(Q+ aX)
\ast 
 - bX = Q

\ast 
 - b\ast X + a\ast X,

где a\ast = max \{ 0; a - b\} , b\ast = max \{ 0; b - a\} .

Теорема 2. Для любого числа 0 \leq m \leq p - 1 выполнено

\Omega m = Z
\ast 
 - \beta (m)X + \alpha (m)X,

где

\alpha (m) = \alpha (p - 1) +

p - 2\sum 

i=m

(a(i) - b(i)) \geq 0, m = 0, . . . , p - 2,

\alpha (p - 1) = max \{ 0; a(p - 1) - b(p - 1)\} ,

\beta (m) = \beta (p - 1) \geq 0, m = 0, . . . , p - 2,

\beta (p - 1) = max \{ 0; b(p - 1) - a(p - 1)\} .

Доказательство. Согласно (13) и (14) множество \Omega p - 1 = Tp - 1(Z) = (Z + \alpha (p - 1)X)
\ast 
 - 

\beta (p - 1)X.

Обозначим
\alpha (p - 1) = max \{ 0; a(p - 1) - b(p - 1)\} \geq 0,

\beta (p - 1) = max \{ 0; b(p - 1) - a(p - 1)\} \geq 0.

Покажем, что Tp - 1 = Z
\ast 
 - \beta (p - 1)X + \alpha (p - 1)X.

Пусть a(p - 1) \geq b(p - 1). В этом случае \alpha (p - 1) = a(p - 1) - b(p - 1) \geq 0, \beta (p - 1) = 0.

Тогда, применяя (15), получим, что

(Z + a(p - 1)X)
\ast 
 - b(p - 1)X =

Дискретные динамические системы с помехой и их приложения к решению задачи...
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= (Z + (a(p - 1) - b(p - 1))X + b(p - 1)X)
\ast 
 - b(p - 1)X =

= Z + (a(p - 1) - b(p - 1))X = Z + \alpha (p - 1)X.

Показали, что в рассматриваемом случае множество Tp - 1(Z) = Z
\ast 
 - \beta (p - 1)X + \alpha (p - 

1)X.

Пусть теперь a(p - 1) < b(p - 1). В этом случае \alpha (p - 1) = 0, \beta (p - 1) = b(p - 1) - a(p - 1).

Тогда, используя (16), найдем, что

(Z + a(p - 1)X)
\ast 
 - b(p - 1)X =

=
\Bigl( 
(Z + a(p - 1)X)

\ast 
 - a(p - 1)X

\Bigr) \ast 
 - (b(p - 1) - a(p - 1))X =

= Z
\ast 
 - (b(p - 1) - a(p - 1))X = Z

\ast 
 - \beta (p - 1)X.

И в этом случае показали, что множество \Omega p - 1 = Tp - 1(Z) = Z
\ast 
 - \beta (p - 1)X+\alpha (p - 1)X.

Далее, рассмотрим множество

\Omega p - 2 = Tp - 2(Tp - 1(Z)) = Tp - 2

\Bigl( 
Z

\ast 
 - \beta (p - 1)X + \alpha (p - 1)X

\Bigr) 
=

=
\Bigl( 
Z

\ast 
 - \beta (p - 1)X + \alpha (p - 1)X + a(p - 2)X

\Bigr) \ast 
 - b(p - 2)X.

Обозначим \alpha (p - 2) = \alpha (p - 1) + a(p - 2) - b(p - 2).

Снова рассмотрим два случая. Пусть сначала a(p - 2) \geq b(p - 2). В этом случае \alpha (p - 2) \geq 
0. Значит

\Omega p - 2 = (Tp - 1(Z) + a(p - 2)X)
\ast 
 - b(p - 2)X =

= (Tp - 1(Z) + (a(p - 2) - b(p - 2))X + b(p - 2)X)
\ast 
 - b(p - 2)X =

= Tp - 1(Z) + (a(p - 2) - b(p - 2))X =

= Z
\ast 
 - \beta (p - 1)X + \alpha (p - 1)X + (a(p - 2) - b(p - 2))X =

= Z
\ast 
 - \beta (p - 1)X + (\alpha (p - 1) + a(p - 2) - b(p - 2))X =

= Z
\ast 
 - \beta (p - 1)X + (\alpha (p - 2)X.

Пусть теперь a(p - 2) < b(p - 2). Тогда \alpha (p - 2) - a(p - 2) + b(p - 2) \geq 0. Найдем

\Omega p - 2 = (Tp - 1(Z) + a(p - 2)X)
\ast 
 - b(p - 2)X =

=
\Bigl( 
(Tp - 1(Z) + a(p - 2)X)

\ast 
 - a(p - 2)X

\Bigr) \ast 
 - (b(p - 2) - a(p - 2))X =
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= Tp - 1(Z)
\ast 
 - (b(p - 2) - a(p - 2))X =

=
\Bigl( 
Z

\ast 
 - \beta (p - 1)X + \alpha (p - 1)X

\Bigr) \ast 
 - (b(p - 2) - a(p - 2))X =

=
\Bigl( 
Z

\ast 
 - \beta (p - 1)X + (\alpha (p - 2) - a(p - 2) + b(p - 2))X

\Bigr) \ast 
 - (b(p - 2) - a(p - 2))X =

=
\Bigl( 
Z

\ast 
 - \beta (p - 1)X + \alpha (p - 2)X + (b(p - 2) - a(p - 2))X

\Bigr) \ast 
 - (b(p - 2) - a(p - 2))X =

= Z
\ast 
 - \beta (p - 1)X + \alpha (p - 2)X.

Показали, что множество \Omega p - 2 = Z
\ast 
 - \beta (p - 2)X + \alpha (p - 2)X.

Рассуждая аналогично, получим, что

\Omega m = Z
\ast 
 - \beta (m)X + \alpha (m)X,

\alpha (m) = \alpha (p - 1) +

p - 2\sum 

i=m

(a(i) - b(i)) \geq 0, m = 0, . . . , p - 2,

\alpha (p - 1) = max \{ 0; a(p - 1) - b(p - 1)\} ,

\beta (m) = \beta (p - 1) \geq 0, m = 0, . . . , p - 2,

\beta (p - 1) = max \{ 0; b(p - 1) - a(p - 1)\} .

Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть a(k) = a, b(k) = b для всех k = 0, 1, . . . , p, тогда

\Omega 0 = Z
\ast 
 - \beta (p - 1)X + (\alpha (p - 1) + (p - 1)(a - b))X.

Если при этом выполнено условие a > b, то \Omega 0 = Z + p(a - b)X.

Построенное семейство множеств \Omega m,m = 0, . . . , p - 1 позволяет определить условия на
множество начальных положений, при которых гарантируется выполнение включения (12)
в момент окончания процесса управления (11).
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3.3. Пример

Рассмотрим задачу управления запасами [7]

z(k + 1) = z(k) + a(k)\widetilde u - b(k)\widetilde v, k = 0, 1, 2, 3. (17)

Здесь z(k) =
\bigl( 
z1(k); z2(k)

\bigr) 
, где z1(k), z2(k) — количество товаров первого и второго

вида, имеющихся в наличии на складе в k-ый период времени, z1(k) \geq 0, z2(k) \geq 0;
a(k) — максимально возможный выпуск продукции каждого вида в k-ый период вре-

мени (определяется особенностями технологического процесса);
b(k) — максимально возможный спрос на продукцию каждого вида в k-ый период вре-

мени.
Предполагаем, что известны значения a(0) = 4, a(1) = 2, a(2) = 3, b(0) = 3, b(1) =

3, b(2) = 2. Пусть \widetilde u(k) =
\bigl( 
\widetilde u1(k); \widetilde u2(k)

\bigr) 
, где \widetilde u1(k), \widetilde u2(k) — доля товара первого и второго

вида, произведенного за период k, \widetilde u1(k) \in [0; 1], \widetilde u2(k) \in [0; 1];
a(k)u1(k), a(k)u2(k) — количество товара первого и второго вида, произведенного за

период k;
\widetilde v(k) =

\bigl( 
\widetilde v1(k); \widetilde v2(k)

\bigr) 
, где \widetilde v1(k), \widetilde v2(k) — доля товара первого и второго вида, от-

груженного со склада за период k, определяется спросом на продукцию в k-й период,
\widetilde v1(k) \in [0; 1], \widetilde v2(k) \in [0; 1].

Информация о спросе на товар считается известной. Предприятие получает эту ин-
формацию и на ее основании строит управление, то есть принимает решение об объеме
производимой продукции в текущий момент времени.

Сделаем замену переменных

u1(k) =  - \widetilde u1(k), u2(k) =  - \widetilde u2(k), v1(k) =  - \widetilde v1(k), v2(k) =  - \widetilde v2(k),

после которой задачу (17) можно записать в виде (11).
Пусть к концу периода p = 3 требуется, чтобы выполнялось условие

1 \leq z1(3) \leq 2, 1 \leq z2(3) \leq 3.

Обозначим множества

X =
\bigl\{ 
x \in \BbbR 2 :  - 1 \leq x1 \leq 0,  - 1 \leq x2 \leq 0

\bigr\} 
,

Z =
\bigl\{ 
z \in \BbbR 2 : 1 \leq z1 \leq 2, 1 \leq z2 \leq 3

\bigr\} 
.

Цель процесса управления запишется в виде z(3) \in Z.

Согласно теореме 2.1. множество \Omega 0 запишется следующим образом

\Omega 0 = Z
\ast 
 - \beta (0)X + \alpha (0)X,

где

\alpha (0) = \alpha (2) +

1\sum 

i=0

(a(i) - b(i)) =

= max \{ 0; a(2) - b(2)\} + a(0) - b(0) + a(1) - b(1) = 1,
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\beta (0) = max \{ 0; b(2) - a(2)\} = 0.

Окончательно получаем, что

\Omega 0 = Z +X.

Таким образом, чтобы к концу заданного периода времени ограничения на объем про-
дукции на складе были выполнены, в начальный момент времени запас товаров на складе
должен удовлетворять условию 0 \leq z1(0) \leq 2, 0 \leq z2(0) \leq 3.

Заключение

Рассмотрены две модели дискретных динамических управляемых систем с помехой. В
одной из них представлена дискретная задача управления, в которой вектограмма управле-
ния линейно зависит от заданных множеств. Во второй предполагается, что вектограммы
управления и помехи являются однотипными множествами. В каждом случае требуется,
чтобы в конечный момент времени фазовая точка содержалась в заданном множестве. При
построении управления используется информация о реализации помехи. Записан оператор
программного поглощения, с помощью которого сформулированы условия на множество
начальных положений, при которых гарантируется выполнение требуемого включения в
заданный момент времени. В качестве примера приведено решение задачи управления за-
пасами.

Полученные результаты могут быть применены для случая, когда помеха задается в
виде нечеткого числа. Как известно [11], нечеткое число полностью определяется его множе-
ством уровня \alpha . Рассматривая задачу для каждого множества уровня и применяя подход,
предложенный в данной статье, можно построить множество начальных положений, при
которых гарантируется выполнение требуемого включения, в зависимости от параметра \alpha .
Затем в виде нечеткого числа можно записать множество начальных позиций, из который
возможно осуществить цель в конечный момент времени.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Челябинской области в рамках
научного проекта № 20-41-740027.
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Two models of discrete dynamic controlled systems with noise are considered. In one of them a discrete
control problem is presented, in which the control vectogram linearly depends on the given sets. In the second
problem, it is assumed that the control and noise vectograms are of the same type. In both cases, the purpose of
the choice of control is that at the moment of the end of the control process the phase point is contained in the
given set. When constructing the control, it is assumed that at each discrete moment of time, information about
the implementation of the interference arrives. The operator of programmed absorption is written down, with the
help of which conditions are formulated for the set of initial positions under which the fulfillment of the required
inclusion at a given moment of time is guaranteed. In the practical part of the work, the application of the results
obtained is shown by the example of solving the problem of managing the inventory of goods in the warehouse.
Replenishment of goods occurs due to its production, and the amount of shipment of goods is determined by
demand. It is assumed that only the set of its values is known about the amount of demand for a product. The
goal of control is that at a given moment in time, the quantity of goods satisfies certain restrictions. A lot of initial
stocks of goods have been obtained, for which it is possible to fulfill the set goal for any realization of demand.

Keywords: discrete system, reserve control problem, vectograms, linearly dependent on given sets, the same
type of control problem.
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В работе исследовано применение модели ARIMA прогнозирования временных рядов для анализа от-
крытых данных о распространении коронавирусной инфекции в ряде регионов Российской Федерации. Рас-
смотрена возможность применения существующих методов и алгоритмов языка программирования для ста-
тистической обработки данных R, приводятся алгоритмы подбора параметров модели ARIMA. Разработан
и опубликован скрипт на языке программирования R, позволяющий осуществить с помощью стандартной
библиотеки auto.arima прогнозирование суммарных случаев заражения и летальных исходов на выбранный
промежуток времени. В работе показано, что параметры модели различны для временных рядов разной
длины, для различных регионов, кроме того, параметры модели меняются с течением времени. Исследо-
ван имеющийся инструментарий языка R и показано, что существуют наборы данных, для которых он не
позволяет получить параметры модели, дающие наименьшую погрешность. Исследована частота переобу-
чения модели, приведены данные об изменении параметров модели для временных рядов разной длины.
Изучение случаев ошибки автоматического подбора параметров модели является темой для дальнейших
исследований. Приведена содержательная интерпретация полученных данных. Проведено сравнение про-
гнозов, полученных в конце октября 2020 г. и актуальных данных на середину ноября 2020 г. Показано,
что полученный прогноз позволил достаточно точно предсказать суммарное число заражений и летальных
исходов на 7–10 дней.

Ключевые слова: ARIMA, Covid-19, прогнозирование, скрипт, подбор параметров.
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Введение

В конце 2019 года было сообщено о заражениях в провинции Хубэй (Китай) коронави-
русной инфекцией нового типа. За несколько месяцев этот новый вирус вызвал глобальную
пандемию коронавирусной болезни (CoViD19), которая может закончиться тяжелым ост-
рым респираторным синдромом (SARS-COV-2). Несмотря на существование известных эпи-
демиологических моделей, ни одна из них не может с достаточной долей точности спрогно-
зировать ситуацию развития эпидемии Covid-19. Исследованию вируса в настоящее время
посвящено достаточно много медицинских работ, некоторые из которых не совсем коррект-
но цитируются новостными ресурсами в погоне за сенсацией. Большинство работ является
препринтами, т.е. не прошло рецензирование и проверки.

В самом начале эпидемии ежедневно обновлялась информация по долгосрочным про-
гнозам развития эпидемии в мире в целом и в каждой стране по отдельности. Например,
эксперты Сингапурского университета технологии и дизайна (SUTD) прогнозировали, что
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эпидемия в России завершится к 20 июня, а в мире — к 9 декабря, потом несколько раз пе-
реносили срок и, в конце концов, аннулировали прогнозы. Тем не менее, спустя некоторое
время выяснилось, что временные ряды с данными по распространению коронавирусной
инфекции пока слишком коротки для составления какого-либо адекватного долгосрочно-
го прогноза. Построение краткосрочных прогнозов высокой точности для распространения
подтвержденных случаев заболевания, а также анализа количества смертей и выздоровле-
ний является не менее актуальной задачей.

Чтобы модель адекватно отражала истинное положение распространения инфекции,
нужна достаточно точная статистика и подробный анализ внешних факторов, которые не
качественно, а именно количественно влияют на распространение инфекции. Например, к
таким факторам можно отнести индекс самоизоляции, плотность населения, средний воз-
раст, вероятность заражения и др. Следует отметить, что большинство параметров, которые
могли бы повысить точность прогноза, не являются очевидными.

Целью данной работы является подробное исследование работы модели ARIMA для по-
строения краткосрочных прогнозов в условиях непредсказуемости поведения исследуемо-
го процесса. В работе рассматривается возможность автоматического подбора параметров
модели ARIMA для временных рядов, соответствующих одному и тому же процессу, проте-
кающему в различных условиях (распространение коронавирусной инфекции в различных
регионах РФ). Как показывает обзор имеющихся результатов, подобных исследований и
разработок для временных рядов по распространению коронавирусной инфекции в насто-
ящий момент найти не удалось.

Статья организована следующим образом. В первом разделе статьи рассмотрен ряд
результатов, полученных российскими и зарубежными аналитиками. Во втором и третьем
разделах подробно рассмотрена модель прогнозирования ARIMA и существующие методы
в языке программирования для статистической обработки данных R. Приводится алгоритм
подбора параметров модели ARIMA и описан созданный скрипт на языке R, для которо-
го входными данными является вектор анализируемых параметров. В четвертом разделе
исследована частота переобучения модели, приведены данные об изменении параметров
модели для временных рядов разной длины. В заключении сформулированы основные по-
лученные результаты и определены направления для дальнейших исследований.

1. Обзор состояния проблемы

В настоящий момент (конец 2020 г.) опубликовано немало работ, посвященных постро-
ению прогнозов с горизонтом 3–7 дней [12, 21, 22]. Все эти работы можно подразделить на
три категории относительно используемой модели: модели SIR (классические эпидемиоло-
гические модели переходов состояний) [6, 14, 20], модели ARIMA (интегрированные модели
авторегрессии и скользящего среднего) [17, 18] и модель Хольта—Уинтерса (адаптивного
сглаживания) [6, 17, 19]. Одной из достаточно удачных работ можно считать статью [6],
опубликованную в России, в которой авторы рассматривают указанные три модели на вре-
менном ряде с марта 2020 г. (начало эпидемии в России) по 10 мая 2020 г.

Классическая модель SIR не позволяет обеспечить высокое качество получаемых про-
гнозов [14, 20]. В работе [14] используется вышедшее не так давно расширение для R
covid19.analytics, позволяющее получить полную картину по распространению вируса
в любой точке земного шара. Автором разработки утверждается, что он проводит иссле-
дования на общедоступных данных, взятых из двух основных источников: «Репозиторий
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данных о Covid-19 Центра системных наук и инженерии (CSSE) Университета Джона Хоп-
кинса» [10] для данных по всему миру и США, а данные по городу Торонто берет из [11].
Пакет также предоставляет базовые инструменты и функции анализа и визуализации для
исследования этих и других наборов данных, структурированных аналогичным образом.
Основным недостатком данной разработки на настоящий момент является использование
для прогнозирования исключительно классической модели SIR, которая дает очень боль-
шую погрешность. Еще в начале пандемии появились статьи, использующие усложнен-
ные модели SIR, учитывающие как выбывание инфицированных из-за смертности (модель
SIR(D) в КНР) [20], так и инкубационный период заболевания (модель SЕIR) для крат-
косрочного прогнозирования развития эпидемии в различных странах. Предпринимались
попытки разработать модель SEIR в предположении, что развитие эпидемии начинается с
подгруппы населения, характеризующейся слабым иммунным ответом, и на более поздней
стадии продолжается во всем населении. Хотя это предположение кажется правдоподоб-
ным, у авторов подобных работ нет прямого подтверждения того, что неоднородность на-
селения играет значительную роль во время распространения эпидемии, а работы до сих
пор опубликованы в Интернете в статусе препринтов. Такие модели не принимают во вни-
мание участие многих различных типов клеток, внутриклеточную регуляцию, задержку по
времени в распространении вируса и клональную экспансию иммунных клеток, а также
некоторые другие важные аспекты.

Данные модели хорошо подходят для более долгосрочного прогнозирования (более
7 дней). К особенностям применения эпидемиологической модели из семейства SIR(D) мож-
но отнести то, что в ней принимаются постоянными значения коэффициентов, отвечающих
за вероятность инфицирования, вероятность излечения и вероятность смерти. Однако в
действительности повсеместно вырабатываются и практикуются эффективные (и не очень)
меры сдерживания эпидемии (карантины, ограничение перемещения людей, масочный ре-
жим и пр.), что сказывается на изменении траектории эпидемии и, как следствие, приводит
к тому, что коэффициенты подобной модели становятся переменными. В статье [6] авто-
ры переобучают коэффициенты модели по вновь поступившим данным, что оправдано для
получения краткосрочных прогнозов (до 10 дней) высокой точности.

Модели, основанные на анализе временных рядов, в частности ARIMA-модели, явля-
ются сложно настраиваемыми при проведении полного анализа, однако дают практически
всегда хороший результат там, где требуется качественный прогноз на среднесрочный и
краткосрочный период [6]. В работах [16, 18], как и во многих других, авторы вручную
подбирают параметры для имеющихся на момент публикации временных рядов и проводят
расчеты в широко используемых для статистического анализа программах (R, Gretl) для
отдельных государств и регионов для фиксированных дат. Особенно много подобных работ
можно найти у аналитиков из Индии и Юго-Восточной Азии. В работе [6] также приво-
дится ряд результатов ученых из Юго-Восточной Азии и Европы, полученных подобным
образом. В этой работе указываются параметры модели ARIMA, полученные в начале мая
для территории России и отмечается, что для разных регионов данные параметры рознят-
ся, более того, авторы показывают, что для разных периодов развития эпидемии данные
параметры различны. В работе не приводится алгоритмов, позволяющих определить па-
раметры в автоматическом режиме. Также хотелось бы отметить работу [13], в которой
предлагается рассмотреть отношения между государствами, находящимися в одной геогра-
фической зоне, для прогнозирования распространения вируса. Страны в одном географи-
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ческом регионе имеют переменные с похожими значениями (поддающиеся количественной
и не поддающейся количественной оценке), которые влияют на распространение вируса.
Такой подход в дальнейшем может быть использован при прогнозировании распростране-
ния вируса в РФ, поскольку (как показано в разделе 4) в разных регионах имеет место
различный характер распространения эпидемии. Постоянное «дообучение» модели ARIMA
на разных этапах развития эпидемии является очевидным недостатком ее использования.
Несмотря на то, что зачастую требуется менять не только оцениваемые параметры модели,
но и число гиперпараметров модели, данный инструмент хорошо подходит для краткосроч-
ного прогнозирования (сроком до 7 дней).

Достаточно популярным инструментом прогнозирования развития распространения ко-
ронавирусной инфекции являются адаптивные модели экспоненциального сглаживания.
Данные модели также послужили достаточно распространенным инструментом для по-
строения прогнозов для временных рядом, соответствующих развитию эпидемии в различ-
ных странах [8, 17, 19]. Как и в случае с моделью ARIMA, основным недостатком боль-
шинства представленных работ является отсутствие объяснения выбора соответствующей
спецификации моделей, а также отсутствие «объяснения» подбора гиперпараметров моде-
лей прогнозирования [6]. Отметим также работу [8] одного из соавторов данной статьи, в
которой показано, что модель экспоненциального сглаживания для рассматриваемых вре-
менных рядов дает более точные результаты по сравнению с моделью ARIMA. Модель
Хольта–Уинтерса фактически никак не объясняет сущность процесса развития эпидемии и
исключительно ориентируется на сами данные. Таким образом, данная модель может от-
метить явление незначительной семидневной цикличности, связанной в первую очередь не
с истинным развитием процесса инфицирования, а с графиком работы отдельных служб
здравоохранения (лабораторий, производящих тестирование, а также административных
служб) [6].

Таким образом, получить результаты высокой точности можно только используя ди-
намическое оценивание изменяющихся коэффициентов. Поэтому решение данной задачи
является актуальным. Проведенный анализ показывает, что большинство работ по прогно-
зированию случаев заражения новой коронавирусной инфекцией посвящено исследованию
ручного подбора параметров модели ARIMA для данных по одному или нескольким фик-
сированным регионам; опубликовано очень мало работ (например, [9]), в которых предла-
гается использовать современные программные средства для прогнозирования временных
рядов и в которых описывались бы библиотеки для анализа временных рядов указанного
содержания; не удалось найти работ, посвященных особенностям прогнозирования и под-
бора параметров моделей для регионов Российской Федерации.

2. Алгоритм использования модели ARIMA
для прогнозирования временных рядов

В качестве примеров будем использовать временные ряды по заболеваемости Covid-19
в Москве, Челябинской области и России [5] по данным с 12 марта по 27 октября 2020 г. В
качестве входных данных предоставляется одномерная последовательность значений. Дан-
ные временного ряда представляют собой отсчеты значений наблюдаемых параметров в
последовательные дискретные моменты времени.

Модель ARIMA состоит из трех компонентов:
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\bullet AR (авторегрессионный термин) — относится к прошлым значениям, используемым
для прогнозирования следующего значения; определяется параметром p в модели ав-
торегрессии

Yt = \Theta 1 \cdot Yt - 1 +\Theta 2 \cdot Yt - 2 + . . .+\Theta p \cdot Yt - p + \varepsilon t,

который определяется по PACF (partial auto-correlation function) — «частная корре-
ляционная функция» между Yt и Yt - k при исключении влияния Yt - 1, . . . , Yt - k+1.

\bullet MA (скользящее среднее) — используется для определения количества прошлых оши-
бок прогноза, используемых для прогнозирования будущих значений; определяется
параметром q, получаемого из ACF (auto-correlation function, автокорреляционная
функция)

\rho k =
cov\{ Yt, Yt - k\} t

var\{ Yt\} t
,

yt = \varepsilon t + \alpha \cdot \varepsilon t - 1 + . . .+ \alpha q \cdot \varepsilon 1 - q,

где \varepsilon t — белый шум, всегда являющийся стационарным процессом1. Скользящее сред-
нее показывает наличие колебаний в ряду. Чем выше значение скользящего среднего,
тем выше вероятность колебаний.

\bullet I (интегрирующий член) — если ряд не является стационарным, то находится его раз-
ность порядка d, которая является стационарным рядом. Для проверки стационарно-
сти ряда используются расширенный тест Дики—Фулера (ADF)2 тест Квятковского—
Филлипса—Шмидта—Шина (Kwiatkowski–Phillips–Schmidt–Shin, KPSS)3. Эти же те-
сты позволяют определить параметр d модели.

Приведем алгоритм построения модели ARIMA.
Алгоритм ARIMA-Construct
Шаг 1. Загрузить входные данные в вектор TS.
Шаг 2. Проверить, является ли временной ряд TS стационарным. Если TS является

стационарным, перейти на шаг 4. Если ряд не является стационарным, то находится его
разность порядка d, которая является стационарным рядом.

Шаг 3. Положить d = 0.
Шаг 4. Построить графики ACF и PACF для определения входных параметров модели

ARIMA.
Шаг 5. С помощью графиков ACF и PACF определить значения p и q для модели

ARIMA.
Шаг 6. Выполнить подгонку параметров p и q для идентификации модели ARIMA.
Шаг 7. Спрогнозировать значения на проверочном наборе TS: будущие значения.
Шаг 8. Рассчитать среднеквадратическое отклонение для сравнения прогнозов и фак-

тических значений.
Конец алгоритма
Рассмотрим применение данного алгоритма на временном ряде, соответствующем ко-

личеству заражений Covid-19 в день по Челбинской области на конец октября 2020 года.
В проведенном эксперименте параметры модели ARIMA подбирались с помощью скриптов

1Белым шумом называется процесс, имеющий постоянное математическое ожидание, постоянную диспер-
сию и нулевую, для всех, кроме нулевого лага, автоковариационную функцию.
2Методика, которая используется в прикладной статистике и эконометрике для анализа временных рядов
для проверки на стационарность.
3Критерий, используемый для проверки на стационарность наблюдаемого временного ряда.
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на языке R. Пример подбора параметров для Челябинской области приведен в [1]. В табли-
цах приведена описательная статистика по зарегистрированным случаям в день (табл. 1) и
летальным случаям (табл. 2). Термины, используемые в таблице, являются общеупотреби-
мыми в статистике [7].

Таблица 1
Описательная статистика по заражениям Covid-19 в некоторых регионах РФ

Регион Среднее Min Max Станд. откл. Асимм. Эксцесс
Челябинская обл. 7720.7740 0 18 393 6 300.5310 0.0926 1.4626
г. Москва 18 8832.7000 21 405 352 111 203.5000 -0.4602 2.1716
Московская обл. 45 981.6900 4 84 247 27 874.2200 -0.5690 1.7950
г. Санкт-Петербург 23 544.6700 1 57 515 16 584.0400 -0.0078 1.8397
Свердловская обл. 14 259.9300 0 34 782 11 672.7100 0.1144 1.5033
Нижегородская обл. 17 059.3400 1 39 636 12 480.2500 -0.0348 1.6364
Респ. Крым 1 643.7910 0 8 533 2 069.1200 1.5772 4.6731

Таблица 2
Описательная статистика по летальным случаям Covid-19 в некоторых регионах РФ

Регион Среднее Min Max Станд. откл. Асимметрия Эксцесс
Челябинская обл. 65.1609 0 159 53.3066 0.0030 1.5226
г. Москва 3 180.0090 0 6503 2 054.9040 -0.4150 1.6976
Московская обл. 752.5633 0 1549 524.2495 -0.2676 1.5088
г. Санкт-Петербург 1 359.0350 0 3627 1 224.3110 0.2248 1.5364
Свердловская обл. 229.2533 0 743 245.7027 0.6538 1.9212
Нижегородская обл. 271.2882 0 721 228.9393 0.2134 1.6182
Респ. Крым 22.6044 0 122 30.8129 1.7321 5.1280

Несмотря на то, что ARIMA является очень мощной моделью для прогнозирования
временных рядов, процессы подготовки данных и настройки параметров в итоге отнимают
немало времени: требуется сделать ряд стационарным, определить значения p и q с по-
мощью графиков. Кроме того, как было отмечено выше, при анализе данных по пандемии
Covid-19 целесообразно использовать динамические параметры моделей, что требует посто-
янного переобучения модели для каждого отдельно взятого набора данных. Данный факт
является причиной появления большого числа исследований, посвященных подбору пара-
метров модели для временных рядов, разнообразных по продолжительности и происхож-
дению. Вопрос о частоте переобучения модели ARIMA для временных рядов по Covid-19,
соответствующих различным регионам земного шара, является открытой задачей.

3. Использование функции auto.arima в языке R
для автоматического подбора параметров модели

Поскольку процесс подбора параметров модели ARIMA является достаточно трудоем-
ким и требует анализа графиков, целесообразно использовать модель AutoARIMA, которая
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автоматизирует выполнение шагов 2–5 алгоритма ARIMA-Construct. Приведем алгоритм,
использующий автоматический подбор параметров.

Алгоритм AutoARIMA
Шаг 1. Загрузить входные данные (временной ряд) в вектор TS.
Шаг 2. FitAutoARIMA(TS). // Подогнать модель для временного ряда TS.
Шаг 3. Предсказать значения для проверочного набора.
Шаг 4. Проверить производительность модели, используя прогнозные значения в срав-

нении с фактическими.
Конец алгоритма
Легко видеть, что данный алгоритм полностью обходит выбор функций p и q.
Для анализа временных рядов в R может быть полезна функция auto.arima, кото-

рая в качестве входных данных принимает одномерные временные ряды и использует ал-
горитм, который объединяет тесты для подбора лучшей модели ARIMA. Очевидно, что
поскольку auto.arima — автоматизированная процедура, то ее использование связано с ря-
дом предположений, проверок и противопоставлений. На практике рекомендуется проверка
полученных параметров автоматического процесса на соответствие заданным критериям,
при необходимости разрешается изменить их. Рассмотрим работу функции auto.arima для
временных рядов, предложенных в предыдущем разделе. Получим следующие результаты,
приведенные в [3, 4]. Таким образом, процесс прогнозирования можно представить в виде
следующей структурной схемы (см. рис. 1). Здесь левая ветвь структурной схемы соот-
ветствует алгоритму ARIMA-Construct, а правая — алгоритму AutoARIMA. Отметим, что
для выполнения всех шагов указанных алгоритмов в R имеются стандартные библиотеки
и функции, которые требуется вызвать в необходимой последовательности.

Приведем результаты использования рассмотренного скрипта для временного ряда
с данными по суммарному количеству заражений по Челябинской области. Имеем, что
по данным до 27 октября включительно лучшая модель для Челябинской области —
ARIMA(4,2,0). Графический анализ остатков модели приведен на рис. 2.

Напомним, что остатки в модели временных рядов — это то, что остается после подбора
модели. Таким образом, остатки равны разнице между наблюдениями и соответствующи-
ми подобранными значениями. Остатки используются для проверки, адекватности реакции
модели на информацию о данных. Хороший метод прогнозирования дает остатки со следу-
ющими свойствами [15]:
1. Остатки не коррелированы. Если есть корреляции между остатками, значит, в остатках

остается информация, которую следует использовать при вычислении прогнозов.
2. Остатки имеют нулевое среднее. Если остатки имеют среднее значение, отличное от

нуля, то прогнозы смещены.
3. Остатки имеют постоянную дисперсию.
4. Остатки имеют нормальное распределение.

Рисунок 2 состоит из трех частей, первая часть (верхний график) представляет собой
остатки от прогнозирования случаев заражения Covid-19 в Челябинске с использованием
наивного метода. Вторая часть (левый нижний рисунок) представляет собой ACF остатков
от наивного метода, примененного к случаям инфекции Covid-19. Отсутствие корреляции
говорит о том, что получаемые прогнозы имеют достаточно высокое качество. И третья
часть (правый нижний график) представляет собой гистограмму остатков от наивного ме-
тода, примененного к случаям заражения Covid-19 в Челябинске. Правый хвост престав-
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Рис. 1. Структурная схема для алгоритма выбора способа моделирования

а) График остатков для примененной к исходным данным модели ARIMA(4,2,0)

б) График ACF для остатков в) График распределения величины остатков
временного ряда

Рис. 2. Графический анализ остатков для модели ARIMA(4,2,0), использованной
для прогнозирования числа случаев заражения Covid-19 по Челябинской области
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Рис. 3. Прогноз суммарного количества заражений Covid-19 по Челябинской области

ляется слишком длинным для нормального распределения в случаях заражения Covid-19.
Эти графики показывают, что наивный метод дает прогнозы, которые, по-видимому, учи-
тывают всю доступную информацию. Среднее значение остатков близко к нулю, и в рядах
остатков нет значительной корреляции. Временной график остатков показывает, что вариа-
ция остатков остается практически неизменной для исторических данных, за исключением
одного выброса, и поэтому остаточную дисперсию можно рассматривать как постоянную.
Это также можно увидеть на гистограмме остатков. Гистограмма предполагает, что распре-
деление остатков может не быть нормальным — правый хвост кажется слишком длинным,
даже в случае игнорирования выброса. Следовательно, прогнозы этого метода, вероятно,
будут довольно хорошими, но интервалы прогнозирования, которые вычисляются с учетом
нормального распределения, могут быть неточными. Поэтому проводится тест Льюнга—
Бокса4, чтобы убедиться, что нет автокорреляции из-за белого шума5.

Существует множество методов проверки остатков, удобно упакованных в одну функ-
цию R checkresiduals(), которая создаст временной график, график ACF и гистограм-
му остатков (с наложенным нормальным распределением для сравнения) и проведет тест
Льюнга—Бокса с правильными степенями свободы.В рассмотренном случае [3, 4] получен-
ные с помощью программа остатки выглядят как белый шум, что позволяет использовать
полученную модель для прогноза. Так, прогноз заболеваемости в Челябинской области на
10 дней вперед приведен на рис. 3. Аналогичные результаты можно получить и для других
регионов Российской Федерации.

Разработанный скрипт можно использовать и для прогнозирования случаев смерти в
рассмотренных регионах. Отметим, что в этом случае параметры моделей зачастую отли-
чаются от параметров моделей, использованных для прогнозирования суммарного коли-
чества заражений (рис. 4). В табл. 3 приведем результаты анализа точности полученных
прогнозов. Отметим, что при правильном подборе параметров модели удается с высокой
точностью спрогнозировать как суммарное количество случаев заражения, так и суммарное
число летальных случаев. Так, при прогнозировании случаев заражений и летальных исхо-

4Тест Льюнга—Бокса — статистический критерий, предназначенный для нахождения автокорреляции вре-
менных рядов. Вместо тестирования на случайность каждого отдельного коэффициента, он проверяет на
отличие от нуля сразу несколько коэффициентов автокорреляции. Обычно тест используется при постро-
ении моделей ARIMA. При этом следует иметь в виду, что данное тестирование применяется к остаткам
полученной модели, а не к исходным данным.
5Белым шумом называется процесс, имеющий постоянное математическое ожидание, постоянную диспер-
сию и нулевую, для всех, кроме нулевого лага, автоковариационную функцию.
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Рис. 4. Полученные лучшие параметры модели ARIMA для Челябинской обл. и результаты
прогнозирования суммарного числа летальных случаев Covid-19

Таблица 3
Анализ погрешности прогнозных моделей для Челябинской области

Дата Случаи заражения Случаи смерти
Факт Прогноз Ошибка % Факт Прогноз Ошибка %

17.10.2020 17 223 17 223.78 0.004529 147 147.9774 0.664898
18.10.2020 17 325 17 322.90 0.012121 147 149.2462 1.528027
19.10.2020 17 427 17 420.61 0.036667 152 150.1797 1.197566
20.10.2020 17 526 17 517.87 0.046388 152 151.1371 0.567697
21.10.2020 17 630 17 615.96 0.079637 155 152.1731 1.823806
22.10.2020 17 740 17 714.48 0.143856 155 153.1800 1.174194
23.10.2020 17 857 17 813.21 0.245226 155 154.1754 0.532
24.10.2020 17 986 17 911.82 0.412432 159 155.1815 2.401572
25.10.2020 18 122 18 010.17 0.617095 159 156.1875 1.768868
26.10.2020 18 255 18 108.47 0.802684 159 157.1907 1.137925
27.10.2020 18 393 18 206.77 1.012505 159 158.1948 0.506415

MAPE (%) 0.310285 MAPE (%) 1.209361

дов от Covid-19 по Челябинской области средняя абсолютная процентная ошибка (MAPE)
не превышает 1.3%. Здесь и далее в статье в столбце табл. «Прогноз» встречаются веще-
ственные значения, поскольку модель с автоматическим подбором параметров использует
непрерывные данные. Округление осуществляется на окончательном этапе при оформле-
нии полученной таблицы и представлении данных для общественности. Для анализа ошибок
округлять полученные значения не целесообразно.

Сравним среднюю абсолютную процентную ошибку (MAPE) прогнозов, полученных с
помощью auto.arima, и прогнозов по данным из работы [6]. Напомним, что модель ARIMA
в указанной работе постоянно переобучалась, подбор параметров не осуществлялся автома-
тически. Будем рассматривать только последний набор данных из работы [6], использую-
щий данные до 10 мая 2020 года включительно. В результате получим следующие значения
погрешностей прогноза на неделю (см. табл. 4).

Из таблицы видно, что качество прогнозирования с помощью автоматического подбора
параметров сравнимо с использованием моделей с ручным подбором параметров. Отме-
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Таблица 4
Сравнение погрешностей прогноза для модели ARIMA с автоматическим подбором

параметров и модели, описанной в работе [6] по РФ

Дата Случаи заражения Случаи заражения
(модель auto.arima) (модель ARIMA, параметры из [6])

Факт Прогноз Ошибка (%) Факт Прогноз Ошибка (%)
11.05.2020 221 344 220 613.6 0.33 221 344 219 615 0.78
12.05.2020 232 243 231 632.9 0.263 232 243 230 661 0.68
13.05.2020 242 271 242 652.2 0.157 242 271 241 780 0.20
14.05.2020 252 245 253 671.5 0.566 252 245 252 946 0.28
15.05.2020 262 843 264 690.8 0.703 262 843 264 194 0.51
16.05.2020 272 043 275 710.2 1.348 272 043 275 541 1.29
17.05.2020 281 752 286 729.5 1.767 281 752 286 958 1.85

MAPE (%) 0.733 MAPE (%) 0.799

тим, что получить высокую точность прогнозов возможно только в случае рассмотрения
каждого региона по отдельности. Подобрать наиболее подходящую модель для прогнози-
рования указанных прогнозов для всей страны в целом с такой же высокой точностью
оказалось невозможным. Причиной этому является зависимость скорости распространения
инфекции от плотности населения, индекса самоизоляции, соблюдения мер безопасности и
прочих факторов, значительно различающихся для каждого региона.

Кроме того, несмотря на заметную экономию времени для подбора параметров откры-
тым остается вопрос о частоте переобучения модели ARIMA для анализа временных рядов
по Covid-19. Чтобы получить высокий уровень точности и снизить частоту ошибок, лучше
всего выполнять этот анализ еженедельно, потому что некоторые изменения, которые менее
заметны в случаях заражения и смерти, могут быть реакцией на предпринятые государ-
ством либо регионом меры по сдерживанию распространения инфекции. Прочие факторы
также могут привести к снижению уровня точности и увеличению ошибки, поэтому целе-
сообразно осуществлять прогнозирование не чаще раза в неделю.

4. Частота переобучения модели ARIMA при анализе данных
по Covid-19

В данной работе использованы наборы данных [10, 11], а также официальные данные по
регионам РФ, предоставляемые на портале [5]. Одним из результатов работы [6] является
настройка моделей, позволяющая (на май 2020 года) получать краткосрочные прогнозы
достаточно высокой точности (ошибка порядка 0.3 %). Так, в период 11–17 мая 2020 года
средняя абсолютная процентная ошибка по модели Хольта—Уинтерса 0.84 %, по модели
SIR(D), дающей самый пессимистичный прогноз, — 1.1 %, по модели ARIMA — 0.8 %.
Будем в дальнейшем использовать данные значения как ориентир.

Рассмотрим подбор параметров модели ARIMA при загрузке в разработанный скрипт
входного вектора с данными на последний день каждого месяца (с апреля по октябрь) для
рассматриваемых регионов (табл. 5).

Отметим, что используется стандартное кодирование ARIMA (p, d, q), где параметры
заменяются целочисленными значениями. Каждый из этих компонентов явно указан в мо-
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Таблица 5
Параметры моделей ARIMA при загрузке временного ряда на конец каждого месяца

(с апреля по октябрь 2020 г.)

Регион 30.04 31.05 30.06 31.07 31.08 30.09 31.10
Челябинская обл. Заражения (0,2,0) (2,2,3) (4,2,0) (4,2,0) (4,2,0) (4,2,0) (4,2,0)

Смерти (0,0,0) (0,0,1) (4,2,0) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3)*
г. Москва Заражения (0,2,0) (1,2,0) (1,2,0) (1,2,0) (1,2,0) (2,2,2) (3,2,2)*

Смерти (2,2,0) (0,2,2) (0,2,2) (1,2,1) (1,2,1) (1,2,1) (2,2,2)*
Респ. Крым Заражения (0,2,1) (0,2,1) (0,2,5) (2,2,3) (0,2,5) (0,2,5) (5,2,0)*

Смерти (0,0,0) (0,1,2) (0,2,1) (0,2,1) (0,2,1) (2,2,2) (3,2,1)*
Московская обл. Заражения (0,2,1) (1,2,0) (1,2,0) (1,2,2) (1,2,2) (1,2,2) (1,2,2)

Смерти (0,2,5) (2,2,3) (0,2,5) (0,2,5) (0,2,5) (0,2,5) (0,2,5)
г. С.Петербург Заражения (0,2,1) (4,2,0) (4,2,0) (4,2,0) (0,2,5) (0,2,5) (0,2,5)

Смерти (0,2,4) (0,2,1) (0,2,3) (4,2,0) (1,2,3) (1,2,3) (1,2,3)*
Свердловская обл. Заражения (1,2,0) (0,2,2) (0,2,1) (0,2,1) (0,2,1) (2,2,3) (2,2,3)

Смерти (0,1,0) (0,2,1) (5,2,0) (2,2,3) (2,2,3) (2,2,3) (1,2,2)
Нижегородская обл. Заражения (0,2,1) (1,2,3) (5,2,0) (0,2,5) (0,2,5) (0,2,5) (0,2,5)

Смерти (0,2,1) (1,2,1) (5,2,0) (1,2,2) (2,2,3) (0,2,1) (0,2,1)

дели в виде коэффициента. При изучении временных рядов по коронавирусной инфекции в
регионах было определено, что для них имеет место стационарность второго порядка (вто-
рой параметр для всех полученных моделей равен 2). Принципиальное различие между
моделями AR и MA основано на корреляции между объектами временных рядов в разные
моменты времени. Ковариация между Yt и Yt - n равна нулю для моделей MA. Однако кор-
реляция между Yt и Yt - n постепенно уменьшается по мере увеличения n в модели AR. Это
означает, что модель скользящего среднего (MA) не использует предыдущие прогнозы для
прогнозирования будущих значений при использовании ошибок из предыдущих прогнозов.
В то время как модель авторегрессии (AR) использует предыдущие прогнозы для прогно-
зирования будущих значений. Данный метод позволяет узнать, информацию по скольким
дням из прошлого необходимо использовать для получения прогноза будущих значений.
Параметр определяется путем вычисления автокорреляции между количеством случаев в
настоящий момент и по прошедшим дням, пока не будет достигнуто максимальное коли-
чество дней в прошлом, которые модель ARIMA может использовать с наибольшим весом.
Например, AR (3) означает, что предсказанный новый день зависит от трех предшествую-
щих ему дней. Так, модель ARIMA Санкт-Петербурга для случаев (0,2,5) 27 октября 2020 г.
и степень MA равна 5, что означает, что в октябре есть колебания в количестве выявленных
случаев.

Заметим, что в последнем столбце табл. 5 ряд значений отмечено звездочкой, это дан-
ные, для которых с помощью модели auto.arima не удалось получить наименьшую погреш-
ность прогнозирования. Из табл. 5 видно, что имеет место изменение параметров модели
с течением времени и накоплением дополнительной информации. Вопрос о скорости из-
менения параметров и «переломных» моментах, в которые имеет место смена параметров
прогнозной модели остается открытым и является темой дальнейших исследований.

Рассмотрим интерпретацию полученных результатов для Челябинской области. Анало-
гичные рассуждения можно провести и для других регионов. Ожидается, что в ближайший
период в Челябинске продолжится рост случаев заражения, количество случаев заражения
через неделю превысит 20 тысяч, поэтому необходимо принять дополнительные меры для
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предотвратить такой рост случаев инфицирования. В ближайшее время ожидается неболь-
шое увеличение ежедневной смертности в Челябинске, но в ноябре 2020 года оно в сумме
не превысит 200 случаев. Как следует из имеющейся статистики [5] на 19 ноября 2020 года,
количество заражений равно 22627, что соответствует полученному прогнозу. Количество
летальных исходов — 193. Таким образом, спрогнозированный предел будет достигнут уже
20 ноября. На дату подачи статьи разработанная модель позволяет сделать следующий
прогноз: количество случаев заражения составит более 220 случаев в сутки, а смертность
достигнет 15 случаев в сутки. Отметим, что полученные результаты позоляют судить о
достаточно хорошем качестве краткосрочных прогнозов с использованием модели ARIMA.
Таких прогнозов зачастую может быть достаточно для принятия управленческих решений.

Заключение

Пандемия коронавируса стала глобальным вызовом для науки: не только для меди-
цины, но и для математики и статистики. Требуется разработка новых подходов к моде-
лированию и прогнозированию временных рядов в условиях непредсказуемости поведения
исследуемого процесса. Говорить о построении модели, которая адекватно описывала бы
процесс распространения коронавирусной инфекции, в настоящий момент преждевремен-
но, поскольку не прошло еще года с начала пандемии, нет возможности оценить возможный
сезонный характер данных.

К основным полученным результатам можно отнести следующие.
1. Показано, что параметры модели различны для различных регионов, кроме того,

параметры модели меняются с течением времени. Исследование закономерностей измене-
ния параметров модели остается открытой задачей. В работе рассматривается возможность
автоматического подбора параметров модели ARIMA для временных рядов, соответствую-
щих одному и тому же процессу, протекающему в различных условиях (распространение
коронавирусной инфекции в различных регионах РФ).

2. Разработан скрипт на языке программирования R, позволяющий осуществить с помо-
щью стандартной библиотеки auto.arima прогнозирование суммарных случаев заражения
и летальных исходов на выбранный промежуток времени в указанном пользователем ре-
гионе или государстве. Показано, что автоматический подбор параметров в ряде случаев
не позволяет выбрать, действительно, лучшую модель. Исследование случаев ошибки ав-
томатического подбора параметров модели является темой для дальнейших исследований.
Разработанный скрипт включен в общую библиотеку epidemic.ta скриптов для прогнози-
рования временных рядов по Covid-19.

В качестве направлений дальнейших исследований можно выделить изучение и выявле-
ние особенностей использования прочих классических моделей прогнозирования временных
рядов, пополнение библиотеки epidemic.ta [2], позволяющей получать и исследовать про-
гнозы с помощью различных методов, а также рассмотрение применимости неклассических
(квазилинейных) моделей для построения прогнозов развития коронавирусной инфекции и
применимости полученных моделей для прогнозирования временных рядов схожей струк-
туры для прочих прикладных задач, например, для задач экономики, логистики, распро-
странения информации в социальных сетях и пр.

Статья выполнена при поддержке Правительства РФ (Постановление № 211 от
16.03.2013 г.), Cоглашение № 02.A03.21.0011 и Министерства науки и высшего образо-
вания РФ (государственное задание FENU-2020-0022).
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In our paper we explore the use of the ARIMA model for forecasting time series for the analysis of open
data on the spread of the coronavirus infection in a number of the Russian Federation regions. The possibility of
using the existing methods and algorithms of R programming language is considered, algorithms for selecting the
parameters of the ARIMA model are presented. We have developed and uploaded the script in R programming
language, which allows using the standard library auto.arima to predict the total cases of infection and deaths
for a selected period. The paper shows that the parameters of the model are different for time series of different
lengths, for different regions; in addition, the parameters of the model change over time. The available toolkit
of the R language is investigated and it is shown that there are data sets for which it does not allow obtaining
the parameters of the model that gives the smallest error. The frequency of model retraining is investigated, data
on changes in the model parameters for time series of different lengths are presented. Investigation of cases of
errors in automatic selection of model parameters is a topic for further research. We have presented a meaningful
interpretation of the data obtained. A comparison of the forecasts obtained at the end of October, 2020 and actual
data for the middle of November, 2020 is carried out. We have shown that the obtained forecast made it possible
to accurately predict the total number of infections and deaths for 7–10 days for any further period.
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В статье рассматривается масштабируемый алгоритм FRaGenLP для генерации больших совместных 

случайных задач линейного программирования произвольной размерности n на кластерных вычислительных 
системах. Для обеспечения совместности и ограниченности допустимой области система ограничений вклю-
чает в себя 2n+1 стандартных неравенств, называемых опорными. Случайные неравенства добавляются в 
систему последовательно так, чтобы сохранялась совместность ограничений. Кроме этого, вводятся две мет-
рики «похожести», которые препятствуют добавлению нового случайного неравенства, «похожего» на какое-
либо из уже включенных в систему, включая опорные. Также отклоняются случайные неравенства, которые 
при фиксированной целевой функции не влияют на решение опорной задачи линейного программирования. 
Параллельная реализация алгоритма FRaGenLP выполнена на языке C++ с использованием параллельного 
BSF-каркаса, инкапсулирующего в проблемно-независимой части своего кода все аспекты, связанные с рас-
параллеливанием программы на базе библиотеки MPI. Приводятся результаты масштабных вычислительных 
экспериментов на кластерной вычислительной системе, подтверждающие эффективность использованного 
подхода. 

Ключевые слова: случайная задача линейного программирования, генератор задач, FRaGenLP, кластер-
ные вычислительные системы, BSF-каркас. 
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Введение 
Эпоха больших данных [1, 2] породила задачи линейного программирования (ЛП) 

сверхбольших размерностей [3]. Подобные задачи возникают в экономике, индустрии, ло-
гистике, статистике, квантовой физике и других областях. Решение таких сверхбольших 
задач невозможно без масштабируемых параллельных алгоритмов, ориентированных на 
кластерные вычислительные системы. В соответствии с этим в последние годы интенси-
фицировались усилия по разработке новых и модернизации известных параллельных ал-
горитмов решения задач ЛП. В качестве примеров можно привести работы [4–8]. При 
разработке новых масштабируемых алгоритмов для решения сверхбольших задач линей-
ного программирования возникает необходимость их тестирования на известных и слу-
чайных задачах. Одним из наиболее известных репозиториев больших задач линейного 
программирования является Netlib-Lp [9]. Данный репозиторий считается эталонным при 
апробации новых алгоритмов решения задач линейного программирования. Однако при 

                                         
* Статья рекомендована к публикации программным комитетом Международной научной конфе-
ренции «Параллельные вычислительные технологии (ПаВТ) 2021» 
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отладке решателей часто возникает необходимость в генерации случайных задач ЛП с 
определенными характеристиками, из которых основными являются размерность про-
странства и количество ограничений. В работе [10] был предложен один из первых мето-
дов генерации случайных задач ЛП с известными решениями. Метод позволяет генери-
ровать тестовые задачи произвольного размера с широким диапазоном числовых харак-
теристик. Идея метода заключается в том, что за основу берется задача ЛП с известным 
решением, которая затем модифицируется случайным образом так, чтобы решение не 
изменилось. Основным недостатком этого метода является то, что предварительная фик-
сация оптимального решения в значительной мере ограничивает случайный характер ито-
говой задачи ЛП. В [11] предложен генератор GENGUB, позволяющий строить случайные 
задачи ЛП с известным решением и заданными характеристиками, такими как размер 
задачи, плотность ненулевых значений матрицы коэффициентов, степень вырожденности, 
количество неизбыточных неравенств и др. Отличительной особенностью генератора 
GENGUB является введение обобщенных верхних границ, представляющих собой сово-
купность ограничений, в которых каждая переменная появляется как минимум один раз 
(имеет ненулевой коэффициент). Указанный метод имеет тот же недостаток, что и преды-
дущий: предварительная фиксация оптимального решения в значительной мере ограни-
чивает случайный характер результирующей задачи ЛП. В статье [12] предложен метод 
генерации случайных задач ЛП с заранее выбранным типом решения: ограниченное или 
неограниченное, единственное или множественное. В зависимости от выбранного типа ре-
шения конструируется допустимая область задачи ЛП как объединение линейного мно-
гообразия, конуса и многогранника. Каждая из перечисленных структур генерируется с 
помощью случайных векторов с целочисленными координатами. Далее генерируется це-
левая функция, приводящая к решению требуемого типа. Описанный генератор задач ЛП 
используется в основном для учебных целей и мало подходит для тестирования новых 
алгоритмов линейного программирования в силу ограниченности многообразия генериру-
емых задач. 

В данной статье предлагается альтернативный способ генерации случайных задач 
ЛП, особенность которого состоит в том, что генерируются совместные задачи заданной 
размерности с неизвестным решением. Такая задача подается на вход решателя. Полу-
ченное решение проверяется программой-валидатором [13], которая сертифицирует реше-
ние. Предложенный метод генерации случайных задач ЛП реализован в виде параллель-
ной программы FRaGenLP (Feasible Random Generator of LP) для кластерных вычисли-
тельных систем. Статья организована следующим образом. В разделе 1 дается формаль-
ное описание предлагаемого метода генерации случайных задач ЛП и приводится после-
довательная версия алгоритма FRaGenLP. В разделе 2 рассматривается параллельная 
версия алгоритма FRaGenLP. В разделе 3 предлагается ее реализация с использованием 
параллельного BSF-каркаса и приводятся результаты масштабных вычислительных экс-
периментов на кластерной вычислительной системе, подтверждающие эффективность 
предложенного подхода. В заключении суммируются полученные результаты и раскры-
ваются планы по использованию генератора FRaGenLP для разработки искусственной 
нейронной сети, способной решать задачи ЛП большой размерности. 
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1. Метод генерации случайных задач ЛП 
Метод генерации случайных задач ЛП, используемый в программе FRaGenLP, поз-

воляет генерировать случайные совместные ограниченные задачи ЛП произвольной раз-
мерности , решение которых заранее неизвестно. Для обеспечения корректности задачи 
ЛП система ограничений включает в себя следующие опорные неравенства: 

  (1) 

Здесь  — положительный масштабирующий коэффициент, являющийся парамет-
ром программы FRaGenLP. Количество опорных неравенств равно . Количество 
случайных неравенств определяется параметром . Общее количество нера-
венств  определяется по формуле 

  (2) 

Коэффициенты целевой функции задаются вектором 

  (3) 

где  — положительный постоянный множитель, являющийся параметром про-
граммы FRaGenLP и удовлетворяющий условию 

  (4) 

Везде далее будем предполагать, что необходимо найти допустимую точку, в которой 
достигается максимум целевой функции. При количестве случайных неравенств  ге-
нерируется задача ЛП, ограничения которой включают только опорные неравенства (1). 
В этом случае задача ЛП имеет следующее единственное решение: 

  (5) 

Коэффициенты случайного неравенства  и правая часть  вычисля-
ются с помощью функции , генерирующей случайное вещественное число из ин-

тервала  , и функции , случайным образом выбирающей число из 

множества : 

  (6) 

Здесь  — константы, являющиеся параметрами программы FRaGenLP. В 
качестве знака неравенства всегда выбирается . Введем следующие обозначения: 
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  (7) 

  (8) 

  (9) 

  (10) 

Формула (7) определяет целевую функцию задачи ЛП. Здесь и далее  обозначает 
скалярное произведение векторов. Формула (8) определяет центральную точку ограничи-
вающего гиперкуба, задаваемого первыми  неравенствами системы (1). Формула (9) 
определяет функцию , вычисляющую расстояние от гиперплоскости 

 до центра ограничивающего гиперкуба. Здесь и далее  обозначает евклидову 
норму. Формула (10) определяет вектор-функцию, вычисляющую ортогональную проек-
цию точки  на гиперплоскость . 

Случайное неравенство  получается путем генерации координат вектора  
и свободного члена  с помощью датчика псевдослучайных дробно-рациональных чисел. 
Сгенерированное случайное неравенство добавляется в систему ограничений в том, и 
только в том случае, когда выполняются следующие условия: 

  (11) 

  (12) 

  (13) 

  (14) 

Условие (11) требует, чтобы центр ограничивающего гиперкуба являлся допустимой точ-
кой для добавляемого неравенства. Если это условие не выполняется, то вместо неравен-
ства  можно взять неравенство . Условие (12) требует, чтобы рас-

стояние от гиперплоскости  до центра  ограничивающего гиперкуба было 

больше  и меньше . Константа  является параметром программы FRaGenLP и 
должна удовлетворять условию , где , в свою очередь, удовлетворяет условию (4). 
Условие (13) требует, чтобы значение целевой функции в точке проекции  на гипер-
плоскость  было больше, чем в самой точке . Это условие в сочетании с (11) 
и (12) отсекает ограничения, которые не могут повлиять на решение задачи ЛП. Условие 
(14) требует, чтобы новое неравенство было непохоже на все ранее добавленные, включая 
опорные. Указанное условие использует булевскую функцию like, определяющую похо-
жесть (likeness) двух неравенств  и  по следующей формуле: 

  (15) 

Константы  являются параметрами программы FRaGenLP. При этом 
параметр  должен удовлетворять условию 
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  (16) 

(обоснование этому ограничению будет дано ниже). В соответствии с формулой (15) не-
равенства  и  считаются похожими, если выполняются следующие два 
условия: 

  (17) 

  (18) 

Условие (17) оценивает параллельность гиперплоскостей  и , ограничи-
вающих допустимые области исходных неравенств. Для этого сначала вычисляются еди-
ничные векторы нормалей  и  к гиперплоскостям  и 

. Затем вычисляется норма разности единичных векторов нормалей: . 
Если , то гиперплоскости параллельны. Если , то гиперплоскости счита-
ются почти параллельными. Условие (18) оценивает «близость» гиперплоскостей 

 и  относительно друг друга. Для этого сначала вычисляются норма-

лизованные свободные члены  и . Затем вычисляется модуль их раз-

ности . Если гиперплоскости параллельны и , то эти гиперплоскости сов-
падают. Если , то гиперплоскости считаются почти близкими. Два линейных 

неравенства в  считаются похожими, если соответствующие им гиперплоскости явля-
ются почти параллельными и почти близкими. 

Ограничение (16) для параметра  основано на следующем утверждении. 

Утверждение 1. Пусть заданы два единичных вектора  и угол  
между ними. Тогда 

  (19) 

Доказательство . По определению нормы в евклидовом пространстве имеем 

  

Таким образом 

  (20) 

По определению угла в евклидовом пространстве для единичных векторов имеем 

  

Подставив правую часть в (20), получаем 
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Разумно считать два единичных вектора  почти параллельными, если угол  
между ними меньше, чем . В этом случае согласно (19) имеем 

  

Учитывая, что , получаем требуемую оценку: 

  

 
Рис. 1. Случайная задача линейного программирования для 

n = 2, 𝑑 = 5, 𝛼 = 200, 𝜃 = 100, 𝜌 = 50, 𝑆./0 = 100, 𝐿.23 = 0.35, 𝑎.23 = 1000, 𝑏.23 = 10000		
(нарисовано с помощью графического калькулятора Desmos [14]) 

На рис. 1 представлена случайная задача, сгенерированная программой FRaGenLP в 
соответствии с выше описанным методом для размерности  с использованием следу-
ющих значений параметров: , , , , , , 

, . Фиолетовым цветом на рисунке обозначена прямая, определяе-
мая коэффициентами целевой функции; черными линиями обозначены прямые, соответ-
ствующие опорным неравенствам; красными линиями обозначены прямые, соответствую-
щие случайным неравенствам. Для наглядности на рисунке также обозначены зелеными 
пунктирными линиями большая и малая окружности, задаваемые уравнениями 

 и  соответственно. Любая случай-
ная прямая должна пересекать большую окружность и не пересекать малую окружность 
в соответствии с условием (12). Полупрозрачным красным цветом выделена область до-
пустимых точек получившейся задачи линейного программирования. 
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Алгоритм 1. Последовательный алгоритм генерации случайной задачи ЛП 
1:  input 𝑛, 𝑑, 𝛼, 𝜃, 𝜌, 𝑆./0, 𝐿.23, 𝑎.23, 𝑏.23 
2:  𝑘 ∶= 0 
3:  𝐴 ∶= [	] 
4:  𝐵 ∶= [	] 
5:  A𝑑𝑑𝑆𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡(𝐴, 𝐵) 
6:  for 𝑗 = 𝑛…1 do 𝑐Q ∶= 𝜃 ⋅ 𝑗 
7:  if 𝑑 = 0 goto 20 
8:  for 𝑗 = 1…𝑛 do 𝑎Q ∶= 𝑟𝑠𝑖𝑔𝑛(	) ⋅ 𝑟𝑎𝑛𝑑(0, 𝑎.23) 
9:  𝑏 ∶= 𝑟𝑠𝑖𝑔𝑛(	) ⋅ 𝑟𝑎𝑛𝑑(0, 𝑏.23) 
10:  if ⟨𝑎, ℎX0YZ⟩ ≤ 𝑏 goto 13 
11:  for 𝑗 = 1…𝑛 do 𝑎Q ∶= −𝑎Q 
12:  𝑏 ∶= −𝑏 
13:  if 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑎, 𝑏, ℎX0YZ) < 𝜌 or 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑎, 𝑏, ℎX0YZ) > 𝜃 goto 8 
14:  if 𝑓aπ(ℎX0YZ, 𝑎/, 𝑏/)c > 𝑓(ℎX0YZ) goto 8 
15:  for all a𝑎d, 𝑏dc ∈ (𝐴,𝐵) do if 𝑙𝑖𝑘𝑒a𝑎, 𝑏, 𝑎d, 𝑏dc goto 8 
16:  𝐴 ∶= 𝐴 ⧺ 𝑎 
17:  𝐵 ∶= 𝐵 ⧺ 𝑏 
18:  𝑘 ∶= 𝑘 + 1 
19:  if 𝑘 < 𝑑 goto 8 
20:  output 𝐴, 𝐵, 𝑐 
21:  stop 

 
Описанный метод представлен в виде последовательного алгоритма 1. На шаге 1 вво-

дятся параметры алгоритма. На шаге 2 счетчику случайных неравенств присваивается 
значение 0. На шаге 3 формируется пустой список строк матрицы . На шаге 4 форми-
руется пустой список строк свободных членов . На шаге 5 в списки  и  добавляются 
коэффициенты и свободные члены опорных неравенств (1). На шаге 6 проверяется коли-
чество случайных неравенств : если , то происходит вывод только опорных нера-
венств, после чего алгоритм заканчивает свою работу. На шаге 7 генерируются коэффи-
циенты целевой функции в соответствии с формулой (3). На шагах 8 и 9 генерируются 
коэффициенты и свободный член нового случайного неравенства. На шаге 10 проверяется 
условие (11). Если это условие не верно, то знаки коэффициентов и свободного члена 
меняются на противоположные (шаги 11, 12). На шаге 13 проверяется условие (12). На 
шаге 14 проверяется условие (13). На шаге 15 проверяется условие (14). На шаге 16 ко-
эффициенты нового случайного неравенства добавляются в матрицу . На шаге 17 сво-
бодный член нового случайного неравенства добавляется в столбец . На шаге 18 счетчик 
неравенств увеличивается на единицу. На шаге 19 проверяется, достигло ли количество 
неравенств требуемого числа, и, при необходимости, осуществляется переход к следующей 
итерации. На шаге 20 происходит вывод результатов. Шаг 21 завершает работу алго-
ритма. 

2. Параллельный алгоритм генерации случайных задач ЛП 
Неявные циклы с возвратом на метку 8, возникающие на шагах 13–15 алгоритма 1, 

могут потребовать значительных временных затрат. Так, при генерации задачи ЛП, пред-
ставленной на рис. 1, возвраты на метку 8 осуществлялись 112581 раз с шага 13, 32771 
раз с шага 14, и 726 раз с шага 15. В силу этого генерация большой случайной задачи ЛП 
на обычном персональном компьютере может длиться несколько суток. Поэтому нами 
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Алгоритм 2. Параллельный алгоритм генерации случайной задачи ЛП 
 Мастер  l-й рабочий (l=1,…,L) 

M1:  input 𝑛,𝑑, 𝛼, 𝜃, 𝜌, 𝑆./0, 𝐿.23, 𝑎.23, 𝑏.23 W1:  input 𝑛,𝑑, 𝛼, 𝜃, 𝜌, 𝑆./0, 𝐿.23, 𝑎.23, 𝑏.23 
M2:  𝑘 ∶= 0 W2:  if 𝑑 ≤ 0 goto W37 
M3:  𝐴i ≔ [	] W3:  𝐴i ≔ [	] 
M4:  𝐵i ∶= [	] W4:  𝐵i ∶= [	] 
M5:  A𝑑𝑑𝑆𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡(𝐴i,𝐵i) W5:  A𝑑𝑑𝑆𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡(𝐴i,𝐵i) 
M6:  for 𝑗 = 𝑛…1 do 𝑐Q ∶= 𝜃 ⋅ 𝑗 W6:  for 𝑗 = 1…𝑛 do begin 
M7:  𝐴k ≔ [	] W7:   𝑎Q

(l) ∶= 𝑟𝑠𝑖𝑔𝑛(	) ⋅ 𝑟𝑎𝑛𝑑(0, 𝑎.23) 
M8:  𝐵k ≔ [	] W8:  end 
M9:  if 𝑑 > 0 goto M19 W9:  𝑏(l) ∶= 𝑟𝑠𝑖𝑔𝑛(	) ⋅ 𝑟𝑎𝑛𝑑(0, 𝑏.23) 
M10:  output 𝐴i,𝐵i, 𝑐 W10:  if m𝑎(l), ℎX0YZn ≤ 𝑏(l) goto W13 
M11:  goto M37 W11:  for 𝑗 = 1…𝑛 do 𝑎Q ∶= −𝑎Q 
M12:  W12:  𝑏(l) ∶= −𝑏(l) 
M13:  W13:  if 𝑑𝑖𝑠𝑡a𝑎(l), 𝑏(l), ℎX0YZc < 𝜌 goto W6 
M14:  W14:  if 𝑑𝑖𝑠𝑡a𝑎(l), 𝑏(l), ℎX0YZc > 𝜃 goto W6 
M15:  W15:  if 𝑓 oπaℎX0YZ,𝑎(l), 𝑏(l)cp > 𝑓(ℎX0YZ) goto W6 
M16:  W16:  for all a𝑎d, 𝑏dc ∈ (𝐴i,𝐵i) do begin 
M17:  W17:   if 𝑙𝑖𝑘𝑒a𝑎(l), 𝑏(l), 𝑎d, 𝑏dc goto W6 
M18:  W18:  end 
M19:  𝑅𝑒𝑐𝑣𝐹𝑟𝑜𝑚𝐴𝑙𝑙𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟𝑠a𝑎(>), 𝑏(>),… , 𝑎(v), 𝑏(v)c W19:  𝑆𝑒𝑛𝑑𝑇𝑜𝑀𝑎𝑠𝑡𝑒𝑟a𝑎(l), 𝑏(l)c 
M20:  for 𝑙 = 1…𝐿 do begin W20:  
M21:  𝑖𝑠_𝑙𝑖𝑘𝑒 ∶= false W21:  
M22:  for all a𝑎d, 𝑏dc ∈ (𝐴k,𝐵k) do begin W22:  
M23:   if 𝑙𝑖𝑘𝑒a𝑎(l), 𝑏(l), 𝑎d, 𝑏dc then begin W23:  
M24:    𝑖𝑠_𝑙𝑖𝑘𝑒 ∶= 𝑡𝑟𝑢𝑒 W24:  
M25:    goto M28 W25:  
M26:   end W26:  
M27:  end W27:  
M28:  if 𝑖𝑠_𝑙𝑖𝑘𝑒 continue W28:  
M29:  𝐴k ∶= 𝐴k ⧺ 𝑎(l) W29:  
M30:  𝐵k ∶= 𝐵k ⧺ 𝑏(l) W30:  
M31:  𝑘 ∶= 𝑘 + 1 W31:  
M32:  if 𝑘 = 𝑑 goto M34 W32:  
M33:  end W33:  
M34:  𝑆𝑒𝑛𝑑𝑇𝑜𝐴𝑙𝑙𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟𝑠(𝑘) W34:  𝑅𝑒𝑐𝑣𝐹𝑟𝑜𝑚𝑀𝑎𝑠𝑡𝑒𝑟(𝑘) 
M35:    if 𝑘 < 𝑑 goto M19 W35:  if 𝑘 < 𝑑 goto W6 
M36:  output 𝐴i,𝐵i, 𝐴k,𝐵k, 𝑐 W36:  
M37:  stop W37:  stop 

 
была разработана параллельная версия генератора задач FRaGenLP для кластерных вы-
числительных систем. Эта версия представлена в виде алгоритма 2. Данный алгоритм 
разработан в соответствии с моделью параллельных вычислений BSF [15], использующей 
парадигму «мастер-рабочий» [16]. В соответствии с этой моделью узел-мастер является 
центром управления и коммуникации. Все узлы-рабочие выполняют один и тот же код, 
но над разными данными. 

Сначала рассмотрим шаги, выполняемые узлом-мастером. На шаге M1 мастер счи-
тывает параметры задачи. На шаге M2 счетчику случайных неравенств присваивается 
значение 0. В параллельной версии опорные и случайные неравенства хранятся в разных 
списках. На шагах M3 и M4 мастер создает пустые списки  и  для коэффициентов 
и свободных членов опорных неравенств. На шаге M5 в эти списки добавляются опорные 
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неравенства (1). На шаге M6 генерируются коэффициенты целевой функции в соответ-
ствии с формулой (3). На шагах M7 и M8 создаются пустые списки  и  для коэф-
фициентов и свободных членов случайных неравенств. На шаге M9 проверяется количе-
ство случайных неравенств : если , то происходит вывод только опорных нера-
венств (шаг M10), после чего мастер заканчивает свою работу (переход с шага M11 на 
шаг M37). Если , то мастер продолжает свою работу. На шаге M19 мастер получает 
по одному случайному неравенству от всех рабочих. Рабочие обеспечивают для своих 
неравенств выполнение свойств (11)–(13) и проверяют их похожесть на все опорные нера-
венства. Мастер в цикле M20–M33 проверяет все поступившие случайные неравенства на 
похожесть с ранее включенными в списки  и  случайными неравенствами (вложен-
ный цикл M22–M27). Если обнаруживается похожее случайное неравенство (шаги M23–
M26), то новое неравенство игнорируется, и осуществляется переход к проверке следую-
щего поступившего неравенства (шаг M28). Если похожих неравенств не нашлось, новое 
случайное неравенство добавляется мастером в списки ,  (шаги M29, M30), и счет-
чик случайных неравенств увеличивается на единицу (шаг M31). Если количество нера-
венств достигло заданного значения (шаг M32), то происходит выход из внешнего цикла, 
в противном случае проверки продолжаются. После завершения проверок и добавлений 
поступивших случайных неравенств мастер рассылает всем рабочим общее количество 
случайных неравенств, включенных в систему на данный момент (шаг M34). Если это 
количество не достигло требуемого, то происходит переход к следующей глобальной ите-
рации (шаг M35), в противном случае мастер выводит результаты и завершает свою ра-
боту (шаги M36, M37). 

Теперь рассмотрим шаги, выполняемые l-м рабочим. На шаге W1 рабочий считывает 
параметры задачи. На шаге W2 проверяется количество случайных неравенств : 
если , то рабочий немедленно заканчивает свою работу, в противном случае созда-
ются пустые списки  и  для коэффициентов и свободных членов опорных неравенств 
(шаги W3, W4). На шаге W5 в эти списки добавляются опорные неравенства (1). На шагах 
W6–W9 рабочий генерирует новое случайное неравенство. На шаге W10 проверяется усло-
вие (11). Если это условие не верно, то знаки коэффициентов и свободного члена сгене-
рированного неравенства меняются на противоположные (шаги W11, W12). Шаги W13–
W15 проверяют условия (12), (13). Шаги W16–W18 проверяют похожесть сгенерирован-
ного неравенства на опорные неравенства с использованием формулы (14). Если хотя бы 
одно из этих условий не выполняется, осуществляется переход на шаг W6 для повторной 
генерации нового случайного неравенства. Если все указанные условия выполнены, рабо-
чий пересылает мастеру построенное случайное неравенство (шаг W19). После этого ра-
бочий ждет, когда мастер пришлет ему новое значение счетчика случайных неравенств  
(шаг W34). Если  меньше заданного количества случайных неравенств , то происходит 
переход на шаг W6 для генерации следующего случайного неравенства (шаг W35), в про-
тивном случае рабочий завершает свою работу (шаг W37). 
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3. Программная реализация и вычислительные 
эксперименты 
Параллельный алгоритм 2 был нами реализован на языке C++ с использованием па-

раллельного BSF-каркаса [17, 18]. BSF-каркас базируется на модели параллельных вы-
числений BSF [15] и инкапсулирует в проблемно независимой части своего кода все ас-
пекты, связанные с распараллеливанием программы с помощью библиотеки MPI [19]. 
BSF-каркас требует преобразования алгоритма в форму, работающую со списками с ис-
пользованием функций высшего порядка Map и Reduce, определяемых формализмом 
Бирда—Миртенса (Bird–Meertens formalism) [20]. Это преобразование было сделано сле-
дующим образом. Длина списков Map и Reduce устанавливалась равной количеству ра-
бочих MPI-процессов. Элементы списка Map определялись как пустые структуры:  

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡	𝑃𝑇_𝑏𝑠𝑓_𝑚𝑎𝑝𝐸𝑙𝑒𝑚_𝑇	{}. 

Каждый элемент списка Reduce хранил коэффициенты и свободный член одного случай-
ного неравенства : 

𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡	𝑃𝑇_𝑏𝑠𝑓_𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒𝐸𝑙𝑒𝑚_𝑇	{𝑓𝑙𝑜𝑎𝑡	𝑎[𝑛]; 	𝑓𝑙𝑜𝑎𝑡	𝑏}. 

Каждый рабочий MPI-процесс генерировал по одному случайному неравенству с помо-
щью функции PC_bsf_MapF, которая включала в себя шаги W6–W18 алгоритма 2. Не-
равенство, удовлетворяющее всем условиям, записывалось рабочим в локальный список 
Reduce, состоящий из одного элемента. Мастер получал от каждого рабочего сгенериро-
ванные элементы и помещал их в свой список Reduce (это выполнялось проблемно-неза-
висимой частью BSF-каркаса). Полученные элементы вручную проверялись на похожесть 
с ранее добавленными случайными неравенствами и, при отсутствии конфликтов, добав-
лялись в списки . Указанная обработка (шаги M20–M33) была нами реализована в 
предопределенной функции PC_bsf_ProcessResults. Исходные коды параллельной про-
граммы FRaGenLP свободно доступны в сети Интернет по адресу 
https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-LPP-Generator. 

С использованием указанной программы нами были проведены масштабные вычис-
лительные эксперименты на вычислительном кластере «Торнадо ЮУрГУ» [21], характе-
ристики которого приведены в табл. 1. Вычисления проводились для размерности , рав-
ной 3 000, 5 500 и 15 000. Количество неравенств, соответственно, составляло 6 301, 10 001 
и 31 501. Из них случайных: 300, 500, 1500 соответственно. Во всех экспериментах были 
установлены следующие значения параметров, введенных в разделе 1: длина ребра огра-
ничивающего гиперкуба , радиус большой гиперсферы , радиус малой ги-
персферы , верхняя граница «почти параллельности» для гиперплоскостей 

, минимальная допустимая близость для гиперплоскостей , макси-
мальное допустимое абсолютное значение при генерации коэффициентов случайных не-
равенств , максимальное допустимое абсолютное значение при генерации пра-
вых частей случайных неравенств . Результаты экспериментов представлены 
на рис. 2. Время генерации случайной задачи ЛП с 31501 ограничениями на конфигура-
ции из одного узла-мастера и одного узла-рабочего составило 12 минут. На конфигурации 
из одного узла-мастера и 170 узлов-рабочих генерация такой же задачи заняла 22 се-
кунды. Анализ результатов показывает, что граница масштабируемости предложенного 
алгоритма существенно зависит от размерности задачи (под границей масштабируемости 
здесь понимается максимум кривой ускорения). При  граница масштабируемости 
составила приблизительно 50 процессорных узлов. Для задачи размерности  эта  
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Таблица 1. Характеристики кластера 
«Торнадо ЮУрГУ» 

Количество 
процессорных узлов 480 

Процессоры Intel Xeon X5680 
(6 cores 3.33 GHz) 

Количество 
процессоров в узле 2 

Оперативная память 
узла 24 GB DDR3 

Соединительная сеть InfniBand QDR  
(40 Gbit/s) 

Операционная 
система Linux CentOS 

 

 
Рис. 2. Графики ускорения алгоритма 
FRaGenLP для различных размерностей 

 
граница увеличилась до 110 узлов, а на задаче размерности  она достигла 200 уз-
лов. Дальнейшее увеличение размерности задачи приводило к нехватке оперативной па-
мяти на процессорных узлах. Следует отметить, что граница масштабируемости предло-
женного алгоритма также существенно зависит от количества случайных неравенств. 
Увеличение этого числа в 10 раз приводило к двукратному уменьшению границы масшта-
бируемости. Это объясняется тем, что при увеличении количества узлов-рабочих значи-
тельно возрастала доля последовательных вычислений, выполняемых узлом-мастером на 
шагах M20–M27, в течение которых узлы-рабочие простаивали. 

Заключение 
В данной работе представлен параллельный алгоритм FRaGenLP для генерации слу-

чайных совместных ограниченных задач ЛП на кластерных вычислительных системах. 
Генерируемые системы ограничений наряду со случайными неравенствами включают в 
себя стандартный набор неравенств, называемых опорными. Опорные неравенства гаран-
тируют ограниченность допустимой области задачи ЛП. С геометрической точки зрения 
допустимая область опорных неравенств представляет собой гиперкуб, прилежащий к 
осям координат, у которого срезана дальняя от центра координат вершина. Целевая 
функция задается определенным образом, так, чтобы ее коэффициенты монотонно убы-
вали. Коэффициенты и свободные члены случайных неравенств генерируются с помощью 
датчика случайных чисел. Если допустимая область сгенерированного случайного нера-
венства не включает в себя центр ограничивающего гиперкуба, то знак неравенства ме-
няется на противоположный. Однако не всякое случайное неравенство включается в си-
стему. Отклоняются случайные неравенства, которые не могут повлиять на решение за-
дачи ЛП при заданной целевой функции. Также отклоняются все неравенства, для кото-
рых ограничивающая гиперплоскость пересекает малую гиперсферу, расположенную в 
центре ограничивающего гиперкуба (это гарантирует совместность). Кроме того, откло-
няется всякое случайное неравенство, «похожее» на хотя бы одно неравенство, уже до-
бавленное в систему (включая опорные). Для определения «похожести» неравенств вве-
дены две формальные метрики: почти параллельности и близости соответствующих им 
гиперплоскостей. Параллельный алгоритм спроектирован на базе модели параллельных 
вычислений BSF, использующей парадигму «мастер-рабочий». В соответствии с этой мо-
делью узел-мастер является центром управления и коммуникации. Все узлы-рабочие вы-
полняют один и тот же код, но над разными данными. Параллельная реализация выпол-
нена на языке C++ с использованием параллельного BSF-каркаса, инкапсулирующего в 
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проблемно независимой части своего кода все аспекты, связанные с распараллеливанием 
программы с помощью библиотеки MPI. Исходные коды разработанной параллельной 
программы свободно доступны в сети Интернет по адресу https://github.com/leonid-
sokolinsky/BSF-LPP-Generator. С использованием этой реализации были проведены мас-
штабные вычислительные эксперименты на кластерной вычислительной системе. Прове-
денные эксперименты показали, что алгоритм FRaGenLP демонстрирует для размерности 
15 000 хорошую масштабируемость вплоть до 200 процессорных узлов. Случайная задача 
ЛП, включающая в себя 31 501 неравенство, была сгенерирована на конфигурации из 
171 процессорного узла за 22 секунды. На одном процессорном узле для этого потребова-
лось 12 минут. Разработанную программу предполагается использовать для генерации 
70 000 образцов для обучения искусственной нейронной сети, способной быстро решать 
большие задачи ЛП. 
 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-07-00092-а) 
и Министерства науки и высшего образования РФ (государственное задание FENU-2020-
0022). 
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The article presents and evaluates a scalable FRaGenLP algorithm for generating random linear programming 

problems of large dimension n on cluster computing systems. To ensure the consistency of the problem and the 
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algorithm. 

Keywords: random linear programming problem, problem generator, FRaGenLP, cluster computing systems, 
BSF-skeleton. 

FOR CITATION 
Sokolinsky L.B., Sokolinskaya I.M. On Generator of Random Problems for Linear Pro-

gramming on Cluster Computing Systems. Bulletin of the South Ural State University. Series: 
Computational Mathematics and Software Engineering. 2021. Vol. 10, no. 2. P. 38–52. (in Rus-
sian) DOI: 10.14529/cmse210203. 
 

This paper is distributed under the terms of the Creative Commons Attribution-Non Com-
mercial 4.0 License which permits non-commercial use, reproduction and distribution of the 
work without further permission provided the original work is properly cites. 

References 
1. Jagadish H.V. et al. Big data and its technical challenges. Communications of the ACM. 

2014. Vol. 57, no. 7. P. 86–94. DOI: 10.1145/2611567. 
2. Hartung T. Making Big Sense From Big Data. Frontiers in Big Data. 2018. Vol. 1. P. 5. 

DOI: 10.3389/fdata.2018.00005. 
3. Sokolinskaya I.M., Sokolinsky L.B. On solving the linear programming problem in the era 

of big data. Parallel Computational Technologies (PCT’2017): Proceedings of the 11th 
International Scientific Conference (Kazan, April, 3–7, 2017). Short papers and posters. 
Chelyabinsk: SUSU Publishing Center, 2017. P. 471–484. (in Russian) 

4. Sokolinsky L.B., Sokolinskaya I.M. Study of the scalability of the apex method for solving 
ultra-large linear programming problems on cluster computing systems. Russian Super-
computer Days: Proceedings of the Conference (Moscow, September, 21–22, 2020). Mos-
cow, MAKS Press, 2020. P. 49–59. (in Russian) 

5. Mamalis B., Pantziou G. Advances in the Parallelization of the Simplex Method. Algo-
rithms, Probability, Networks, and Games. Lecture Notes in Computer Science. Cham: 
Springer, 2015. Vol. 9295. P. 281–307. DOI: 10.1007/978-3-319-24024-4_17. 

Л.Б. Соколинский, И.М. Соколинская

2021, т. 10, № 2 51



6. Huangfu Q., Hall J.A.J. Parallelizing the dual revised simplex method. Mathematical Pro-
gramming Computation. Springer Verlag, 2018. Vol. 10, no. 1. P. 119–142. DOI: 
10.1007/s12532-017-0130-5. 

7. Tar P., Stágel B., Maros I. Parallel search paths for the simplex algorithm. Central Euro-
pean Journal of Operations Research. Springer Verlag, 2017. Vol. 25, no. 4. P. 967–984. 
DOI: 10.1007/s10100-016-0452-9. 

8. Yang L., Li T., Li J. Parallel predictor-corrector interior-point algorithm of structured 
optimization problems. 3rd International Conference on Genetic and Evolutionary Com-
puting, WGEC 2009. 2009. P. 256–259. DOI: 10.1109/WGEC.2009.68. 

9. Gay D.M. Electronic mail distribution of linear programming test problems. Mathematical 
Programming Society COAL Bulletin. 1985. no. 13. P. 10–12. 

10. Charnes A. et al. On Generation of Test Problems for Linear Programming Codes. 
Communications of the ACM. 1974. Vol. 17, no. 10. P. 583–586. DOI: 
10.1145/355620.361173. 

11. Arthur J.L., Frendewey J.O. GENGUB: A generator for linear programs with generalized 
upper bound constraints. Computers and Operations Research. Pergamon, 1993. Vol. 20, 
no. 6. P. 565–573. DOI: 10.1016/0305-0548(93)90112-V. 

12. Castillo E., Pruneda R.E., Esquivel Mó. Automatic generation of linear programming prob-
lems for computer aided instruction. International Journal of Mathematical Education in 
Science and Technology. Taylor & Francis Group, 2001. Vol. 32, no. 2. P. 209–232. DOI: 
10.1080/00207390010010845. 

13. Dhiflaoui M. et al. Certifying and Repairing Solutions to Large LPs How Good are LP-
solvers? SODA ’03: Proceedings of the fourteenth annual ACM-SIAM symposium on Dis-
crete algorithms. USA: Society for Industrial and Applied Mathematics, 2003. P. 255–256. 

14. Desmos Graphing Calculator. URL: https://www.desmos.com/calculator (accessed: 
09.03.2021). 

15. Sokolinsky L.B. BSF: A parallel computation model for scalability estimation of iterative 
numerical algorithms on cluster computing systems. Journal of Parallel and Distributed 
Computing. 2021. Vol. 149. P. 193–206. DOI: 10.1016/j.jpdc.2020.12.009. 

16. Sahni S., Vairaktarakis G. The master-slave paradigm in parallel computer and industrial 
settings. Journal of Global Optimization. 1996. Vol. 9, no. 3–4. P. 357–377. DOI: 
10.1007/BF00121679. 

17. Sokolinsky L.B. BSF-skeleton. User manual: arXiv:2008.12256 [cs.DC]. 2020. 22 p. 
18. Sokolinsky L.B. BSF-skeleton. 2019. URL: https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-

skeleton (accessed: 09.03.2021). 
19. Gropp W. MPI 3 and Beyond: Why MPI Is Successful and What Challenges It Faces. 

Recent Advances in the Message Passing Interface. EuroMPI 2012. Lecture Notes in Com-
puter Science. Berlin, Heidelberg: Springer, 2012. Vol. 7490. P. 1–9. DOI: 10.1007/978-3-
642-33518-1_1. 

20. Bird R.S. Lectures on Constructive Functional Programming. Constructive Methods in 
Computing Science. NATO ASI Series F: Computer and Systems Sciences. Berlin, 
Heidlberg: Springer, 1988. Vol. 55. P. 151–216. 

21. Kostenetskiy P.S., Safonov A.Y. SUSU Supercomputer Resources. Proceedings of the 10th 
Annual International Scientific Conference on Parallel Computing Technologies 
(PCT 2016). CEUR Workshop Proceedings. Vol. 1576. 2016. P. 561–573. 

О генерации случайных задач линейного программирования на кластерных...

52 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



УДК 519.688 DOI: 10.14529/cmse210204

ОСОБЕННОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ АЛГОРИТМА
TREECODE ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ N-ТЕЛ
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Иерархические методы вычисления гравитационных сил для систем N -тел позволяют существенно
увеличить качество численного моделирования при решении различных астрофизических задач за счет
увеличения числа элементов N , поскольку вместо вычислительной сложности \sim O(N2) для прямого ме-
тода, мы имеем N \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(N) при использовании приближенного метода TreeCode, что позволяет существенно
увеличить число частиц в численных моделях. Разработано новое программное обеспечение для решения
динамической задачи с большим числом частиц для моделирования галактических бесстолкновительных
компонент, в частности, звездной подсистемы и темной массы. В работе представлены результаты тестиро-
вания алгоритма TreeCode для параллельной реализациии на графических ускорителях NVidia Tesla. Для
построения иерархической системы сеток нами реализован быстрый алгоритм построения октодеревьев,
основанный на пространственной кривой Мортона. Для оценок качества построенной численной модели
используем для сравнения результаты моделирования на основе прямого вычисления сил взаимодействия
между всеми N частицами системы. Проведен анализ быстродействия различных реализаций алгоритмов
решения задачи N -тел и выполнения интегральных законов сохранения физических характеристик для
гравитирующих систем. В частности, проанализированы законы сохранения энергии и момента импульса
для вращающегося самогравитирующего диска. Рассмотрены модели с различными критериями оценки
удаленности частицы и значениями угла раскрытия \theta .

Ключевые слова: задача N-тел, метод Treecode, параллельные вычисления, графические ускорители.
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Введение

Задача N -тел восходит к небесной механике, где решаются уравнения движения с уче-
том гравитационного взаимодействия для системы небесных тел [1, 2]. С развитием вы-
числительной техники стало возможным численное интегрирование уравнений движения
первоначально для сотен частиц, что позволило моделировать коллективные процессы в
приложении к галактическим системам [3], а с переходом к N \sim 106 объектом исследований
стала метагалактика и первоначально в таких космологических моделях под частицей пони-
малась галактика (см., например, [4]). Современные астрофизические модели N -тел могут
содержать свыше 1 млрд элементов (частиц различных видов, моделирующих звезды, тем-
ное вещество, газ) [5, 6], и даже превышают 1010 элементов в проекте IllustrisTNG. Такие
проекты, как Illustris, IllustrisTNG, EAGLE (Evolution and Assembly of GaLaxies and their

\ast Статья рекомендована к публикации программным комитетом Международной научной конференции «Па-
раллельные вычислительные технологии (ПаВТ) 2021»
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Environments) [5], AGORA [7], FIRE (Feedback In Realistic Environments), Indra, Millennium
и Millennium-II Simulations [8] и др. являются своего рода галактическими и космологиче-
скими «фабриками» для симуляций эволюции Вселенной на различных масштабах. Резуль-
таты таких проектов, например, TNG50, TNG100, TNG300, AGORA выступают в качестве
источников исходных данных, которые позволяют на основе обработки таких симуляций
изучать механизмы формирования галактических структур, их морфологию и кинемати-
ку [9–11].

Модели N -тел активно используются для моделирования широкого круга задач в фи-
зике плазмы, физической электронике при описании ионных пучков, динамике разрежен-
ных газов [2, 12]. К этому классу моделей относяться методы молекулярной динамики для
описания эволюции молекулярных систем с использованием как классических, так и кван-
товохимических моделей [13–15].

Развитие быстрых методов, в частности, алгоритма Treecode было первоначально свя-
зано с моделированием гравитирующих систем [16]. Гравитационное взаимодействие N -
тел является ресурсоемкой задачей из-за дальнодействующего характера взаимодействия
и использование прямого метода, имеющего вычислительную сложность O(N2), не позво-
ляет получить решение за приемлемое время для систем с большим количеством частиц.
Алгоритм Treecode позволяет снизить вычислительную сложность до O(N logN) за счет
кластеризации удаленных частиц и использования аппроксимации их влияния на каждую
частицу [16, 17].

Важным направлением является развитие технологий программирования гибридных
вычислительных систем, которая обеспечивает автоматическую адаптацию кода при из-
менении вычислительной архитектуры [18]. Применение комплексного подхода к решению
задач моделирования сложных физических систем с эффективным использованием архи-
тектуры суперкомпьютера является насущной задачей [19]. Массовый переход на вычисли-
тельные системы с графическими процессорами NVIDIA Tesla в последние годы для прове-
дения суперкомпьютерных вычислений ставит задачу реализации эффективных кодов для
вычисления парных взаимодействий для системы N -тел [15, 20, 21].

В работе описана реализация параллельного кода для графических ускорителей для
численного решения динамической задачи для N гравитационно взаимодействующих ча-
стиц, что представляет интерес для решения задач, прежде всего, физики галактик. В
основе реализованного Treecode-алгоритма лежит построение дерева разрядов посредством
преобразования координат частиц к целочисленным индексам с использованием кривой
Мортон, описанное в разделе 1. В разделе 2 проведен анализ производительности про-
граммной реализации и рассчитаны изменения со временем углового момента и полной
энергии системы N -тел. Показана сходимость решений при уменьшении угла раскрытия \theta .
В заключении приводится краткая сводка результатов, полученных в работе.

1. Модель N-тел и параллельная реализация кода

Рассмотрим систему из N гравитационно взаимодействующих частиц. Уравнения дви-
жения для частицы с индексом i (i = 1, ..., N) имеют вид:

d\bfr i
dt

= \bfv i, (1)
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d\bfv i

dt
=  - G

N\sum 

j=1, j \not =i

mj
\bfr i  - \bfr j

| \bfr i  - \bfr j + \varepsilon | 3 , (2)

где вектора \bfr и \bfv определяют положение и скорость частицы соответственно, m — масса
частицы, \varepsilon \geq 0 — радиус гравитационного обрезания. Случай \varepsilon > 0 позволяет рассматри-
вать бесстолкновительные системы, когда число реальных объектов N\ast существенно пре-
вышает число частиц N в численной модели. Например, число звезд в типичной крупной
галактике N\ast \sim 1011, а в численной модели мы ограничены, как правило, N \sim 107. При
моделировании систем электрически заряженных частиц указанное различие может быть
сколь-угодно большим. Для обеспечения бесстолкновительности системы, в которых сила
взаимодействия между ближайшими частицами мала по сравнению с вкладом остальных
частиц, в численной модели необходимо задавать конечное значение \varepsilon > 0 в зависимости
от N и пространственной конфигурации изучаемой системы [22, 23].

Ключевая идея алгоритма Treecode заключается в иерархическом разбиении простран-
ства на древовидную структуру. Такая структура позволяет более точно вычислять силы от
близкорасположенных частиц, а вклад от более далеких частиц учитывается приближенно
так, чтобы иметь контролируемую погрешность суммарной силы. При вычислении силы для
каждой частицы происходит рекурсивный обход ячеек дерева и на каждом уровне оценива-
ется удаленность ячейки от частицы с помощью критерия принятия решения. Существуют
различные критерии, позволяющие проверить, достаточно ли удалена частица для оценки
силы. В работе используются два различных критерия принятия решения: стандартный
критерий, введенный в работе [16]:

d \geq l

\theta 
, (3)

и модифицированный, который дает более точную оценку силы в случаях, когда центр масс
ячейки сильно смещен от ее геометрического центра [24]:

d \geq l

\theta 
+ \delta , (4)

где d — расстояние от частицы до центра масс ячейки, l — размер ячейки, \theta — угол раскры-
тия (opening angle), \delta — расстояние от центра масс ячейки до ее геометрического центра.
Параметр \theta определяет значение максимального угла, под которым мы видим ячейку из
точки, для которой вычисляется гравитационная сила.

На рис. 1 представлена диаграмма потоков разработанного приложения. Параллельный
алгоритм включает в себя следующие этапы:

(1) На первом этапе происходит построение дерева разрядов. Листовые узлы такого де-
рева содержат упорядоченные по возрастанию индексы частиц, а внутренние узлы
разделяют, содержащиеся в нем индексы на два линейных диапазона в соотвествии с
их общими префиксами в бинарном представлении индексов. Перед построением де-
рева происходит определение ограничевающего объема посредством вычисления мак-
симального расстояния R\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} от центра системы до дальней частицы с использовани-
ем алгоритма параллельной редукции. Для всех частиц системы производится пре-
образование координат частиц к целочисленным значениям, которые используются
для вычисления индекса частицы. Индексы частиц определяются на основе простран-
ственной кривой Мортона. Используя двоичное представление кодов Мортона строим
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Рис. 1. Диаграмма потоков параллельного приложения

дерево разрядов, являющееся префиксным деревом, в котором внутренние узлы хра-
нят наибольший общий префикс между ключами в соответствующем поддереве [25].
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(2) На втором этапе происходит построение октодерева. Используя информацию о длинах
префиксов в узлах дерева разрядов определяется количество элементов в октодере-
ве [25]. Далее производится поиск родительских узлов октодерева с использованием
ссылки на предков каждого узла дерева разрядов. При привязке частицы к узлу окто-
дерева эта частица передает ячейке свои характеристики: массу и коррдинаты. Про-
ходя дерево от его листовых узлов к внутренним производим суммирование массы и
вычисление центров масс узлов, выполняя синхронизацию потоков после перехода на
новый уровень глубины октодерева.

(3) Ядро для вычисления сил использует нерекурсивный алгоритм обхода дерева. При
проходе узлов октодерева с использованием одного из критериев принятия решения
(3) или (4) определятся необходимость использования аппроксимации.

(4) Ядро, используемое для интегрирования системы уравнений (1), (2) включает в себя
предиктор и корректор. На этапе предиктор рассчитывается скорость и положение
частицы по формулам:

vn+1/2 = vn +
dvn
dt

dt

2
, (5)

xn+1 = xn + vn+1/2dt , (6)

где dt — шаг по времени. Затем выполняется перестроение дерева и вычисляются
силы с использованием новых положений частиц. На этапе корректор выполняется
уточнение скорости в момент времени n+ 1 по формуле:

vn+1 = vn+1/2 +
dvn+1/2

dt

dt

2
. (7)

Все тестовые расчеты проводились для бесстолкновительного гравитирующего трех-
мерного вращающегося диска. Такой диск является равновесным, находясь на балансе гра-
витационных, центробежной и сил «давления» (из-за хаотического движения частиц) в
радиальном направлении и на балансе гравитационных и сил «давления» в вертикальном
направлении (см. подробное описание в [22, 26]). Хаотическое движение частиц в таких
бесстолкновительных системах можно характеризовать тремя пространственными распре-
делениями дисперсии скоростей (cr(r), c\varphi (r), cz(r)), соответственно, в радиальном, азиму-
тальном и вертикальном направлениях. Мы использовали радиальные профили параметров
бесстолкновительного диска из работы [27], пересчитанные в отсутствии темной массы. За
счет варьирования начального профиля дисперсии скоростей частиц cr(r) можно строить
как гравитационно устойчивые системы, сохраняющие в целом осесимметричное распреде-
ление параметров, так и диски, допускающие развитие гравитационной неустойчивости [22].
В последнем случае в процессе эволюции формируются спиральные структуры значитель-
ной амплитуды, что является хорошим тестом для анализа выполнения физических законов
сохранения.

2. Анализ производительности и законов сохранения

Параллельные расчеты проводились с использованием графического сопроцессора
Nvidia Tesla V100, а тестирование последовательной реализация Treecode [29] проводилось
на Intel Xeon E5-2650 v3. Для оценки эффективности распараллеливания проводились срав-
нения времени вычисления для различных реализаций решения задачи N -тел: параллель-
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ная реализация прямого метода (каждая частица с каждой) с использованием программно-
го обеспечения для CUDA [28], открытая версия алгоритма Treecode от Joshua E. Barnes [29].

Были проведены серии расчетов с различным числом частиц и для двух критериев
принятия решения. На рис. 2 показаны графики сравнения времени, необходимой для од-
ной итерации вычисления силы для различного числа частиц и различных реализаций
решения задачи N -тел: ttc GPU — время вычислений с использованием разработанного
параллельного алгоритма для GPUs, td GPU — время вычислений с использованием пря-
мого алгоритма на GPUs [28], ttc CPU — время вычислений для последовательной версии
Treecode.

Рис. 2. Сравнение времени расчета силы для различных реализаций с теоретическими
оценками (слева) и полученное ускорение S (справа)

На рис. 2 справа представлены результаты ускорения вычислений для модели диско-
вой галактики [27]. Параллельная реализация Treecode показала ускорение вычислений в
40–45 раз по сравнению с последовательной версией, а также ускорение до 68 раз по сравне-
нию с параллельной реализаций прямого алгоритма при использовании NVidia Tesla V100.
Мы провели сравнение точности выполнения основных законов сохранения для выбранной
модели диска: углового момента и полной энергии. На рис. 3 и 4 представлены графики
изменения относительного отклонения углового момента (слева) и энергии (справа) для
различных значений параметра \theta .

Относительная погрешность вычисления углового момента варьируется в диапазоне от
0.0001 до 0.008 в зависимости от \theta при использовании стандартного критерия, в то время
как для модифицированного критерия погрешность варьируется в диапазоне от 0.00002 до
0.002. Относительная погрешность вычисления полной энергии для стандартного критерия
лежит в диапазоне от 0.0002 до 0.01, а для модифицированного критерия от 0.0001 до 0.003.

Заключение

Методы молекулярной динамики широко используются для моделирования разнооб-
разных физико-технических объектов и опираются на вычисление парных взаимодействий
между частицами [1, 2, 12, 30, 31]. Отметим широкий перечень областей применимости мо-
делей типа N -тел, включая физическую кинетику, физику плазмы и ионных пучков, кос-
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Рис. 3. Изменения относительного отклонения углового момента и энергии для
вращающегося диска из N = 216 частиц и стандартного критерия принятия решения

Рис. 4. Изменения относительного отклонения углового момента и энергии для диска с
N = 216 при использовании \delta критерия

мологию, физику галактик, позволяя моделировать как барионное вещество, так и темную
материю в приложении к астрофизическим проблемам [4, 32, 33].

Наш модуль для вычисления суммарной гравитационной силы от большого числа ча-
стиц на основе TreeCode можно использовать для моделирования самых различных галак-
тических компонент, включая динамику гравитирущего газа как на больших масштабах
(\sim 10 - 104 пк) [5, 6, 8, 22], так и на малых масштабах (\sim 0.001 - 10 пк) [34].

В работе представлены предварительные результаты тестирования разработанного па-
раллельного приложения для моделирования динамики N гравитационно взаимодейству-
ющих частиц с использованием графических ускорителей Nvidia Tesla. В качестве модели
для тестирования использовался вращающийся бесстолкновительный самогравитирующий-
ся трехмерный диск, первоначальное состояние которого допускало развитие гравитацион-
ной неустойчивости, на нелинейной стадии которой формировались центральная перемыч-
ка (так называемая бар-мода) и спиральный узор. Разработанная параллельная реализация
алгоритма Treecode для GPUs обеспечивает приемлемое выполнение интегральных законов
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сохранения энергии и углового момента в самогравитирующем диске на уровне, сопостави-
мом с расчетами для CPU.

Производительность программного обеспечения замерялась на графическом сопроцес-
соре NVidia Tesla V100 (Volta). В условиях проведения тестов величина ускорение составила
45 раз по сравнению с реализацией [29] и до 68 раз по сравнению с параллельным алгорит-
мом на основе прямого вычисления гравитационной силы [28].

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации №0633-2020-0003. Расчеты проводились на оборудова-
нии ЦКП «Суперкомпьютерный центр коллективного пользования ВолГУ».
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Hierarchical methods for calculating gravitational forces in a N -body system significantly increase the quality
of numerical simulations when solving various astrophysical problems by increasing the number of N elements,
since we have the computational complexity N \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(N) for the TreeCode approximate method instead of \sim O(N2)

for the direct method, which allows to greatly increase the number of particles in the models. We developed new
software for solving a dynamic problem with a large number of particles for modeling the collisionless components
of the galaxies, in particular, stellar subsystem and dark matter. The paper presents the test results for the parallel
implementation of the Treecode algorithm for the NVidia Tesla GPUs. To construct a hierarchical grid structure,
we implemented a fast parallel octree-construction algorithm based on Morton’s space-filling curve. To assess
the quality of the constructed numerical model, we use the simulation results based on the direct calculation of
the interaction forces between all N particles of the system. We have compared the performance of the different
implementations of algorithms for solving the N -body problem and an analisis of the fulfillment of the integral
physical conservation laws of a self-gravitational system. The analysis of the fulfillment of the conservation laws
of total energy and angular momentum is carried out for a rotating self-gravitating disk. Models with different
criteria for a particle remoteness and value of the opening angle \theta are considered.
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Программная Q-система предназначена для исследования ресурса параллелизма численных алгорит-
мов. С помощью Q-системы можно вычислить ресурс параллелизма любого численного алгоритма, а также
найти алгоритм с лучшим ресурсом параллелизма из множества алгоритмов, решающих алгоритмическую
проблему. Теоретической основой Q-системы является концепция Q-детерминанта, где Q — множество опе-
раций, используемых алгоритмом. Любой численный алгоритм имеет Q-детерминант и может быть пред-
ставлен в форме Q-детерминанта. Такое представление является универсальным описанием численных алго-
ритмов. Q-детерминант состоит из Q-термов. Их число равно числу выходных данных алгоритма. Каждый
Q-терм описывает все возможные способы вычисления одного из выходных данных на основе входных дан-
ных. Q-детерминант делает алгоритм понятным с точки зрения структуры и реализации. Q-система может
быть использована для повышения эффективности параллельных вычислений. В статье описаны новые воз-
можности Q-системы. Новая функциональность позволяет использовать классификацию алгоритмов при их
исследовании. Также новая функциональность дает возможность вычислять функции для аппроксимации
высоты и ширины алгоритмов более точно и создавать их графическое представление. В результате ин-
терфейс пользователя Q-системы стал удобнее, появилось больше возможностей для исследования ресурса
параллелизма алгоритмов.

Ключевые слова: Q-детерминант алгоритма, представление алгоритма в форме Q-детерминанта,
Q-эффективная реализация алгоритма, высота алгоритма, ширина алгоритма, ресурс параллелизма ал-
горитма, программная Q-система.
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Введение

Одна из самых актуальных проблем — повышение эффективности параллельных вы-
числений. Эта проблема тесно связана с проблемой использования ресурса параллелизма
алгоритмов. Если иметь возможность выявлять ресурс параллелизма алгоритмов, а затем
использовать его полностью при разработке программ, то алгоритмы будут реализовы-
ваться эффективно. Более того, если иметь возможность сравнивать ресурсы параллелиз-
ма алгоритмов, решающих одну и ту же алгоритмическую проблему, а затем использовать
алгоритм с лучшим ресурсом параллелизма, то алгоритмическая проблема будет реализова-
на эффективнее. Программная Q-система, созданная на основе концепции Q-детерминанта,
предназначена для вычисления и сравнения ресурсов параллелизма численных алгоритмов,
поэтому исследование, связанное с расширением ее возможностей, является актуальным.
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Целью исследования является расширение возможностей программной Q-системы для
исследования ресурса параллелизма численных алгоритмов. Для достижения цели реша-
ются следующие задачи:
1) разработка функциональности Q-системы для использования классификации алгорит-

мов при их исследовании;
2) повышение точности аппроксимации функций высоты и ширины алгоритмов;
3) реализация графического представления аппроксимации функций высоты и ширины

алгоритмов.
Статья организована следующим образом. Раздел 1 содержит обзор работ по теме ис-

следования. В разделе 2 приводятся основные понятия концепции Q-детерминанта. В разде-
ле 3 рассмотрены теоретические основы и программная реализация Q-системы. В разделе 4
приведено описание новой функциональности Q-системы. Заключение содержит краткое
изложение полученных результатов, выводы об их применении и описание дальнейшего
направления исследований. Статья продолжает исследования, представленные в [1, 7–10].

1. Обзор работ по теме исследования

Наиболее близким к теме исследования, рассматриваемого в статье, является направле-
ние, созданное В.В. Воеводиным. Основополагающими работами этого направления явля-
ются [2, 15]. В рамках данного направления проводятся очень важные и развитые исследова-
ния параллельной структуры алгоритмов и программ для их реализации на параллельных
вычислительных системах (ПВС). Эти исследования применяются для создания открытой
энциклопедии свойств алгоритмов AlgoWiki [4, 11]. В AlgoWiki для определения ресур-
са параллелизма алгоритмов используется индивидуальный подход к каждому алгоритму.
Единое программное обеспечение для исследования и сравнения ресурсов параллелизма
алгоритмов данное направление исследований в настоящее время не содержит.

Исследований, использующих универсальные подходы к решению проблем, связанных
с параллельными вычислениями, очень мало. В основном они посвящены разработке парал-
лельных программ. Приведем примеры таких исследований. Т-система [13] является средой
разработки с возможностью автоматического динамического распараллеливания программ.
Синтез параллельных программ заключается в разработке новых параллельных алгорит-
мов с использованием базы знаний параллельных алгоритмов для решения более сложных
задач. Технология фрагментированного программирования, язык ее реализации и систе-
ма программирования LuNA разработаны на основе метода синтеза параллельных про-
грамм [5]. Чтобы снять ограничения на ресурсы ПВС, рассматривается проектирование па-
раллельных программ с помощью функциональных языков программирования. Работа [12]
является примером такого исследования. Приведенные примеры решают проблему построе-
ния параллельных программ, но при этом не исследуется ресурс параллелизма алгоритмов,
реализуемых программами, и насколько программы его используют.

Подавляющее большинство исследований, связанных с параллельными вычислениями,
состоят в разработке параллельных программ, реализующих конкретные алгоритмы или
учитывающих особенности архитектуры ПВС. Примерами таких исследований являют-
ся [14, 16]. Как правило, разработчики параллельных программ не подбирают для решаемой
ими задачи алгоритм с лучшим ресурсом параллелизма, а берут некоторый подходящий ал-
горитм, выбирают некоторую его реализацию, которая их устраивает, не оценивая, является
ли эта реализация эффективной.
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Данный обзор основан на доступных авторам источниках и, возможно, не является
полным. Однако факт, что повышение эффективности параллельных вычислений является
одной из самых актуальных проблем, дает основание заключить, что либо инструменты для
автоматизированного исследования ресурса параллелизма алгоритмов разработаны, но не
достаточно широко известны, либо они не существуют.

2. Концепция Q-детерминанта

Алгоритмическую проблему опишем в виде \=y = F (N,B), где N = \{ n1, . . . , nk\} — мно-
жество параметров размерности или N — пустое множество, B — множество входных
данных, \=y = \{ y1, . . . , ym\} — множество выходных данных, целое число m является либо
константой, либо значением вычислимой функции параметров N , если N \not = \varnothing . Значение
ni (i \in \{ 1, . . . , k\} ) равно любому положительному целому числу. Если N = \{ n1, . . . , nk\} ,
то через \=N = \{ \=n1, . . . , \=nk\} обозначим набор из k положительных целых чисел, где \=ni —
некоторое заданное значение параметра размерности ni для каждого i \in \{ 1, . . . , k\} . Через
\{ \=N\} обозначим множество всех возможных k-наборов \=N . Пусть \alpha — алгоритм для решения
алгоритмической проблемы, Q — набор операций, используемых алгоритмом \alpha .

Определение 1. Выражение над B и Q определим, как терм в стандартном смысле
математической логики [3]. Каждое выражение w имеет уровень вложенности, обозначим
его через Tw.

Пример 1. Выражения и их уровни вложенности:
1) w1 = b1 \times (b2 + b3)/b4, Tw1 = 3:
2) w2 = (b1 \geq b2) \vee ((b3 \times b4) \leq b5 \times (b6 + b7)), Tw2 = 4.

Определение 2. Выражение называется цепочкой длины n, если оно является результа-
том применения некоторой ассоциативной операции из Q к n выражениям.

Определение 3. Если N = \varnothing , то любое выражение w над B и Q мы называем безуслов-
ным Q-термом. Пусть N \not = \varnothing и V — множество всех выражений над B и Q. Тогда любое
отображение w :

\bigl\{ 
\=N
\bigr\} 
\rightarrow V \cup \varnothing также называется безусловным Q-термом.

Пусть N = \varnothing и w — безусловный Q-терм. Предположим, что выражение w над B и
Q имеет значение логического типа при любой интерпретации переменных B. Тогда без-
условный Q-терм w называется безусловным логическим Q-термом. Пусть N \not = \varnothing и w —
безусловный Q-терм. Если выражение w( \=N) для каждого \=N \in \{ \=N\} имеет значение логиче-
ского типа при любой интерпретации переменных B, то безусловный Q-терм w называется
безусловным логическим Q-термом.

Пусть u1, . . . , ul — безусловные логические Q-термы, w1, . . . , wl — безусловные Q-термы.
Тогда множество l пар (\widehat u, \widehat w) = \{ (ui, wi)\} i\in \{ 1,...,l\} называется условным Q-термом длины l.

Пусть (\widehat u, \widehat w) = \{ (ui, wi)\} i=1,2,... — счетное множество пар безусловных Q-термов. Пред-
положим, что \{ (ui, wi)\} i\in \{ 1,...,l\} — условный Q-терм для любого l < \infty . Тогда (\widehat u, \widehat w) называ-
ется условным бесконечным Q-термом.

Опишем нахождение значения безусловного Q-терма w при интерпретации перемен-
ных B. Если N = \varnothing , то нахождение значения выражения w означает нахождение значения
безусловного Q-терма w при любой интерпретации переменных B. Если N \not = \varnothing и w( \=N) \not = \varnothing ,
то w( \=N) является выражением над B и Q. Можно найти значение выражения w( \=N) при
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любой интерпретации переменных B. Конечно, мы опускаем значение w( \=N) = \varnothing . Теперь
опишем нахождение значения условного Q-терма (\widehat u, \widehat w) при интерпретации переменных B.
Пусть N = \varnothing . Находим значения выражений ui, wi для i \in \{ i = 1, . . . , l\} . При этом мы
можем найти пару ui0 , wi0 такую, что ui0 имеет значение true. Следовательно, мы можем
найти значение wi0 . Тогда считаем, что (\widehat u, \widehat w) имеет значение wi0 . В противном случае счи-
таем, что значение (\widehat u, \widehat w) при интерпретации переменных B не определено. Пусть N \not = \varnothing и
\=N \in \{ \=N\} . Находим выражения ui( \=N), wi( \=N) для i \in \{ i = 1, . . . , l\} . При этом мы можем най-
ти пару ui0( \=N), wi0( \=N) такую, что ui0( \=N) имеет значение true. Следовательно, мы можем
найти значение wi0( \=N). Тогда мы считаем, что (\widehat u, \widehat w) имеет значение wi0( \=N). В противном
случае считаем, что значение (\widehat u, \widehat w) для \=N и при такой интерпретации переменных B не
определено. Аналогично можно определить значение условного бесконечного Q-терма.

Определение 4. Пусть M = \{ 1, . . . ,m\} и алгоритм \alpha состоит в нахождении для каж-
дого i \in M значения yi путем вычисления значения Q-терма fi. Тогда набор Q-термов
\{ fi | i \in M\} называется Q-детерминантом алгоритма \alpha . Система уравнений \{ yi = fi | i \in M\} 
называется представлением алгоритма \alpha в форме Q-детерминанта.

Определение 5. Процесс вычисления Q-термов \{ fi | i \in M\} алгоритма \alpha называется
реализацией алгоритма \alpha . Если реализация алгоритма \alpha состоит в том, что некоторые
операции выполняются одновременно, то она называется параллельной реализацией.

Для дальнейшего изложения будем использовать некоторое разбиение множества M .
Предположим, что U , C и I образуют разбиение множества M = \{ 1, . . . ,m\} с пустыми
членами, то есть: U \cup C \cup I = M ; U \cap C = U \cap I = C \cap I = \varnothing ; кроме того, одно или два
подмножества U , C и I могут быть пустыми. Предположим также, что подмножества U , C
и I можно связать с подмножествами множества Q-термов \{ fi | i \in M\} таким образом:
1) для каждого i \in U существует Q-терм fi, который является безусловным, и fi = wi;
2) для каждого i \in C существует Q-терм fi, который является условным, и fi =

\{ (uij , wi
j)\} j\in \{ 1,...,l(i)\} , где l(i) — либо константа, либо значение вычислимой функции от

N , если N \not = \varnothing ;
3) для каждого i \in I существует Q-терм fi, который является условным бесконечным, и

fi = \{ (uij , wi
j)\} j\in \{ 1,2,... \} .

Определение 6. Опишем реализацию алгоритма \alpha , называемую Q-эффективной.
Пусть N = \varnothing . Зададим интерпретацию переменных B. Будем вычислять выражения

W =
\bigl\{ 
wi(i \in U);uij , w

i
j(i \in C, j \in \{ 1, . . . , l(i)\} );uij , wi

j(i \in I, j \in \{ 1, 2, . . . \} )
\bigr\} 

(1)

одновременно, параллельно. Мы говорим, что операция готова к выполнению, если вы-
числены значения всех ее операндов. При вычислении каждого из выражений W (см. (1))
мы выполняем операции, как только они готовы к выполнению. Если несколько опера-
ций цепочки готовы к выполнению, то они выполняются по схеме сдваивания. Например,
вычисление цепочки a1 + a2 + a3 + a4 по схеме сдваивания выполняется так: сначала вы-
числяем b1 = a1 + a2 и b2 = a3 + a4 одновременно, затем c = b1 + b2. Если для i \in C \cup I и
j \in \{ 1, 2, . . . \} uij имеет значение false, то вычисление соответствующего wi

j прекращается.
Если для i \in C \cup I и j \in \{ 1, 2, . . . \} вычисление пары (uij , w

i
j) приводит к тому, что значение

одного выражения не определено, то вычисление второго выражения прекращается. Если
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для i \in C \cup I вычисление некоторой пары (uij0 , w
i
j0
) приводит к определению их значений и

значение uij0 true, то вычисление выражений uij , w
i
j прекращается для любого j \not = j0.

Теперь пусть N \not = \varnothing . Зададим интерпретацию переменных B и \=N \in \{ \=N\} . Получаем
множество выражений

W ( \=N) =
\bigl\{ 
wi( \=N)(i \in U);uij( \=N), wi

j( \=N)(i \in C, j \in \{ 1, . . . , l(i)\} );
uij( \=N), wi

j( \=N)(i \in I, j \in \{ 1, 2, . . . \} )
\bigr\} 
. (2)

Выражения W ( \=N) (см. (2)) вычисляются по аналогии с выражениями W (см. (1)).

Определение 7. Реализация алгоритма \alpha называется выполнимой, если одновременно
должно выполняться конечное (непустое) множество операций.

Замечание 1. Есть алгоритмы, Q-эффективная реализация которых невыполнима.

Пример 2. Алгоритм для вычисления суммы S ряда
\sum \infty 

m=1( - 1)m 1
m с заданной точностью \epsilon 

имеет следующее представление в форме Q-детерминанта

S =
\bigl\{ \bigl( 

1
2 < \epsilon , - 1

\bigr) 
,
\bigl( 
1
3 < \epsilon , - 1 + 1

2

\bigr) 
, . . . ,

\Bigl( 
1
m < \epsilon , - 1 + 1

2  - \cdot \cdot \cdot + ( - 1)m - 1 1
m - 1

\Bigr) 
, . . .

\bigr\} 
.

Первый уровень вложенности выражений содержит счетное множество операций деления,
поэтому Q-эффективная реализация алгоритма не является выполнимой.

Q-эффективная реализация полностью использует ресурс параллелизма алгоритма, ко-
торый опишем далее. Для этого будем использовать следующие условия и обозначения.
1. Алгоритм \alpha представлен в форме Q-детерминанта yi = fi для всех i \in M .
2. Значения Q-термов fi для всех i \in M определяются при любой интерпретации пере-

менных B и для любого \=N \in \{ \=N\} , если N \not = \varnothing .
3. Пусть N = \varnothing и I \not = \varnothing . Тогда при заданной интерпретации переменных B для любого

i \in I существует пара выражений uiji , w
i
ji

такая, что значение uiji равно true и значение
wi
ji

определено. Введем обозначение

\widetilde W =
\bigl\{ 
wi(i \in U);uij , w

i
j(i \in C, j \in \{ 1, . . . , l(i)\} );uiji , wi

ji(i \in I)
\bigr\} 
.

4. Пусть N \not = \varnothing и I \not = \varnothing . Тогда при заданной интерпретации переменных B для любого
\=N \in \{ \=N\} и i \in I существует пара выражений uiji(

\=N), wi
ji
( \=N) такая, что значение uiji(

\=N)

равно true, а значение wi
ji
( \=N) определено. Введем обозначение

\widetilde W ( \=N) =
\bigl\{ 
wi( \=N)(i \in U);uij( \=N), wi

j( \=N)(i \in C, j \in \{ 1, . . . , l(i)\} );uiji( \=N), wi
ji(

\=N)(i \in I)
\bigr\} 
.

5. Q-эффективная реализация алгоритма \alpha выполнима.
Введем понятия высоты и ширины алгоритма \alpha , которые характеризуют его ресурс

параллелизма.

Определение 8. Обозначим через D\alpha высоту и через P\alpha ширину алгоритма \alpha и определим
их следующим образом.
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Если N = \varnothing , то

D\alpha =

\left\{ 
  
  

max
w\in W

Tw если I = \varnothing ,

max
w\in \widetilde W

Tw если I \not = \varnothing ;
(3)

P\alpha = max
1\leq r\leq D\alpha 

\sum 

w\in W
Ow

r , (4)

где Ow
r — количество операций уровня вложенности r выражения w.

Если N \not = \varnothing , то

D\alpha ( \=N) =

\left\{ 
  
  

max
w( \=N)\in W ( \=N)

Tw( \=N) если I = \varnothing ,

max
w( \=N)\in \widetilde W ( \=N)

Tw( \=N) если I \not = \varnothing ;
(5)

P\alpha ( \=N) = max
1\leq r\leq D\alpha ( \=N)

\sum 

w( \=N)\in W ( \=N)

Ow( \=N)
r , (6)

где O
w( \=N)
r — количество операций уровня вложенности r выражения w( \=N).

В формулах (3), (4), (5), (6) обозначения W и W ( \=N) те же, что в (1) и (2) соответствен-
но. Содержательный смысл формул (3) и (4) следующий. Если параметров размерности
нет и Q-детерминант не содержит условные бесконечные Q-термы, то высота алгоритма —
это максимальный уровень вложенности выражений W , а ширина алгоритма — макси-
мальное количество операций одного уровня вложенности выражений W . В случае, если
параметров размерности нет, но Q-детерминант содержит условные бесконечные Q-термы,
то высота алгоритма — это максимальный уровень вложенности выражений \widetilde W , а ширина
алгоритма — максимальное количество операций одного уровня вложенности выражений
W , не превосходящего высоту алгоритма. Содержательный смысл формул (5) и (6) мож-
но описать аналогично. D\alpha характеризует время выполнения Q-эффективной реализации
алгоритма, а P\alpha — количество процессоров, необходимое для выполнения Q-эффективной
реализации алгоритма. Понятия D\alpha и P\alpha соотносятся с понятиями высоты и ширины ми-
нимальной ярусно-параллельной формы алгоритма.

3. Q-система

3.1. Теоретические основы Q-системы

Теоретические основы Q-системы составляют методы исследования ресурса паралле-
лизма численных алгоритмов, разработанные с помощью концепции Q-детерминанта:
1) метод построения Q-детерминанта алгоритма;
2) метод получения Q-эффективной реализации алгоритма;
3) метод вычисления характеристик ресурса параллелизма алгоритма;
4) метод сравнения характеристик ресурса параллелизма алгоритмов.

Опишем эти методы и поясним их на простых примерах.
Q-детерминанты алгоритмов можно построить с помощью блок-схем алгоритмов. При

этом блок-схемы используют блоки «терминал», «решение», «процесс», «данные» и име-
ют ограничения, описанные в работе [9]. Для построения Q-детерминанта алгоритма его
блок-схема анализируется при фиксированных значениях параметров размерности алго-
ритмической проблемы N , если N \not = \varnothing .
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Если Q-детерминант алгоритма имеет безусловные Q-термы, то проход по блок-схеме
идет последовательно в соответствии с выполнением алгоритма. Для каждого i \in U из
содержимого блоков «процесс», участвующих в вычислении fi, формируются выражения
wi, если N = \varnothing и wi( \=N), если N \not = \varnothing . Если Q-детерминант содержит условные Q-термы,
то блок-схема имеет хотя бы один блок «решение» с условием, содержащим входные дан-
ные. Прохождение такого блока порождает ветвление. После прохода по каждой из ветвей
для всех i \in C и j \in \{ 1, . . . , l(i)\} получаются пары выражений (uij , w

i
j), если N = \varnothing и

(uij(
\=N), wi

j(
\=N)), если N \not = \varnothing для всех условных Q-термов fi. Выражения uij , если N = \varnothing и

uij(
\=N), если N \not = \varnothing формируются из условий блоков «решение», которые содержат входные

данные, а wi
j , если N = \varnothing и wi

j(
\=N), если N \not = \varnothing на основе содержимого блоков «про-

цесс». Условные бесконечные Q-термы содержат Q-детерминанты итерационных алгорит-
мов. Ограничив количество итераций, можно свести случай Q-детерминанта с условными
бесконечными Q-термами к случаю Q-детерминанта с условными Q-термами. Для ограни-
чения количества итераций используется параметр L. Его значение обозначим через \=L. Оно
может принимать целые положительные значения. \=L задает длину Q-термов fi для i \in I.

Пример 3. Рассмотрим алгоритм вычисления скалярного произведения векторов \vec{}a1 =

(a11, ..., a
1
n) и \vec{}a2 = (a21, ..., a

2
n), не использующий схему сдваивания. В этом случае N \not = \varnothing и

I = \varnothing . С помощью метода построения Q-детерминанта для любого n \in \{ 2, 3, . . . \} может
быть получено представление алгоритма в форме Q-детерминанта

( \vec{}a1, \vec{}a2) = (. . . (a11 \times a21 + a12 \times a22) + a13 \times a23) + \cdot \cdot \cdot + a1n \times a2n).

В разделе 2 определено, что при Q-эффективной реализации алгоритма выполняет-
ся одновременное вычисление выражений W (см. (1)), если N = \varnothing и выражений W ( \=N)

(см. (2)), если N \not = \varnothing , при этом операции выполняются по мере вычисления их операндов.
Если N = \varnothing и I \not = \varnothing , то вместо выражений W будем использовать выражения

W (\=L) =
\bigl\{ 
wi(i \in U);uij , w

i
j(i \in C, j \in \{ 1, . . . , l(i)\} );uij , wi

j(i \in I, j \in \{ 1, . . . , \=L\} )
\bigr\} 
.

Если N \not = \varnothing и I \not = \varnothing , то вместо выражений W ( \=N) будем использовать выражения

W ( \=N, \=L) =
\bigl\{ 
wi( \=N)(i \in U);uij( \=N), wi

j( \=N)(i \in C, j \in \{ 1, . . . , l(i)\} );
uij(

\=N), wi
j(

\=N)(i \in I, j \in \{ 1, . . . , \=L\} )
\bigr\} 
.

Метод получения Q-эффективной реализации алгоритма заключается в вычислении
уровней вложенности операций, входящих в выражения: W , если N = \varnothing и I = \varnothing ; W (\=L),
если N = \varnothing и I \not = \varnothing ; W ( \=N), если N \not = \varnothing и I = \varnothing ; W ( \=N, \=L), если N \not = \varnothing и I \not = \varnothing .

Пример 4. Для алгоритма из примера 3 используем множество W ( \=N), состоящее из
выражения (. . . (a11\times a21+a12\times a22)+a13\times a23)+ \cdot \cdot \cdot +a1n\times a2n). Операции умножения имеют уровень
вложенности 1, уровень вложенности i-й (i \in \{ 1, . . . , n - 1\} ) операции сложения равен i+1.

Вычисление характеристик ресурса параллелизма алгоритма \alpha выполняется по следу-
ющим правилам. Если N = \varnothing и I = \varnothing , то высота и ширина алгоритма \alpha не зависят от пара-
метров N и L. Высота обозначается D\alpha и вычисляется по формуле (3). Ширина обознача-
ется P\alpha и вычисляется по формуле (4). Если N = \varnothing и I \not = \varnothing , то высота и ширина алгоритма
\alpha зависят от параметра L. Значение высоты алгоритма обозначается D\alpha (\=L) и вычисляется
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по формуле D\alpha (\=L) = maxw\in W (\=L)T
w. Значение ширины алгоритма обозначается P\alpha (\=L) и

вычисляется по формуле P\alpha (\=L) = max
1\leq r\leq D\alpha (\=L)

\sum 
w\in W (\=L)O

w
r . Если N \not = \varnothing и I = \varnothing , то высота и

ширина алгоритма \alpha зависят от параметров N . Значение высоты алгоритма обозначается
D\alpha ( \=N) и вычисляется по формуле (5). Значение ширины алгоритма обозначается P\alpha ( \=N) и
вычисляется по формуле (6). Если N \not = \varnothing и I \not = \varnothing , то высота и ширина алгоритма \alpha зависят
от параметров N и L. Значение высоты алгоритма обозначается D\alpha ( \=N, \=L) и вычисляется
по формуле D\alpha ( \=N, \=L) = maxw( \=N)\in W ( \=N,\=L)T

w( \=N). Значение ширины алгоритма обозначается

P\alpha ( \=N, \=L) и вычисляется по формуле P\alpha ( \=N, \=L) = max
1\leq r\leq D\alpha ( \=N,\=L)

\sum 
w( \=N)\in W ( \=N,\=L)O

w( \=N)
r .

Пример 5. Высота алгоритма из примера 3 должна вычисляться по формуле (5), а ширина
по формуле (6), следовательно, высота и ширина равны n.

Допустим, что алгоритмы \alpha и \beta решают одну и ту же алгоритмическую проблему.
Метод сравнения характеристик ресурса параллелизма алгоритмов сравнивает высоту и
ширину алгоритмов \alpha и \beta , если они удовлетворяют одному из четырех наборов условий.
1. Пусть N = \varnothing и I = \varnothing . Тогда D\alpha , P\alpha , D\beta и P\beta определены.
2. Пусть N = \varnothing и I \not = \varnothing . Тогда

1) D\alpha (\=L) и P\alpha (\=L) определены, если \=L \in V\alpha (L);
2) D\beta (\=L) и P\beta (\=L) определены, если \=L \in V\beta (L);
3) V\alpha (L) \cap V\beta (L) \not = \varnothing .

3. Пусть N \not = \varnothing и I = \varnothing . Тогда
1) D\alpha ( \=N) и P\alpha ( \=N) определены, если \=N \in V\alpha (N);
2) D\beta ( \=N) и P\beta ( \=N) определены, если \=N \in V\beta (N);
3) V\alpha (N) \cap V\beta (N) \not = \varnothing .

4. Пусть N \not = \varnothing и I \not = \varnothing . Тогда
1) D\alpha ( \=N, \=L) и P\alpha ( \=N, \=L) определены, если ( \=N, \=L) \in V\alpha (N,L);
2) D\beta ( \=N, \=L) и P\beta ( \=N, \=L) определены, если ( \=N, \=L) \in V\beta (N,L);
3) V\alpha (N,L) \cap V\beta (N,L) \not = \varnothing .

Пример 6. Поясним метод сравнения характеристик ресурса параллелизма алгоритмов на
примере алгоритма вычисления скалярного произведения векторов, не использующего схе-
му сдваивания (см. пример 3), и алгоритма вычисления скалярного произведения векторов
\vec{}a1 = (a11, ..., a

1
n) и \vec{}a2 = (a21, ..., a

2
n), в котором схема сдваивания применяется. В качестве алго-

ритма \alpha используем первый алгоритм, а в качестве алгоритма \beta второй. C помощью метода
построения Q-детерминанта для любого значения n \in \{ 2, 3, . . . \} может быть получено пред-
ставление алгоритма \beta в форме Q-детерминанта ( \vec{}a1, \vec{}a2) = a11 \times a21 + a12 \times a22 + \cdot \cdot \cdot + a1n \times a2n.
Так как алгоритм \beta использует схему сдваивания, то D\beta = 1 + \lceil log2 n\rceil , P\beta = n. Пусть
высота и ширина алгоритма \alpha определены для значений размерности множества V\alpha (N) =

\{ 2, 3, 4, 5, 9, 15, 20, 50\} , а высота и ширина алгоритма \beta для значений размерности множества
V\beta (N) = \{ 2, 4, 5, 7, 9, 20, 35, 50\} . Тогда V\alpha (N) \cap V\beta (N) = \{ 2, 4, 5, 9, 20, 50\} \not = \varnothing . Алгоритмы \alpha 

и \beta удовлетворяют набору условий 3, поэтому к ним можно применить метод сравнения.

С помощью метода сравнения вычисляются значения \Delta D и \Delta P по правилам.
1. Если N = \varnothing и I = \varnothing , то \Delta D = D\alpha  - D\beta , \Delta P = P\alpha  - P\beta .
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2. Если N = \varnothing и I \not = \varnothing , то

\Delta D =
\sum 

\=L\in (V\alpha (L)\cap V\beta (L))

(D\alpha (\=L) - D\beta (\=L)), \Delta P =
\sum 

\=L\in (V\alpha (L)\cap V\beta (L))

(P\alpha (\=L) - P\beta (\=L)).

3. Если N \not = \varnothing и I = \varnothing , то

\Delta D =
\sum 

\=N\in (V\alpha (N)\cap V\beta (N))

(D\alpha ( \=N) - D\beta ( \=N)), \Delta P =
\sum 

\=N\in (V\alpha (N)\cap V\beta (N))

(P\alpha ( \=N) - P\beta ( \=N)).

4. Если N \not = \varnothing и I \not = \varnothing , то

\Delta D =
\sum 

( \=N,\=L)\in (V\alpha (N,L)\cap V\beta (N,L))

(D\alpha ( \=N, \=L) - D\beta ( \=N, \=L)),

\Delta P =
\sum 

( \=N,\=L)\in (V\alpha (N,L)\cap V\beta (N,L))

(P\alpha ( \=N, \=L) - P\beta ( \=N, \=L)).

По результатам вычислений делаются следующие выводы. Если \Delta D < 0, то высота
алгоритма \alpha меньше высоты алгоритма \beta . Если \Delta D = 0, то алгоритмы имеют одинаковую
высоту. Если \Delta D > 0, то высота алгоритма \alpha больше высоты алгоритма \beta . Если \Delta P < 0,
то ширина алгоритма \alpha меньше ширины алгоритма \beta . Если \Delta P = 0, то алгоритмы имеют
одинаковую ширину. Если \Delta P > 0, то ширина алгоритма \alpha больше ширины алгоритма \beta .

Пример 7. Применим метод сравнения для алгоритмов \alpha и \beta из примера 6. Используя
правило 3, получим \Delta D = 63, \Delta P = 0. Следовательно, можно сделать вывод, что высота
алгоритма \alpha больше высоты алгоритма \beta , а ширина алгоритмов одинакова.

3.2. Программная реализация Q-системы

Q-система состоит из двух подсистем: для создания Q-детерминантов и для вычис-
ления ресурса параллелизма численных алгоритмов. Первая подсистема реализует метод
построения Q-детерминанта алгоритма на основе его блок-схемы. Во второй подсистеме ре-
ализованы остальные методы исследования ресурса параллелизма численных алгоритмов.
Диаграмма развертывания Q-системы представлена на рис. 1.

Рис. 1. Диаграмма развертывания Q-системы

Подсистема для создания Q-детерминантов численных алгоритмов является .NET-
приложением, разработанным на объектно-ориентированном языке программирования
C#. Формат обмена данными JSON применяется для описания входных и выходных дан-
ных подсистемы. Формат описания и примеры блок-схем алгоритмов и выходных файлов
приведены в работах [7–9].
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Подсистема для вычисления ресурса параллелизма численных алгоритмов включа-
ет базу данных, серверное и клиентское приложения. Для разработки использовалась
СУБД PostgreSQL. База данных состоит из таблиц Algorithms и Determinants. Таб-
лица Algorithms имеет атрибуты: идентификатор, имя, описание алгоритма, количество Q-
детерминантов алгоритма, загруженных в базу данных. Атрибуты таблицы Determinants:
идентификатор Q-детерминанта, идентификатор алгоритма, значения параметров размер-
ности N , если N \not = \varnothing , иначе 0, Q-детерминант, значение D\alpha , значение P\alpha , значение па-
раметра L, если I \not = \varnothing , иначе 0. Серверное приложение реализует методы: запись нового
алгоритма, обновление информации об алгоритме, получение списка алгоритмов с полной
информацией о них, сравнение характеристик ресурса параллелизма алгоритмов, удале-
ние алгоритма и его Q-детерминантов, загрузка Q-детерминанта и характеристик ресурса
параллелизма, получение списка Q-детерминантов, скачивание Q-детерминанта, удаление
Q-детерминанта. На главной странице клиентского приложения находится список алго-
ритмов, записанных в базу данных. Также на ней показано количество Q-детерминантов,
загруженных в базу данных для каждого алгоритма, расположены элементы интерфей-
са, которые позволяют любому пользователю сравнить алгоритмы, перейти на страницу со
списком Q-детерминантов, загруженных в базу данных для выбранного алгоритма, аппрок-
симировать функции D( \=N, \=L) и P ( \=N, \=L). Страница со списком Q-детерминантов содержит
для каждого Q-детерминанта значения параметров размерности \=N , количество итераций \=L,
значения D( \=N, \=L) и P ( \=N, \=L). Интерфейс для авторизованных пользователей обеспечивает
добавление, редактирование и удаление алгоритмов, загрузку и удаление Q-детерминантов.

Пример 8. В настоящее время в Q-системе описано десять специально подобранных алго-
ритмов с различными структурами Q-детерминантов, в том числе алгоритмы \alpha и \beta (см. при-
мер 6), используемых для тестирования функциональности Q-системы. Для алгоритмов \alpha 

и \beta в базу данных загружено соответственно 36 и 78 Q-детерминантов. При загрузке каж-
дого Q-детерминанта выполнялось вычисление и запись в базу данных значений высоты и
ширины. Результатом сравнения алгоритмов \alpha и \beta будет вывод, приведенный в примере 7.

4. Расширение функциональности Q-системы

4.1. Обзор алгоритмов в соответствии с их классификацией

В процессе эксплуатации Q-системы количество алгоритмов в базе данных может расти.
В этом случае использование общего списка алгоритмов будет не всегда удобным, поэтому
был реализован способ обзора алгоритмов в соответствии с их классификацией. Возмож-
ность обзора алгоритмов в виде общего списка сохранена.

Примером использования при исследовании алгоритмов их классификации является
открытая энциклопедия свойств алгоритмов AlgoWiki [4]. Под классификацией алгоритмов
в нашем исследовании мы понимаем следующий принцип систематизации алгоритмов. Ис-
следуемые алгоритмы делятся на классы, классы могут иметь подклассы первого уровня,
которые могут иметь подклассы второго уровня и так далее. Количество классов, подклас-
сов и уровней подклассов не ограничено. Один и тот же алгоритм может принадлежать
нескольким классам или подклассам. Критерии распределения алгоритмов по классам и
подклассам должны определять их исследователи — пользователи Q-системы.

Программное обеспечение, разработанное для обзора алгоритмов в соответствии с их
классификацией, позволяет создать для классификатора систему папок и подпапок, соот-
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ветствующих классам и подклассам классификатора. Структуры строк, соответствующих
алгоритмам, при обзоре на основе иерархической классификации и с помощью общего спис-
ка одинаковы. Таким образом, при обзоре алгоритмов в соответствии с классификацией для
работы с алгоритмами используется та же функциональность Q-системы, что и при обзоре
алгоритмов в виде общего списка. Например, внутри любого класса или подкласса алго-
ритмов можно проводить сравнение характеристик ресурса параллелизма двух алгорит-
мов, переходить на страницу для аппроксимации функций высоты и ширины, на страницу
с Q-детерминантами выбранного алгоритма. Авторизованный пользователь имеет право
производить операции добавления, редактирования и удаления элементов классификации
алгоритмов, записывать новые алгоритмы, редактировать и удалять существующие.

Пример 9. Для алгоритмов, описанных в Q-системе, был создан классификатор и осу-
ществлена его программная поддержка. В результате обзор алгоритмов можно осуществ-
лять с использованием следующей системы папок и подпапок.
1. Папка «1. Решение СЛАУ» содержит две подпапки:

подпапка «1.1. Прямые методы решения СЛАУ» содержит метод Гаусса—
Жордана с выбором в качестве ведущего первого ненулевого элемента ведущей строки;
подпапка «1.2. Итерационные методы решения СЛАУ» содержит методы Гаусса—
Зейделя и Якоби.

2. Папка «2. Умножение матриц» содержит два алгоритма: не использующий и ис-
пользующий схему сдваивания.

3. Папка «3. Скалярное произведение векторов» содержит два алгоритма: не ис-
пользующий и использующий схему сдваивания.

4. Папка «4. Вычисление максимального элемента в массиве» содержит алгоритм
поиска максимального элемента в массиве чисел.

5. Папка «5. Решение квадратных уравнений» содержит два алгоритма: без исполь-
зования операции унарного минуса и с использованием операции унарного минуса.

4.2. Аппроксимация характеристик ресурса параллелизма алгоритмов
и ее графическое представление

Характеристики ресурса параллелизма алгоритмов D( \=N, \=L) и P ( \=N, \=L) хранятся в базе
данных в табличном виде, то есть их значения известны только для некоторых наборов
значений параметров размерности и количества итераций. Вместе с тем при исследовании
ресурса параллелизма алгоритмов важно иметь возможность вычислять характеристики
ресурса параллелизма при любых значениях \=N и \=L. Поэтому важно решить задачу аппрок-
симации, а точнее, интерполяции и экстраполяции функций высоты D( \=N, \=L) и ширины
P ( \=N, \=L). Для наглядности целесообразно использовать кроме аналитического представле-
ния аппроксимирующей функции ее графическое представление.

Мы разработали новую функциональность Q-системы для аппроксимации характери-
стик ресурса параллелизма алгоритмов D( \=N, \=L) и P ( \=N, \=L) и графического представления
аппроксимирующих функций. При описании и использовании данной функциональности
параметры размерности и количества итераций обозначаются через \{ xi\} i=1,...,k. Сначала
перечисляются k  - 1 параметров размерности в том порядке, в каком они хранятся в базе
данных, переменная xk обозначает количество итераций. Если \=L = 0, то xk не используется.

Ранее в составе Q-системы было разработано программное обеспечение для аппрок-
симации характеристик ресурса параллелизма алгоритмов с помощью полиномиальных
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функций, зависящих от \{ xi\} i=1,...,k. При этом степень аппроксимирующей полиномиальной
функции вводилась пользователем по запросу системы. Это программное обеспечение не
обеспечивало достаточную точность аппроксимации при больших значениях параметров в
случае, если характеристика ресурса параллелизма зависела от log2(xi), где xi \in \{ xi\} i=1,...,k.
Графическое представление аппроксимирующих функций реализовано не было.

Для реализации новой функциональности Q-системы для аппроксимации характери-
стик ресурса параллелизма алгоритмов и графического представления аппроксимирующих
функций было разработано программное обеспечение, которое для любого алгоритма, ис-
следуемого с помощью Q-системы, решает следующие задачи.
1. Вычисление аппроксимирующих полиномиальных функций для высоты D( \=N, \=L) и ши-

рины P ( \=N, \=L) с помощью метода наименьших квадратов и минимизации невязки. В
процессе вычисления подбирается степень и тип полинома. Выбор типа аппроксимиру-
ющей полиномиальной функции производится между полиномиальной функцией, за-
висящей от \{ xi\} i=1,...,k, и полиномиальной функцией, зависящей от \{ log2(xi)\} i=1,...,k.

2. Создание графического представления аппроксимирующих функций для высоты и ши-
рины при условии, что они зависят не более чем от двух параметров \{ xi\} i=1,...,k. Гра-
фическое представление содержит график аппроксимирующей функции, дополненный
изображениями точек из базы данных.

3. Расчет значений аппроксимирующих функций для любых значений параметров
\{ xi\} i=1,...,k, заданных пользователем.
Для аппроксимации функций высоты и ширины алгоритма пользователь должен вы-

брать алгоритм из списка и кликнуть на элементе со знаком суммы
\sum 

. В результате будет
выведена страница с аппроксимацией для выбранного алгоритма, содержащая аппрокси-
мирующие функции и их графические представления, если они были созданы. На этой же
странице пользователь может задать значения параметров \{ xi\} i=1,...,k и получить вычис-
ленные с помощью аппроксимирующих функций значения высоты и ширины алгоритма.

На рис. 2 и рис. 3 показано графическое представление аппроксимирующих функций
высоты и ширины алгоритма \beta (см. пример 6) и метода Гаусса—Жордана с выбором в ка-
честве ведущего первого ненулевого элемента ведущей строки. Оценка 3x1 высоты метода
Гаусса—Жордана, где x1 — размер матрицы СЛАУ, ранее была доказана в [1] математиче-
ски. Рисунки 2 и 3 получены с помощью Q-системы.

Рис. 2. Графическое представление аппроксимирующих функций высоты и ширины алго-
ритма вычисления скалярного произведения векторов

В.Н. Алеева, П.С. Зотова, Д.С. Склезнев

2021, т. 10, № 2 77



Рис. 3. Графическое представление аппроксимирующих функций высоты и ширины метода
Гаусса–Жордана

Заключение
В статье описано расширение возможностей программной Q-системы для исследования

ресурса параллелизма численных алгоритмов в результате решения следующих задач:
1) разработана функциональность Q-системы для использования классификации алгорит-

мов при их исследовании;
2) повышена точность аппроксимации функций высоты и ширины алгоритмов;
3) реализовано графическое представление аппроксимации функций высоты и ширины

алгоритмов.
Полученные результаты дают пользователям больше возможностей для исследования ре-
сурса параллелизма алгоритмов, а также делают интерфейс пользователя более удоб-
ным. Q-система, метод проектирования Q-эффективных программ [6] и технология Q-
эффективного программирования [7] в совокупности решают проблему повышения эффек-
тивности параллельных вычислений. Планируется дальнейшее расширение возможностей
Q-системы, а также ее доведение до промышленной эксплуатации. Q-система свободно до-
ступна в сети Интернет по адресу https://qclient.herokuapp.com, что позволяет позна-
комиться с ее возможностями, для которых авторизация не требуется.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 17-07-00865 а и при поддержке Правительства РФ в соответствии с Постановлением
№ 211 от 16.03.2013 г. (соглашение № 02.A03.21.0011).
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The software Q-system is designed to study the parallelism resource of numerical algorithms. By use of
Q-system, we can calculate the parallelism resource of any numerical algorithm. Also, for the set of algorithms
solving a given algorithmic problem, we can find an algorithm with the best parallelism resource. The theoretical
basis of the Q-system is the concept of Q-determinant where Q is the set of operations used by the algorithm.
Any numerical algorithm has a Q-determinant and can be represented in the form of a Q-determinant. Such a
representation is a universal description of numerical algorithms. The Q-determinant consists of Q-terms. Their
number is equal to the number of output data items. Each Q-term describes all possible ways to calculate one
of the output data items based on the input data. Q-determinant makes the algorithm transparent in terms of
structure and implementation. The Q-system can be used for the improvement of parallel computing efficiency. In
this paper we describe new features of the Q-system. With the new functionality, we can use the classification of
algorithms when studying them. Also with the new functionality, we can calculate the functions for approximating
the height and width of the algorithms more precisely and create a graphical representation of them. As a result,
we have a more convenient user interface of the Q-system and more opportunities to study the parallelism resource
of algorithms.

Keywords: Q-determinant of algorithm, representation of algorithm in form of Q-determinant, Q-effective
implementation of algorithm, algorithm height, algorithm width, parallelism resource of algorithm, software Q-
system.
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В статье приведены результаты расчетов структурных и термохимических характеристик ряда потен-

циально высокоэнергетических соединений: C2N6O4, C2N6O5, C2N6O6, C2H2N6O4, C3HN7O6, C3HN7O4F2, 
C4N10O12, C3HN6O4F, C4N10O8F4, C4N8O8F2 с использованием квантово-химических ab initio методов. Кван-
тово-химическое моделирование выполнено с применением прикладного программного комплекса 
GAUSSIAN 09. С использованием гибридного функционала плотности B3LYP проведен поиск оптимальной 
геометрии молекул, рассчитаны ИК-спектры поглощения, структурные параметры и смещения атомов для 
наиболее интенсивных колебаний. Методом атомизации получены величины энтальпий образования (ЭО). 
Расчеты выполнены с использованием комбинированных методов G4(MP2) и G4. Продемонстрирована зави-
симость ЭО от структуры молекулы. Приведены примеры использованных вычислительных конфигураций 
на базе нескольких вычислительных ресурсов, описаны некоторые особенности проведенных расчетов. Сде-
лано сопоставление временных затрат и погрешностей при использовании разных методов на одинаковых 
структурах. 

Ключевые слова: квантово-химические расчеты, пакет Gaussian, энтальпия образования, высоко-
энтальпийные вещества, ИК-спектры газообразных молекул, комбинированные методы G4 и G4(MP2). 
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Введение 
Большой интерес к созданию высокоэнергетических материалов различного назна-

чения стимулируется бурно развивающимися новыми технологиями, особенно в области 
двигателей перспективных летательных аппаратов. В последнее время в создании новых 
материалов с определенными свойствами все более важную роль играют современные 
компьютерные технологии [1–3]. 

Поскольку одним из основных критериев энергоемкости химического соединения 
является величина его стандартной энтальпии образования ΔHf˚, то определение этой 

                                         
* Статья рекомендована к публикации программным комитетом Международной научной конфе-
ренции «Параллельные вычислительные технологии (ПаВТ) 2021» 
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величины, как экспериментальной, так и расчетной, становится ключевой задачей для 
оценки эффективности применения того или иного вещества как компонента высоко-
энергетических материалов. В задачах термохимии важно знать, как меняется энталь-
пия образования (ЭО) вещества при некоторых изменениях структуры. Одним из 
наиболее надежных методов исследования описанных выше зависимостей ЭО от раз-
личных параметров, характеризующих молекулы, является квантово-химические ab 
initio расчеты с использованием высокоточных составных методов, таких как G4 и 
G4(MP2), входящих в состав пакета Gaussian 09 (https://gaussian.com).  

Настоящая работа посвящена определению квантово-химическим методом ΔHf˚ ря-
да высокоэнтальпийных производных с общим строением, показанным на рис. 1. 

 
Рис. 1. Структура исследуемых молекул 

Статья организована следующим образом. В разделе 1 рассмотрена методика моде-
лирования структурных и термохимических свойств изученных веществ в целом и опи-
саны способы расчета конкретных параметров. В разделе 2 приведены основные резуль-
таты моделирования и сделано их обсуждение, в разделе 3 освещены основные аспекты 
собственно вычислительных процедур и описаны ресурсы, на которых проводились рас-
четы. В Заключении сформулированы основные выводы как теоретического, так и 
практического характера, и приводится краткая сводка результатов работы. 

1. Методика расчета 
Расчет энтальпии образования исследуемых газообразных молекул был проведен 

методом атомизации аналогично предыдущим работам авторов [4, 5]. Моделирование 
было выполнено в рамках программного комплекса GAUSSIAN 09 [6]: поиск оптималь-
ной геометрии и расчет ИК-спектров производился с использованием хорошо зареко-
мендовавшего себя в молекулярных расчетах гибридного функционала плотности 
B3LYP [7, 8] с базисом 6-311+G(2d,p), а для дальнейшего расчета энтальпии образова-
ния были использованы комбинированные методы G4(MP2) и G4 [9, 10]. Метод G4 из 
серии методов Gaussian-N (Gn), разработанной специально для термохимических расче-
тов, был представлен в 2007 году Кертиссом и коллегами [9]. Для аппроксимации энер-
гий более точных расчетов в комбинированном методе G4 используются расчеты энер-
гий как метода CCSD(Т) с высоким уровнем корреляции электронов и базисным набо-
ром среднего размера (6-31G(d)), так и более низкого уровня (например, MP4 и MP2) с 
большими базисными наборами. В методе G4(MP2), представляющем собой модифика-
цию метода G4, расчет МР4 заменяется на МР2, что делает данный метод существенно 
менее требовательным к компьютерным ресурсам. 

Ниже приведены основные этапы расчета энтальпии образования соединения с об-
щей формулой СwHxNyOzFp. методом атомизации: 

1. Расчет энергии атомизации в нерелятивистском приближении 
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где E0(C), E0(H), E0(N), E0(O), E0(F) — рассчитанные полные энергии атомов. Полную 
энергию молекулы E0(СwHxNyOzFp.) рассчитывали по формуле E0(СwHxNyOzFp.) = ɛ0 
+ZPE, где ɛ0 — полная энергия молекулы, а ZPE — сумма энергий нулевых колебаний 
всех колебательных мод молекулы. 

2. Расчет энтальпии образования при 0 К 

Первые пять слагаемых — это энтальпии образования газообразных атомных компо-
нент, известные из эксперимента.  

3. Расчет энтальпии образования при 298.15 К 

Второе слагаемое получается из расчета молекулы. С третьего по седьмой члены в по-
следнем уравнении известны из эксперимента (или рассчитаны по экспериментальным 
молекулярным постоянным). Значения энтальпии образования газообразных атомов и 
термические поправки могут быть взяты из различных справочников или литературных 
источников, например [11–15].  

В настоящей работе мы использовали экспериментальные атомные энтальпии обра-
зования из термохимических таблиц NIST-JANAF [12]. Поскольку теоретический расчет 
систематически завышает величины частот нулевых колебаний, делается коррекция ча-
стот с использованием эмпирически подобранных коэффициентов. Для получения более 
точных частот необходимо корректировать частоты колебаний при расчете поправок 
ZPE и поправки (H0(СwHxNyOzFp.,298K)–H0(СwHxNyOzFp.,0K)). Для этого используются 
значения масштабирующих множителей, рекомендуемые в литературе для различных 
методов расчетов и различных базисных наборов [6]. 

2. Результаты и обсуждение 
В табл. 1 приведены структуры рассчитанных молекул, молекулярные веса, коэф-

фициент насыщенности вещества окислителем (альфа), энтальпии образования 
(в ккал/моль, кДж/моль, кДж/кг), полученные на разных уровнях расчета: G4(MP2) и 
G4. На рис. 2 приведен график изменения энтальпий образования рассчитанных газооб-
разных молекул. Из рис. 2 и табл. 1 видно, что использованные комбинированные мето-
ды расчета [G4(MP2), G4] дают близкие результаты. Значения энтальпии образования, 
полученные на уровне расчета G4(MP2), превышают значения, полученные на 
уровне G4, на 76–118 кДж/кг, что составляет от 3 до 8 % для структур 1–10 и 24 % для 
структуры 11. При этом временные затраты на расчеты на уровне G4 в 3–5 раз больше, 
чем на уровне G4(MP2). 

D0 = wE0 (C)+ xE0 (H )+ yE0 (N )+ zE0 (O)+ pE0 (F )− E0 (CwHxN yOzFp )∑

0 0 0 0 0 0
0( ,0 ) ( ,0 ) ( ,0 ) ( ,0 ) ( ,0 ) ( ,0 )f w x y z p f f f f fH C H N O F K w H C K x H H K y H N K z H O K p H F K DD = D + D + D + D + D -å

( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

( ,298 ) ( ,0 ) ( ,298 ) ( ,0 )

( ,298 ) ( ,0 ) ( ,298 ) ( ,0 )

( ,298 ) ( ,0 ) ( ,298 ) ( ,0 )

( ,298 ) ( ,0 )

f w x y z p f w x y z p w x y z p w x y z pH C H N O F K H C H N O F K H C H N O F K H C H N O F K

w H C K H C K x H H K H H K

y H N K H N K z H O K H O K

p H F K H F K

D = D + - -
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Таблица 1 
Структуры, структурная формула, молекулярные веса (Mw , в amu), энтальпии образо-
вания (ΔHf) рассчитанных молекул (в ккал/моль — обычный шрифт, кДж/моль — 
курсив, кДж/кг — полужирный шрифт), полученные на уровне G4(MP2) и G4 

N 
Mw 

Структурная формула G4(MP2) G4 

1 
C2N6O4 
172.06 

 

132.23 
553.27 
3215.55 

128.76 
538.74 
3131.12 

2 
C2N6O5 
188.06 

 

125.25 
524.04 
2786.57 

120.84 
505.59 
2688.49 

3 
C2N6O6 
204.06 

 

127.83 
534.84 
2621.04 

122.72 
513.47 
2516.30 

4 
C2H2N6O4 
174.07 

 

101.89 
426.29 
2448.86 

97.67 
408.66 
2347.59 

5 
C3HN7O6 
231.08 

 

130.41 
545.64 
2361.20 

124.95 
522.76 
2262.36 

6 
C2H2N6O4 
174.07 

 

95.52 
399.64 
2295.80 

91.53 
382.95 
2199.92 

7 
C3HN7O4F2 
237.08 

 

122.83 
513.94 
2167.77 

118.04 
493.86 
2083.10 

8 
C4N10O12 
380.1 

 

149.26 
624.57 
1643.16 

138.54 
579.64 
1524.97 

9 
C3HN6O4F 
204.06 

 

74.92 
313.47 
1536.05 

71.18 
297.81 
1459.29 

10 
C4N10O8F4 
392.1  

133.75 
559.62 
1427.24 

124.29 
520.05 
1326.33 

11 
C4N8O8F2 
326.1 

 

37.96 
158.81 
487.02 

30.63 
128.14 
392.97 

N
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Рис. 2. Энтальпии образования структур 1–11 (ΔHf, в кДж/кг).  

Расчеты на уровне: G4(MP2) — красные круги, G4 — синие квадраты 

Оттуда же видно, что рассмотренные в статье изменения в структуре 1 приводят к 
уменьшению энтальпии образования. Рассмотрим подробнее наблюдаемые в структу-
рах 1–11 тенденции. 

C2N6O4. В ряду структур 1–3 смоделировано последовательное присоединение одно-
го-двух атомов кислорода к кольцевой части структуры 1. При этом энтальпия образо-
вания уменьшается последовательно на 429 и 594 кДж/кг, соответственно. При этом 
присоединение первого атома кислорода понижает энтальпию образования на 429, а 
второго — значительно меньше (на 166 кДж/кг). 

Переход от структуры 3 к 4 путем замены одного из фрагментов NO2 на NH2, при-
водит к уменьшению энтальпии образования на 172 кДж/кг.  

В случае, когда атомы кислорода расположены противоположно друг другу (струк-
тура 4), энтальпия образования больше (на 153 кДж/кг), чем для изомера со структу-
рой 6, где оба атома кислорода расположены вблизи NH2 -фрагмента.  

C3HN7O6. Перестройка молекул в ряду от структуры 1 к структуре 5 осуществляет-
ся за счет замены одного фрагмента NO2 на H, а другого — на C(NO2)3 и сопровожда-
ется уменьшением энтальпии образования на 854 кДж/кг. Замена в структуре 5 одного 
из фрагментов NO2 на NF2 (структура 7) или F (структура 9) приводит к уменьшению 
энтальпии образования на 193 кДж/кг и 825 кДж/кг, соответственно. Наличие двух 
противоположно расположенных групп C(NO2)3 в структуре 8 приводит к понижению 
энтальпии образования по сравнению со структурой 5 на 718 кДж/кг. 

На рис. 3 приведены рассчитанные ИК-спектры поглощения исследуемых молекул. 
Смещения атомов для наиболее интенсивных колебаний приведены на рис. 4–14.  

Наиболее высокие частоты (от 1628 см-1 до 1670 см-1) с заметной интенсивностью 
имеют группы NO2, входящие в состав фрагментов R1 и R2 практически во всех рас-
сматриваемых структурах. Исключение составляют структуры 4 и 6 (рис. 7 и рис. 9), в 
которых наибольшие по интенсивности частоты — это 1457 см-1 для структуры 4 и 
1398 см-1 для структуры 6, отвечающие колебаниям связи N-O атомов азота в кольце.  
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Рис. 3. ИК-спектры поглощения рассчитанных соединений 
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Рис. 4. Смещения атомов C2N6O4 для указанных частот (структура 1)  

 
Рис. 5. Смещения атомов C2N6O5 для указанных частот (структура 2) 

 

Рис. 6. Смещения атомов C2N6O6 для указанных частот (структура 3) 

 
Рис. 7. Смещения атомов C2H2N6O4 для указанных частот (структура 4) 

a) freq = 856 b) freq = 1300 c) freq = 1410 d) freq = 1628 

a) freq = 856 b) freq = 1300 c) freq = 1410 

d) freq = 1579 e) freq = 1631 f) freq = 1634 

c) freq = 1382 

e) freq = 1497 f) freq = 1639 

a) freq = 202 b) freq = 248 c) freq = 830 d) freq = 1092 e) freq = 1438 

f) freq = 1457 g) freq = 1624 h) freq = 1664 i) freq = 3568 j) freq = 3713 

b) freq = 1191 a) freq = 827 

d) freq = 1455 
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Рис. 8. Смещения атомов C3HN7O6 для указанных частот (структура 5) 

 

Рис. 9. Смещения атомов C2H2N6O4 для указанных частот (структура 6) 

Колебания вдоль связи C-N атома азота, входящего в группу NO2, характеризуются 
частотами с меньшей интенсивностью: 1333 см-1 для структуры 5 (рис. 8), 1330 см-1 для 
структуры 8 (рис. 11), 1350 см-1 для структуры 9 (рис. 12), 1335 см-1 для структуры 10 
(рис. 13) и 1348 см-1 для структуры 11 (рис. 14).  

 

Рис. 10. Смещения атомов C3HN7O4F2  для указанных частот (структура 7) 

a) freq = 817 b) freq = 1157 c) freq = 1323 d) freq = 1333 

e) freq = 1334 f) freq = 1643 g) freq = 1655 h) freq = 1680 

a) freq = 201 b) freq = 1124 c) freq = 1378 d) freq = 1398 e) freq = 1450 

f) freq = 1574 g) freq = 1625 h) freq = 1654 i) freq = 3569 j) freq = 3703 

a) freq = 815 b) freq = 952 c) freq = 916 d) freq = 1163 e) freq = 1331 

f) freq = 1339 g) freq = 1392 h) freq = 1658 i) freq = 1662 
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Рис. 11. Смещения атомов C4N10O12 для указанных частот (структура 8) 

 
Рис. 12. Смещения атомов C3HN6O4F для указанных частот (структура 9) 

 

Рис. 13. Смещения атомов C4N10O8F4 для указанных частот (структура 10) 

 

Рис. 14. Смещения атомов C4N8O8F2 для указанных частот (структура 11) 

a) freq = 813 b) freq = 816 c) freq = 857 d) freq = 1330 e) freq = 1330 

f) freq = 1349 g) freq = 1642 h) freq = 1645 i) freq = 1658 j) freq = 1681 

a) freq = 807 b) freq = 1246 c) freq = 1350 

d) freq = 1356 e) freq = 1656 f) freq = 1666 

a) freq = 816 b) freq = 843 c) freq = 918 d) freq = 953 e) freq = 968 

f) freq = 1335 g) freq = 1354 h) freq = 1660 i) freq = 1666 

a) freq = 847 b) freq = 1020 c) freq = 1245 d) freq = 1348 

e) freq = 1348 f) freq = 1373 g) freq = 1660 h) freq = 1670 
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Заметной интенсивностью также характеризуются частоты, отвечающие асинхрон-
ным колебаниям атомов углерода и азота, входящих в кольцо: 1355 см-1 для структу-
ры 2 (рис. 5) и 1455 см-1 для структуры 3 (рис. 6). Более подробная информация о 
наиболее интенсивных колебаниях приведена в табл. 2. 

Таблица 2 
Частоты и интенсивности колебаний 

Frq. Intens. Frq. Intens. Freq. Intensity Freq. Intensity Freq. Intensity Freq. Intensity 
cm-1 km/mol cm-1 km/mol cm-1 km/mol cm-1 km/mol cm-1 km/mol cm-1 km/mol 

C2N6O4 C2N6O5 C2N6O6 C2H2N6O4 C3HN7O6 C2H2N6O4 
324 15.4 6167 19.9 506 17.7 202 83.5 809 45.7 72 27.9 
856 113.1 850 127.1 827 221.9 248 116.3 817 66.7 130 52.2 
979 18.9 1119 24.7 947 22.0 450 30.4 840 20.3 192 23.7 
1300 261.1 1249 97.5 972 40.4 749 30.4 864 28.3 201 125.2 
1410 130.5 1355 265.0 1191 252.4 830 107.1 968 16.1 846 73.7 
1628 85.6 1393 55.3 1382 168.8 1092 200.7 1157 51.7 1124 111.1 
1628 529.9 1414 33.5 1455 446.9 1181 59.5 1323 62.4 1349 19.8 

  1450 22.5 1497 403.3 1325 49.2 1333 150.2 1378 259.3 
  1527 150.2 1639 621.0 1387 74.7 1334 127.6 1398 460.4 
  1579 177.3   1394 73.9 1405 16.4 1450 108.6 
  1631 183.0   1438 152.5 1643 174.0 1540 16.5 
  1634 444.3   1457 695.7 1655 387.2 1574 328.8 
      1580 28.4 1680 293.4 1625 228.7 

C3HN7O4F2 C4N10O12 C3HN6O4F 1624 329.6   1654 436.8 
  221 16.8 666 27.1 1664 455.0   3569 191.8 

484 20.1 814 101.3 807 50.9 3568 156.4   3703 106.3 
814 56.5 816 115.7 855 32.2 3713 117.7 C4N8O8F2   
838 17.4 817 23.45 970 17.6   606 16.6   
852 43.4 857 95.8 1011 27.5 C4N10O8F4 693 42.6   
916 74.9 935 37.4 1140 37.3 814 35.7 800 33.8   
951 28.0 943 25.6 1210 34.8 816 95.2 811 50.8   
957 32.9 1040 46.3 1246 103.6 843 91.6 812 30.3   
973 27.7 1109 53.7 1350 118.0 844 43.4 847 90.1   
1163 43.6 1328 38.2 1356 71.1 918 143.9 1020 87.5   
1331 76.3 1328 40.7 1404 27.1 953 84.9 1104 30.3   
1339 146.6 1330 239.6 1656 276.7 968 81.3 1206 47.2   
1392 38.5 1330 210.9 1666 350.2 1029 39.0 1245 174.7   
1658 318.9 1337 27.0   1125 36.0 1319 26.0   
1662 276.5 1349 132.9   1335 146.8 1348 127.3   

  1412 20.2   1335 146.6 1348 138.4   
  1527 20.2   1354 166.8 1351 38.3   
  1643 138.5   1384 38.0 1373 109.3   
  1645 169.0   1408 21.3 1659 569.5   
  1658 804.8   1660 608.0 1660 42.9   
  1660 37.6   1660 99.8 1668 21.3   
  1681 620.4   1666 519.3 1670 630.2   

 

В.М. Волохов, Е.С. Амосова, А.В. Волохов, Т.С. Зюбина, Д.Б. Лемперт и др.

2021, т. 10, № 2 91



3. Особенности расчетов 
При проведении квантово-химического моделирования был использован ряд вычис-

лительных конфигураций (табл. 3) на базе различных модификаций процессоров Intel 
Xeon, предоставляемых пулов расчетных ядер, оперативной и дисковой памяти, наличия 
GPU, а также версий прикладного пакета Gaussian (https://gaussian.com). 

Вычислительная сложность задач достаточно высока, для указанных структур в 
зависимости от использованного базиса и расчетных температур среднее время расчета 
варьирует от 20 часов до 30 дней (на конфигурации ИПХФ РАН, см. ниже), при ис-
пользовании наиболее современных версий процессоров время расчетов падает, однако, 
для более сложных систем(до 30 атомов, например для C4N10O8F4) время расчетов на 
24 ядерной рабочей станции в псевдооднозадачном режиме все же достигало 2.5 месяцев. 

Критично к скорости расчетов поддержка используемыми процессорами инструкций 
avx2 и sse42, особенно первой — на некоторых задачах при близкой тактовой частоте 
процессоров выигрыш может составлять 8–10 раз [16]. К сожалению, нам не удалось 
оценить возможности использования GPU ускорителей, т.к. Gaussian использует только 
графические ускорители серий K40, K80 и P100, которых не было в нашем распоряже-
нии. Более старые ускорители не поддерживаются. 

Таблица 3 
Аппаратная платформа вычислительные конфигурации 

Вычислительный  
ресурс 

Процессоры/Число ядер/ 
RAM/GPU 

Использование 

Ломоносов-2«compute» Intel Xeon® E5-2697 v3@2.60 ГГц, 
14 ядер, 64 ГБ, Tesla K40s  

до 104 ядер, 64 Гб 

Вычислительный кластер 
ИПХФ РАН 

Intel Xeon® 5450| 5670@ 3 ГГц,  
4–6 ядер, 8 и 12 Гб RAM 

от 1 до 50 CPU (до  
200 ядер), от 1 до 12 Гб  
на узел 

Рабочие станции ИПХФ 
РАН с GPU Tesla C2075 

Intel Xeon® X5675@3.46 ГГц,  
2х6 ядер, 48 Гб RAM, GPU Nvidia 
Tesla C2075 

до 12 ядер 

Рабочая станция ИЭМ 
РАН 

Intel Xeon® E5-2690v3, 2х12 ядер, 
RAM 256 Гб, SSD+4 Тб HDD 

1–24 ядра, 4–248 Гб 
RAM на задачу 

примечание: приведено количество физических ядер без потоков (threads) 

Крайне желательно проведение расчетов с использованием SSD или высокоскорост-
ных SAS дисков с большим объемом выделяемой дисковой памяти, поскольку пакет со-
здает в процессе вычислений гигантские промежуточные файлы до 2 Тб размером, за-
пись которых может занимать до 30–35 минут на SSD диске и, естественно, существенно 
дольше на SATA массивах 

Сильно влияет на скорость расчетов наличие последних версий пакета Gaussian по 
сравнению с g9 (установленной на кластере ИПХФ), которые в полной мере реализуют 
аппаратные возможности процессоров новых серий, давая ускорение расчетов для 
большинства использованных базисов до 7–8 раз. К сожалению, зачастую последние 
версии пакета даже не запускаются на процессорах старше 5–6 лет. 

Перед авторами не ставилась задача провести детальный анализ степени паралле-
лизации выполняемых расчетов (ввиду того, что пакет Gaussian использует свою соб-
ственную внутреннюю систему распараллеливания Linda), однако обычно наблюдается 
устойчивое ускорение на пулах до 12 ядер, далее эффект снижается. Это также зависит 
от объема выделяемой задаче памяти (при этом требуется не менее 4 Гб RAM на физи-
ческое ядро). 
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Заключение 
В результате проведения высокоточных квантово-химических расчетов получены 

термохимические данные высокоэнергетических соединений: C2N6O4, C2N6O5, C2N6O6, 
C2H2N6O4, C3HN7O6, C3HN7O4F2, C4N10O12, C3HN6O4F, C4N10O8F4, C4N8O8F2. Показано, 
что энтальпия образования уменьшается с усложнением строения молекул исследуемого 
ряда. Рассчитаны также ИК-спектры поглощения, структурные параметры и смещения 
атомов для наиболее интенсивных колебаний. Расчеты выполнены с использованием 
комбинированных методов G4(MP2) и G4. Продемонстрировано, что использование 
уровня расчета G4(MP2) для выбранного класса молекул дает близкие (в пределах 8 %) 
относительно уровня G4 результаты и ведет к существенной (в 3–5 раз) экономии рас-
четного времени.  
 

Работа выполнена с использованием оборудования Центра коллективного пользо-
вания высокопроизводительными вычислительными ресурсами МГУ имени М.В. Ло-
моносова (проект Enthalpy-2065) [17–19] и собственных вычислительных ресурсов 
ИПХФ РАН. Авторы также приносят благодарности группе компаний РСК и Ин-
ституту экспериментальной минералогии РАН за предоставленные для части расче-
тов пулы вычислительных ресурсов. Работа выполнена по теме Государственного за-
дания, № государственной регистрации 00892019-0017 [AAAA-A19-119120690042-9], а 
также при поддержке РФФИ (проект №20-07-00319). 
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The article presents the results of calculations of structural and thermochemical characteristics of a number 

of potentially high-energy compounds C2N6O4, C2N6O5, C2N6O6, C2H2N6O4, C3HN7O6, C3HN7O4F2, C4N10O12, 
C3HN6O4F, C4N10O8F4, C4N8O8F2 using quantum chemical ab initio methods. Quantum-chemical modeling has 
been performed using the GAUSSIAN 09 applied software package. Using the B3LYP hybrid density functional, 
the search for the optimal molecular geometry has been carried out, the IR absorption spectra, structural parame-
ters and atomic displacements for the most intense vibrations have been calculated. The enthalpies of formation 
(EO) have been obtained by the atomization method and are provided in the article. The calculations have been 
performed using the combined G4(MP2) and G4 methods within the Gaussian 09 application package. It is shown 
that the enthalpy of formation depends on the molecule structure. Examples of the used computational configura-
tions based on several computational resources are given, some features of the calculations are described. Compar-
ison of time costs and errors is made when using different methods on the same structures. 

Keywords: quantum-chemical calculations, Gaussian package, enthalpy of formation, high-enthalpy com-
pounds, IR spectra of gaseous molecules, combined G4 and G4(MP2) methods. 
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