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Оценка производительности добычи полезных ресурсов, в том числе определение геометрических раз-
меров объектов горной породы в открытом карьере, является одной из наиболее важных задач в горнодо-
бывающей промышленности. Задача фрагментации горных пород решается с помощью методов компью-
терного зрения, таких как экземплярная сегментация или семантическая сегментация. В настоящее время
для решения таких задач для цифровых изображений используются нейронные сети глубокого обучения.
Нейронные сети требуют больших вычислительных мощностей для обработки цифровых изображений вы-
сокого разрешения и больших наборов данных. Для решения этой проблемы в литературе предлагается
использование облегченных архитектур нейронных сетей, а также методов оптимизации производительно-
сти, таких как параллельные вычисления с помощью центральных, графических и специализированных
процессоров. В обзоре рассматриваются последние достижения в области нейронных сетей глубокого обу-
чения для решения задач компьютерного зрения применительно к фрагментации горных пород и вопросы
повышения производительности реализаций нейронных сетей на различных параллельных архитектурах.

Ключевые слова: компьютерное зрение, сверточные нейронные сети, глубокое обучение, экземпляр-
ная сегментация, семантическая сегментация, обнаружение объектов, параллельные вычисления, задачи
горнодобывающей промышленности, фрагментация горных пород.

ОБРАЗЕЦ ЦИТИРОВАНИЯ
Ронкин М.В., Акимова Е.Н., Мисилов В.Е., Решетников К.И. Обзор применения глубо-

ких нейронных сетей и параллельных архитектур в задачах фрагментации горных пород //
Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика и информатика. 2023. Т. 12, № 4.
С. 5–54. DOI: 10.14529/cmse230401.

Введение

Цифровизация горнодобывающей промышленности относится к области так называ-
емой Индустрии 4.0. В настоящее время многие горнодобывающие процессы автоматизи-
руются с использованием подходов на основе нейронных сетей (НС) глубокого обучения
(Deep learning, DL). Примерами таких процессов являются: бурение, взрывные работы,
транспортировка полезных ископаемых и их переработка. Несмотря на широкое использо-
вание нейронных сетей в горнодобывающей промышленности данный подход остается не
достаточно исследованным по сравнению с другими видами промышленности. Более того,
текущее состояние научной области не позволяет полностью автоматизировать процессы и
на большинстве этапов обработки горных работ по-прежнему требуется работа оператора.

Предварительный анализ использования DL в горнодобывающей промышленности по-
казывает, что в большинство случаев задачи сводятся к использованию сверточных ней-
ронных сетей (СНС) в системах компьютерного зрения [1]. Примерами такого подхода яв-
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ляются следующие задачи: классификация типов руды [2] классификация обогащенных
пород [3]; классификация типов минералов [4]; оценка распределения размеров частиц [5];
анализ результатов бурения [6, 7]; анализ спутниковых снимков карьера [8, 9]; исследование
карьера [10]; распознавание типов местности [11]; автономное управление транспортными
средствами [12]; оценка качества взрывных работ на карьерах [13], и многие другие.

Результаты исследований авторов в области использования компьютерного зрения для
оценки фрагментации горных пород демонстрируют перспективность данного подхода.
Предложенные методы напрямую связаны с задачей определения асбестовых прожилок
на кусках породы при обработке в условиях конвейерной ленты [14] и в условиях откры-
того карьера [15]. Проблему оценки фрагментации горных пород можно рассматривать как
самостоятельную задачу или как задачу, связанную с оценкой производительности карье-
ра [16].

В настоящее время оценка производительности карьера обычно проводится либо визу-
ально, либо в лаборатории. Специалисты геологической службы могут проводить опера-
тивный визуальный контроль практически в режиме реального времени, но с относительно
низкой точностью. Стационарный лабораторный контроль обеспечивает высокую точность,
но является трудоемким [17]. В результате лабораторный контроль может дать только сред-
нюю оценку по всем рабочим площадкам.

С другой стороны, оценки, сделанные геологической службой (путем визуального ана-
лиза), могут быть очень субъективными. Как правило, специалисты геологической службы
не могут формально описать свои алгоритмы или критерии, которые они используют для
оценки производительности карьера. Более того, оценки, сделанные разными специалиста-
ми, могут существенно отличаться между собой [15]. В научной литературе обсуждаются
методы автоматизации для решения таких специфических задач с использованием различ-
ных систем компьютерного зрения.

Специфику использования компьютерного зрения можно объяснить следующим обра-
зом. Типичные проблемы компьютерного зрения требуют большого количества извлекае-
мых признаков, которые не могут быть формально описаны. Глубокое обучение позволяет
автоматически извлекать полезное признаковое описание даже из необработанных наборов
данных. С другой стороны, эта задача требует довольно больших баз данных и вычис-
лительных ресурсов, что приводит к соответствующим проблемам. Наиболее критичными
проблемами являются требования к производительности вычислительных систем и требо-
вания к пространству для хранения моделей и данных [18].

Анализ литературы в области использования нейронных сетей в задачах фрагментации
горных пород показывает, что в большинстве случаев используются только базовые свер-
точные архитектуры нейросетей без какой-либо оптимизации. Важным аспектом исполь-
зования сверточных нейронных сетей является уменьшение объема памяти и оптимизация
вычислений для низкопроизводительных устройств.

Целью данной статьи является обзор современных тенденций в области оптимизации
глубокого обучения нейронных сетей для решения задач компьютерного зрения в задачах
фрагментации горных пород и других подобных задач. Данная работа является продолже-
нием и расширением обзорной статьи [19]. В настоящей работе рассматриваются последние
достижения в области нейронных сетей глубокого обучения для решения задач компью-
терного зрения и вопросы повышения производительности реализаций нейронных сетей на
различных параллельных архитектурах.

Обзор применения глубоких нейронных сетей и параллельных архитектур ...
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В рамках достижения указанной цели мы выделяем следующие подзадачи:
\bullet Использование современных архитектур кодировщиков признаков, специально разра-

ботанных для работы в реальном времени.
\bullet Использование современных архитектур головных подсетей моделей, соответствую-

щих задачам компьютерного зренрия, в частности, экземплярной сегментации, се-
мантической сегментации и других.

\bullet Техники оптимизации сети для использования на конечных вычислительных устрой-
ствах.

Новизна исследований в статье заключается в обзоре методов оптимизации и ускоре-
ния решения задач фрагментации в горнодобывающей промышленности. Мы ограничиваем
обзор тенденциями в подходах глубокого обучения в компьютерном зрении, современны-
ми архитектурами кодировщиков признаков, а также оптимизацией их обучения и работы.
Улучшения должны быть направлены на повышение вычислительной производительности
при сохранении или повышении точности. Этого можно достичь путем сочетания парал-
лельных вычислений при оптимизации нейронных сетей и использованием современных
кодировщиков признаков.

Настоящая статья имеет следующую структуру. В разделе 1 кратко описана методо-
логия нашего исследования. В разделе 2 мы обсуждаем проблемы компьютерного зрения,
возникающие при оценке фрагментации горных пород и аналогичные задачи в горнодо-
бывающей промышленности. В разделе 3 мы рассматриваем современное состояние и тен-
денции в глубоком обучении компьютерного зрения применительно к фрагментации гор-
ных пород и аналогичных задач в горнодобывающей промышленности. В разделе 4 мы
проводим обзор реализации нейронных сетей на различных типах параллельных вычисли-
тельных устройств. Основное внимание уделяется графическим процессорам, особенности
использования многопроцессорных вычислений. В заключении мы формулируем основные
тенденции, описанные в литературе, и наши выводы относительно перспективных методов
и подходов к рассмотренной теме.

1. Методология

В нашем исследовании мы сформулировали и ответили на следующие вопросы.
\bullet Вопрос 1. Какие методы решения задач компьютерного зрения применяются при оцен-

ке фрагментации горных пород и в смежных областях горнодобывающей промышлен-
ности?

\bullet Вопрос 2. Какие подходы к решению соотвествующих задач компьютерного зрения
являются наиболее современными?

\bullet Вопрос 3. Какие параллельные архитектуры и методы оптимизации используются при
реализации сверточных нейронных сетей?

Для сбора релевантных статей по каждому вопросу мы сформулировали запросы для
поисковых систем Google Scholar и Scopus, объединив соответствующие ключевые слова.

\bullet Запрос 1: rock fragmentation, blast quality estimation, open-pit mining, mining
productivity estimation, mining industry problem, computer vision.

\bullet Запрос 2: computer vision, deep learning, computer vision neural network architectures,
feature extractors for computer vision, semantic segmentation, instance segmentation, real-
time instance segmentation.
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\bullet Запрос 3: deep learning, convolutional neural networks, parallel computing, high
performance, real-time performance.

При отборе работ мы использовали следующие критерии:
\bullet Статьи должны описывать специфику использования компьютерного зрения в зада-

чах, связанных с фрагментацией горных пород. Мы рассматриваем подходы на основе
глубокого обучения нейронных сетей и классические системы компьютерного зрения.

\bullet Статьи должны описывать современное состояние, тенденции и трудности применения
глубокого обучения в компьютерном зрении относительно рассматриваемых задач.
Сюда входит современное состояние т.н. кодировщика признаков (feature extractor,
backbone) сверточных нейронных сетей. Также сюда входит современное состояние
головных подсетей для решения задач, связанных с сегментацией в реальном времени.

\bullet В работах должно быть описано использование параллельных архитектур для реа-
лизации нейронных сетей или методов оптимизации, связанных с нейронными сетя-
ми. Это включает специфику различных архитектур, а именно многоядерных CPU,
GPGPU и специализированных ускорителей, стратегии распараллеливания и оптими-
зации математических операций.

\bullet Объем работы не должен быть менее шести страниц.
\bullet Мы рассматриваем востребованные работы, опубликованные после 2017 года или име-

ющие не менее 10 цитирований.

2. Современное состояние компьютерного зрения в задаче
фрагментации горных пород

Анализ и оценка эффективности и производительности добычи горных пород, особенно
в открытом карьере, является одной из приоритетных проблем горной промышленности.
Эта задача напрямую связана с оценкой фрагментации горных пород [13, 14, 17, 20–22].

Добыча в открытом карьере предполагает сбор и переработку фрагментов горных по-
род, полученных в результате взрывных работ на ряде относительно небольших рабочих
площадках открытого карьера. На рис. 1 показан пример рабочей площадки. Снимок сделан
на Баженовском асбестовом месторождении, Россия. Полученные куски породы доставля-
ются на обогатительную фабрику для дальнейшей переработки. В результате необходимый
выход продукции для всего карьера получается из комбинации всех оценок производитель-
ности рабочих площадок внутри карьера. Качественная оценка и контроль текущей произ-
водительности на каждой рабочей площадке карьера необходимы для успешного управле-
ния карьером и фабрикой.

Пример на рис. 1 соответствует исследованию, проведенному авторами [15, 16]. Рабо-
та [16] посвящена проблеме оценки фрагментации горных пород. Работа [15] посвящена
оценке производительности карьера с использованием систем компьютерного зрения путем
сегментации кусков породы и асбестовых прожилок внутри них. Оба исследования демон-
стрируют потребность в быстрых и точных методах глубокого обучения нейронных сетей
в горной промышленности. Особенно это важно при использовании мобильных устройств,
а также при измерениях в реальном времени. Приведенные примеры являются типичны-
ми проблемами горнодобывающей промышленности, рассматриваемыми в данном обзоре.
Схема алгоритма оценки выхода продукции асбестового волокна, который был предложен
в работе [15], показана на рис. 2.
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Задача, показанная на рис. 2, заключается в оценке содержания асбеста в кусках породы
в открытом карьере [15]. Для каждого выбранного куска породы было сделано изображение
высокого разрешения, на котором были сегментированы асбестовые прожилки. Среднее
отношение площади асбестовых прожилок к площади соответствующего куска породы на
изображении принимается за меру производительности карьера.

Наборы данных с размеченными изображениями для задачи на рис. 2 приводятся в
работе [23] для разрабатываемых участков карьеров и в работе [24] для кусков породы с
асбестовыми прожилками.

Рис. 1. Изображение рабочей площадки полученной после проведения взрывных работ

Методы оценки фрагментации горных пород при помощи систем компьютерного зре-
ния относятся к «непрямым» методам [25]. Анализ работ в области таких систем показал,
что этот подход известен в литературе как один из наиболее точных. Большинство работ
можно разделить на два класса. Первый основан на применении классических методов ком-
пьютерного зрения, каких как Watershed (алгоритм водораздела). Второй подход включает
использование современных методов глубокого обучения нейронных сетей. В рамках этого
подхода задача фрагментации горных пород может быть решена как задача сегментации
контура объекта с использованием подхода семантической сегментации (см. [20, 21, 26]) либо
как задача семантической сегментации [13]. Также в ряде случаев могут быть рассмотрены
подходы на основе обнаружения объектов [16]. Различия этих подходов проиллюстрирова-
ны на рис. 3.

В литературе авторы отмечают, что точность для классического подхода зависит от
времени суток, погодных, сезонных и других условий [27–29]. Показано, что классический
подход хорошо работает только на изображениях высокого разрешения и не дает достаточно
точных результатов для больших масштабов изображений. Тем не менее, такие алгоритмы
могут быть менее ресурсоемкими, чем подходы на основе глубокого обучения нейронных
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Рис. 2. Схема оценки продуктивности асбестовой породы внутри открытого карьера

сетей, применяемые в настоящее время в этой области [13, 25]. Отметим, что большинство
классических решений на основе компьютерного зрения уже существует в коммерческом
программном обеспечении, например, в пакетах Gold Size, Wipfrag и других. При этом дан-
ное программное обеспечение не специализировано для обработки изображений рабочих
участков открытых карьеров [13, 25, 30–32]. В классическом подходе распределение размера
фрагментов оценивается по значению площади круга сопоставимого размера [32]. Это зна-
чение «эквивалентного размера» может быть некорректной мерой и не отражает напрямую
максимальный размер фрагмента породы, который наиболее важен с практической точки
зрения в рассматриваемых задачах [13, 25]. При этом современные архитектуры нейронных
сетей для задач экземплярной сегментации (instance segmentation) и семантической сегмен-
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тации (semantic segmentation) способны достигать сравнимой производительности, а также
более высокой точности и стабильности результатов при различных внешних условий. Под-
ходы на основе нейронных сетей позволяют преодолеть основные недостатки классических
подходов компьютерного зрения [27–29]. По этой причине далее в работе будут рассмотрены
подходы на основе нейронных сетей глубокого обучения.

а) обнаружение объектов б) семантическая
сегментация

в) экземплярная
сегментация

Рис. 3. Иллюстрация примера разметки изображения в наборе данных для задач

Задача семантической сегментации предполагает попиксельную классификацию. Выход
нейронной сети должен иметь те же пространственные размеры, что и вход, а количество
каналов должно быть равно количеству классов. Каждый пиксель для всех каналов взве-
шивается (с помощью Softmax) для определения класса, к которому он принадлежит. Среди
всех сетей семантической сегментации наиболее популярным выбором является архитекту-
ра U-Net [33]. Будучи предложенной в 2015 году, эта архитектура остается сегодня одной
из наиболее популярных. Рисунок 4 иллюстрирует архитектуру U-Net и принцип попик-
сельной классификации с применением функции Softmax. Архитектура U-Net реализует
архитектуру вида кодировщик-декодировщик. Ключевой особенностью архитектуры явля-
ется использование карт признаков из кодировщика в декодировщике. С 2015 года было
предложено множество изменений в архитектуре U-Net. Большинство из них рассматрива-
лись для медицинских приложений [34, 35], а некоторые — для анализа микроскопических
изображений [36]. Среди работ, в которых используются сети семантической сегментации,
можно выделить следующие примеры. В работе [21] предложена классификация угля и пу-
стых пород на конвейерной ленте с использованием пользовательской сверточной нейрон-
ной сети. Авторы собрали набор данных из 300 изображений, содержащих только уголь,
смесь камней и угольную породу. Этого было достаточно для достижения точности рас-
познавания 90%. Авторы [17] предлагают использовать архитектуру U-Net на смешанных
изображениях для сегментации пустых пород в целях последующей сортировки.

В работе [20] рассматривается проблема определения размера руды как проблема сег-
ментации контуров (задача семантической сегментации). Авторы предлагают использова-
ние модифицированной архитектуры Res-U-Net для определения размера руды как в усло-
виях конвейерной ленты, так и в условиях открытого карьера. В обоих случаях получена
точность около 90%. Кроме того, авторы протестировали классический алгоритм водораз-
дела (watershed), который показывает сопоставимую точность для крупномасштабных изоб-
ражений фрагментов скальной породы на конвейерной ленте, но имеет гораздо меньшую
точность для изображений открытого карьера.
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В работе [26] предложено объединить задачу сегментации при помощи U-Net с алгорит-
мом водораздела [37] для группировки результатов попиксельной сегментации в отдельные
объекты. В статье [38] предложено использовать модифицированный алгоритм водораздела
для сегментации в условиях карьера.

В статье [14] используется архитектура U-Net с модифицированными блоками для вы-
числения размера кусков породы и асбестовых прожилок внутри них на заводской конвей-
ерной ленте.

Задача экземплярной сегментации в применении к глубоким нейронным сетям часто
рассматривается как задача обнаружения объектов (заключение объектов в ограничиваю-
щие рамки) с последующей семантической сегментацией экземпляров в каждой ограничи-
вающей рамке [39]. Существуют другие подходы, например, основанные на идее разделе-
ния результатов семантической сегментации на отдельные объекты [40]. Наиболее распро-
страненной архитектурой для экземплярной сегментации является Mask R-CNN [41]. Эта
архитектура является многоэтапной. Mask R-CNN состоит из общего кодировщика призна-
ков (например, ResNet [42]); подсети предварительного предложения регионов-кандидатов
(Region Proposal Network, RPN) и головной подсети. Сеть RPN предназначена для пред-
варительного обнаружения областей изображения, содержащих объекты потенциального
интереса. Для каждой области определяются габаритные размеры, координаты центра и
объектность (вероятность того, что область не является фоном). Среди таких областей
в головную подсеть подаются только области с площадью пересечения меньше заданного
порога и объектностью выше заданного порога. Алгоритм отбора называется немаксималь-
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ным подавлением (Non-Maximum supression, NMS). Результаты предварительного отбора
«вырезаются» из карт признаков на выходе кодировщика и приводятся к единому размеру
при помощи билинейной интерполяции. Головная подсеть состоит из подсети классифика-
ции объектов и подсети регрессии параметров ограничивающих рамок, а также из подсети
семантической сегментации для каждого региона-кандидата. После работы сети алгоритм
NMS применяется к окончательным регионам-кандидатам для отбора результатов [41]. Ил-
люстрация архитектуры Mask R-CNN показана на рис. 5. Впервые подход Mask R-CNN
был предложен в 2017 году, но до сих пор остается одним из самых популярных решений
для экземплярной сегментации [43].
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Рис. 5. Иллюстрация архитектуры Mask R-CNN

Способ использования Mask R-CNN в задачах фрагментации был предложен в рабо-
те [13], где авторы достигли точности около 90% для рабочих площадок внутри карьерах.
Кроме того, было показано, что алгоритмы глубокого обучения работают лучше, чем обыч-
ные подходы компьютерного зрения для изображений высокого разрешения. Также в работе
отмечена зависимость точности классических алгоритмов от времени суток, освещенности,
сухой погоды и других внешних условий.

Аналогичные результаты получены в работе [44]. В статье сравниваются традиционный
подход и подход на основе глубокого обучения для крупномасштабных изображений рабо-
чих площадок внутри карьера. Авторы заявили о преимуществах Mask R-CNN для круп-
номасштабных изображений. Многие современные авторы утверждают, что традиционные
подходы теряют отчность от таких факторов, как большой разброс размеров фрагментов,
перекрывающихся экземпляров и качества фотографий, см. [13, 28, 44, 45].

В работе [15] предложен алгоритм обнаружения фрагментов породы на разрабатывае-
мых участках карьера при помощи Mask R-CNN, а также предложено использование мо-
дифицированной архитектуры U-Net для сегментации прожилок асбестового волокна для
изображения каждого из выделенных фрагментов породы.

Алгоритм состоит из четырех этапов.
1. Выявление кусков породы на полном изображении карьера.
2. Получение изображений каждого выбранного куска породы.
3. Сегментация асбестовых прожилок для каждого изображения фрагмента.
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4. Получение средней оценки производительности (содержания) асбеста в карьере.
В статье [16] предлагается использовать архитектуру YOLOv5 [46] для обнаружения

кусков породы и оценки их размера. Показано, что можно рассматривать задачу фрагмен-
тации как проблему обнаружения объектов. Отмечается, что использование архитектуры
YOLOv5 позволяет в 10 раз ускорить решение проблемы фрагментации изображений ка-
рьеров без существенной потери точности.

Таблица 1. Современное состояние методов компьютерного зрения в задачах
фрагментации горных пород

Ссылка Комментарий

[33] Архитектура U-Net, оригинальаня публикация

[34–36] Обзор архитектуры U-Net

[47–52] Обзор семантической сегментации

[14, 17, 20, 21, 38, 40] Семантическая сегментация для задачи фрагментации

[41] Архитектура Mask R-CNN, оригинальная публикация

[13, 15, 16, 44] Mask R-CNN в задаче фрагментации

[39, 40, 43, 49, 53–55] Обзор сегментации экземпляров

Результаты анализа литературы по применению компьютерного зрения для решения
задач фрагментации горных пород и аналогичных задач в горнодобывающей промышлен-
ности показывают, что наиболее часто применяемые методы глубокого обучения нейрон-
ных сетей основаны на хорошо зарекомендовавших себя архитектурах U-Net и Mask R-
CNN. Авторы не уделяют большого внимания вычислительной оптимизации предлагаемых
ими алгоритмов (моделей). Хорошо известно, что эти подходы являются ресурсоемкими
и неэффективно работают на низкопроизводительных конечных устройствах и в задачах,
требующих реального масштаба времени вычислений [56].

Проведенный анализ расмотренных задач сегментации показывает, что такие архитек-
туры состоят из подсети кодировщика признаков (энкодер, feature extractor, backbone), про-
межуточной подсети (neck part) и головной подсети (решающая подсеть, head part, decision
part). При этом часто именно кодировщик признаков оказывает наибольшее влияние на
точность и вычислительную сложность модели. Заметим, что в упомянутых работах не
уделяется внимание проблеме выбора кодировщика признаков и оптимизации его работы.

Основное решение соответствующих проблем состоит в следующем: [47–50, 57, 58]:
\bullet использование современных, специально разработанных для реального масштаба вре-

мени архитектур кодировщиков признаков;
\bullet обоснованный с точки зрения компромисса «точность — скорость работы» выбор об-

щей архитектуры решения задачи;
\bullet техника оптимизации модели нейронной сети для конечных вычислительных

устройств.
Обзор наиболее важных работ по этому разделу представлен в табл. 1.
В следующем разделе описывается современное состояние в области архитектур нейрон-

ных сетей глубокого обучения для решения вышеописанных задач компьютерного зрения.
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Все рассмотренные в следующем разделе архитектурные решения могут быть использованы
в оптимизации задачи фрагментации горных пород.

3. Методы глубокого обучения

3.1. Архитектура сверточных нейроннных сетей

В разделе представлен обзор тенденций в области глубокого обучения нейронных сетей
в задачах компьютерного зрения, релевантных исследуемой тематике. В частности, рас-
смотрены современные архитектуры кодировщиков признаков с точки зрения их историче-
ского развития. Отметим, что основным методом исследования архитектур кодировщиков
признаков является экспериментальное тестирование для решения типичных задач класси-
фикации. Поэтому данный тип архитектур рассмотрен через призму именно этой задачи.
После решения задачи классификации такой кодировщик признаков может быть перенесен
на другие задачи компьютерного зрения.

Идея использования сверточной архитектуры (сверточная нейронная сеть, СНС,
Convolutional Neural Network, CNN) в компьютерном зрении была предложена в 1989 году
для распознавания почтовых индексов [59]. Современный подход к построению архитектур
сверточных нейронных сетей был предложен в 1998 году в модели LeNet [60]. Иллюстрация
LeNet показана на рис. 6. С этой архитектуры начинается исследование подхода глубоких
нейронных сетей, в котором производится автоматическое извлечение признаков из «сы-
рых» данных.

Автоматизированное извлечение признаков является основным преимуществом исполь-
зования глубокого обучения в компьютерном зрении. Хорошо известно, что большинство за-
дач компьютерного зрения трудно описать формально. Такое формальное описание можно
заменить экстраполяцией результатов для набора примеров (обучающей выборки). Для это-
го на практике необходим хорошо подобранный и достаточно большой набор данных. Для
решения задачи в такой постановке глубокая нейронная сеть включает два основных компо-
нента: кодировщик признаков и подсеть, принимающая решения. Кодировщик признаков
СНС состоит из последовательных комбинаций сверточных и вспомогательных слоев. От-
метим, что применительно к компьютерному зрению операция свертки имеет несколько
интуитивных преимуществ: инвариантность по масштабу, расположению и вращению при-
знаков, а также меньшее количество параметров по сравнению с другими подходами [61, 62].
В настоящее время эти преимущества делают сверточные нейронные сети основным спосо-
бом решения задач компьютерного зрения.

Современное развитие глубокого обучения СНС началось со сверточной архитектуры
AlexNet (2012) [63, 64]. AlexNet состоит из 7 слоев. Сеть включает в себя такие особенности,
как функция активации Rectified Linear Unit (ReLU); слой регуляризации DropOut; набор
встроенных техник расширения (augmentation) изображений; слой max pooling для умень-
шения размерности и другие приемы оптимизации модели [63]. Это была первая попытка
интегрировать все современные на тот момент подходы как к построению архитектуры
сети, так и к процедуре ее обучения.

После AlexNet следующие несколько лет прогресса глубокого обучения сверточных ней-
ронных сетей были посвящены тому, чтобы сделать архитектуру более глубокой. Идея за-
ключалась в увеличении так называемого рецептивного поля [61].

Предложены следующие модификации, которые сейчас являются распространенной
практикой:
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Рис. 6. Иллюстрация архитектуры сверточной нейронной сети LeNet

\bullet оптимизация сверточного слоя с использованием различных подходов: каскадная
свертка [65]; пространственно разделяемая свертка [66]; точечная свертка [67]; свертка
по глубине [68];

\bullet блок слоев с различным рецептивным полем [69];
\bullet блоки слоев с параллельным соединением [42];
\bullet пакетная нормализация как основной способ регуляризации [70];
\bullet метод глобального пулинга [67];
\bullet адаптивная оптимизация статистических моментов низшего порядка на основе гради-

ента (ADAM) [71].
«Гонка за глубиной» закончилась в 2016 году, когда была создана модифицированная

версия ResNet, включающая более 1000 слоев [72]. Было отмечено, что количество слоев
больше 150 не имеет существенного эффекта. Идея остаточных слоев (residual connection,
skip connection) стали доминирующими в проектировании архитектур сверточной нейрон-
ной сети. Показано, что этот прием устраняет практически все негативные эффекты, кото-
рые могут возникнуть в процессе обучения сверточной нейронной сети. Иллюстрация схемы
блоков ResNet показана на рис. 7. Архитектура ResNet остается самой популярной архитек-
турой СНС в литературе [73]. В последние годы было предложено множество модификаций
ResNet [74]. Блок ResNeXt [75] предполагает разделение основной ветви блока ResNet на
несколько для повышения различия извлекаемых признаков. Блок Xception [68] расширя-
ет результаты ResNeXt, используя отдельную свертку для каждой карты признаков. Блок
DenseNet [76] предлагает объединить несколько слоев с каскадом остаточных связей для
увеличения обмена информацией внутри каждого такого блока. Блок ResNet-D [77] улуч-
шает архитектуру блока ResNet и предлагает множество практических приемов для ее обу-
чения. Подход BiT [78] предлагает приемы для эффективного «переноса обучения» весовых
параметров ResNet-подобных архитектур, а также правила «тонкой» настройки и способы
избежать недостатков пакетной нормализации. Подход RegNet [79], предлагает несколько
эффективных модификаций блоков ResNet, полученных методами автоматического поиска
конфигураций блоков.
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Рис. 7. Иллюстрация различных блоков остаточного соединения

Другой важный этап развития глубокого обучения СНС заключался в оптимизации
архитектуры для малопроизводительных конечных устройств. Ключевое достижение 2018
года было реализовано в архитектуре MobileNetv2 [80]. Эта архитектура состоит из 17 сло-
ев, объединенных в блоки с оптимизированными структурами. В 2018–2020 годах прогресс
в оптимизации архитектур осуществлялся с помощью методов автоматизированного поиска
архитектуры, известных как Neural Architecture Search (NAS) [81, 82]. Кроме того, оптими-
зация архитектур выполнялась с использованием механизма внимания. Среди реализаций
механизма внимания основным стал подход Squeeze and Excitation (SE). Основная идея
слоя SE-слоя заключается в перевзвешивании каналов выхода сверточного блока со мно-
жителями, вычисленными на основе дополнительных полносвязных слоев [83]. Наиболее
успешным результатом использования NAS и SE-слоев стала архитектура EfficientNet [84].
Базовый блок EfficientNet стал базовым для многих современных исследований в области
СНС в различных задачах компьютерного зрения. Схема блока EfficientNet показана на
рис. 8.

+
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BN,

Рис. 8. Схема блочной архитектуры EfficientNet V1
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3.2. Архитектуры нейронных сетей: трансформеры

Современные тенденции исследования систем компьютерного зрения включают не толь-
ко сверточные блоки, но и использование блоков трансформеров [85, 86]. Архитектура бло-
ков трансформеров предполагает только полносвязные слои. Входное изображение для
трансформера делиться на сетку небольших участков изображения (patches). Основной
блок трансформера состоит из многоголового блока внимания (multi-head self-attention) [87]
со слоем нормализации [88] и полносвязного слоя, также с нормализацией. Первым успеш-
ным примером реализации сети, построенной только из трансформеров, стала архитектура
ViT в 2020 году [85]. Отметим, что ViT имеет весьма много параметров для рассматрива-
емых приложений и требует большого набора данных для обучения. Замечено, что блоки
трансформера легко обучаются «глобальным» признакам изображений, но с трудом обуча-
ются «локальным» и относительно небольшим признакам. Следующие шаги по модифика-
ции сети были посвящены поиску решения этой проблемы.

Современные решения включают:
\bullet вычисление информации о внимании только для некоторых окон вместо всех участков

изображения; окна могут различаться между слоями (SWIN) [58];
\bullet использование последовательной комбинации сверточных слоев и слоев трансформе-

ров (CoAtNet) [89];
\bullet комбинация в каждом блоке операций свертки и операций блока трансформера

(MaxVit) [90];
\bullet поиск наиболее эффективных с вычислительной точки зрения модификаций блока

трансформера (MobileVit) [91];
\bullet поиск путей замены механизма внимания на другую нелинейную операцию для гло-

бального извлечения признаков в блоке подобном трансформеру (MLP-Mixer) [92];
\bullet использование мета-обучения, в т. ч. «дистилляции знаний» для конкретных задач;

DeiT [93]; улучшение качества обучения целевых моделей путем подбора меток с по-
мощью дополнительных моделей [94]; использование кросс-дата аугментации (аугмен-
тация меток и данных) [95].

Отметим, что лучшие на сегодня архитектуры-трансформеры имеют более одного мил-
лиарда параметров и проходят предварительное обучение на сверхбольших наборах дан-
ных, имеющих порядка сотен миллионов изображний [96]. Иллюстрация архитектуры VIT
показана на рис. 9.

3.3. Решающая подсеть

Как показано в обзоре, в настоящее время основными подходами к использованию ком-
пьютерного зрения в горнодобывающей промышленности являются архитекура семантиче-
ской сегменатции U-Net [33] и архитектура экземплярной сегментации Mask R-CNN [41].
Эти архитектуры являются наиболее популярными в соответствующих областях и могут
рассматриваться как базовые модели. Обе сети содержат кодировщики признаков, основан-
ные в основном на базовом блоке ResNet и специфичные для задач головные подсети. Важно
отметить, что в исходном виде эти архитектуры не обеспечивают высокой производитель-
ности и точности по сравнению с более современными подходами (см. например [97–99], а
также сравнение современного состояния на веб-сайте https://paperswithcode.com/sota).

В работе [19] отмечается, что среди современных достижений в области быстрых мето-
дов решения задач экземплярной сегментации (в реальном времени) выделяются такие ар-
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Рис. 9. Иллюстрация архитектуры ViT

хитектуры, как YOLACT [97] и ее модификации, такие как YOLACT++ [100], SOLOv2 [101]
и SparseInst [98]. Отметим, что данные методы используют подход на основе поиска цен-
тральных позиций объектов и их сегментации, в отличие от сегментации на основе поиска
регионов (как в Mask R-CNN). Модель обучается различать пиксели, принадлежащие либо
одному и тому же, либо разным объектам. Например, подход YOLACT генерирует маски-
прототипы по всему изображению, предсказывая наборы параметорв для каждого экзем-
пляра. Окончательные маски строятся после процедуры NMS. Архитектура YOLACT++
улучшает результаты базовых моделей за счет модификаций кодировщика признаков и до-
бавления т. н. деформируемых сверток к головной подсети. Подход SOLO [102] основан
на предположении, что экземпляры можно разделить по их центральному положению и
размерам. Положения центров вычисляются путем разделения изображения на ячейки и
вычисления положения центра внутри каждой из них. Размеры экземпляров определяются
на основе признаков кодировщика с т. н. пирамидальной структурой. Архитектура SOLO
v2 улучшает предыдущие результаты, генерируя динамически весовые параметры для каж-
дого потенциального экземпляра. Эта концепция называется динамическим ядром. Для
каждого экземпляра генерируется своя маска (размером с изображение). Подход SparseInst
аналогичен SOLOv2, но имеет две головных подсети, работающие с такими масками. Пер-
вая используется для создания масок с учетом классов, а вторая — для оценок положения
и размеров объектов в каждой маске. Маски умножаются на предсказанные маски для
создания масок сегментации.

Среди достойных внимания методов быстрого обнаружения объектов следует отметить
архитектуры YOLOv5–YOLOv8. Эти архитектуры можно использовать как в режиме обна-
ружения объектов, так и в режиме экземплярной сегментации. Также в некоторых случаях
в данных архитектурах выделяют отдельный подход — ориентированный поиск объектов,
когда выделяют не только ограничивающие рамки для объектов, но угол наклона рамки
(такой, чтобы рамка имела наименьшую площадь) [46, 99, 103–106]. Указанные архитекту-
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ры наследуют единый подход YOLO, в котором предполагается, что в входное изображение
делится на одинаковые ячейки. Каждый объект определяется как принадлежащий одной
из этих ячеек. Каждая ячейка соответствует одному вектору на выходе модели. Вектор
может включать в себя один или несколько наборов с предсказаниями размеров, класса
и координат объекта. Результат объектов определяется с помощью алгоритма NMS [107].
Семейство архитектур YOLO разработывается с использованием большого количества экс-
периментов с архитектурой и методами обучения, которые называются «Bag of Specials» и
«Bag of Fribies», соответственно [105, 106, 108]. В основе этих экспериментов лежит подход
архитектуры YOLOv4, иллюстрация которой показана на рис. 10.
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Рис. 10. Иллюстрация архитектуры YOLOv4

3.4. Тренды компьютерного зрения

Последние тенденции в компьютерном зрении можно обобщить следующим образом.
Оптимизация операции свертки. Например, для EfficientNet V2 [109] было замече-

но, что т. н. глубокая разделенная свертка (DepthWise Separable Convolution) становится
вычислительно эффективной только для больших слоев, несмотря на меньшее количество
параметров. Таким образом, в начальных блоках было предложено заменить ее на обычную
свертку.

Оптимизация операции нормализации. Пакетная нормализация (BatchNorm) может
снизить точность в случае предварительного обучения на большом наборе данных, при из-
менении размера пакета и в других случаях. Одним из способов решения этой проблемы
является использование альтернатвы — послойной нормализации (LayerNorm) [88]. Другой
способ предполагает замену пакетной нормализации набором отдельных операций. Этот
прием был реализован в NFNet [110]. Как правило замена пакетной нормализации сопро-
вождается дополнительными операциями.

Автоматический поиск наиболее подходящей архитектуры. Подход поиска архитекту-
ры нейросети (NAS) имеет множество преимуществ и недостатков. Основным недостатком
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является зависимость пространства поиска от опыта исследователя. Также отбор архитек-
тур из пространства поиска ограничен доступными вычислительными ресурсами и опытом
(знаниями) исследователей, которые занимаются этой работой [81, 82].

Компромисс между блоками трансформерами, полносвязными и сверточными слоя-
ми. Как описано выше, этот вопрос остается открытым. Основными проблемами являются
поиск наименьшей архитектуры (с точки зрения параметров), избежание необходимости ра-
боты с большими наборами данных для предварительного обучения и ускорение процедуры
обучения.

Необходимость оптимизации головных подсетей для решения конкретных задач. Как
показано выше, выбор архитектуры головной подсети позволяет достичь определенного
компромисса между точностью и скоростью работы. Наиболее производительными подхо-
дами на текущий момент являются архитектуры семейства YOLO в задачах обнаружения
объекта и архитектуры SOLO в задачах экземплярной сегментации [55, 111]. Наиболее точ-
ными архитектурами для решения соотвествующих классов задач являются архитектуры
типа Cascade-Mask-R-CNN и Hybrid task cascade for instance segmentation (HTC) [112].

Сравнение современных кодировщиков признаков на некоторых репрезентативных
тестовых наборах можно найти в работе [96].

Основное обобщение ключевых публикаций представлено в табл. 2 и 3.

3.5. Архитектуры компьютерного зрения для фрагментации горных
пород

В результате рассмотренных тенденций можно сделать следующий вывод относитель-
но компромисса между ростом точности и низкой вычислительной производительностью. В
компьютерном зрении современные архитектуры СНС используют как блоки свертки, так
и трансформеры в виде ResNet-подобных блоков. Сверточный слой может быть реализо-
ван как в традиционном виде (для начальных слоев), так и в виде DepthWise-сверток для
остальных блоков. Метод свертки DepthWise имеет преимущества в количестве обучаемых
параметров и, вероятно, обладает большей потенциальной репрезентативной способностью.
Блоки трансформеры в целом являются ресурсоемкими, но некоторые модификации, та-
кие как MobileVit или SWIN, оптимизированы для достижения наилучшего компромисса
между точностью и скоростью работы.

Наиболее эффективная комбинация блоков кодировщика признаков для конкретной
задачи может быть определена только экспериментально. Тем не менее, в задачах фраг-
ментации горных пород архитектуры Mask R-CNN и U-Net могут быть использованы в
качестве базовых решений для соответствующих задач. Подходы, основанные на архитек-
тур SOLO и YOLO, можно рассматривать как основу для перспективных подходов для
планируемых исследований.

При выборе архитектур нейронных сетей важно учитывать специфику подходов к пе-
реносу обучения. В частности, требуются модификации операций пакетной нормализации
(BatchNorm) и работы с большими наборами данных на стадии предварительного обучения.
Также итоговая модель может быть обучена с использованием таких техник, как дистил-
ляция знаний.
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Таблица 2. Тренды компьютерного зрения: кодировщики признаков

Ссылка Архитектура Комментарии

[60] LeNet Первая сверточная нейронная сеть; SGD с импульсом; иници-
ализация весов;

[63] AlexNet Первая из эпохи современного глубокого обучения сверточная
нейронная сеть; аугментация данных; дропаут

[65] VGGNet Каскадная сверточная сеть

[71] Адаптивная оптимизация статистических моментов низшего
порядка на основе градиента (ADAM)

[67] NIN Концепция блока; точечная свертка; глобальное среднее объ-
единение

[69] Inception Блок с изменением рецептивного поля

[70] Пакетная нормализация

[66] Inception V3 Пространственно разделимая свертка

[42] ResNet Остаточная связь; блок «узкого горлышка»

[75] ResNeXt Многоканальный блок «узкого горлышка»

[68] Xception DepthWise глубокая разделяемая свертка

[76] DenseNet Блок с несколькими тождественными связми

[80] MobileNet V2 MobileNet архитектура; Обратные остаточные блоки с про-
странственно разделяемыми свертками

[83] SE Net Слой сжатия и возбуждения (Squeeze and Excitation layer)

[84, 109] EfficientNet Оптимизированный блок, полученный с помощью NAS

[77] ResNet-D Улучшенный ResNet

[78] BiT Эффективный перенос обучения

[79] RegNet Оптимизация блока ResNet

[110] NFNet Альтернатива пакетной нормализации

[85] ViT Первая эффективная архитектура визуального трансформера

[93] DeiT Дистилляция знаний, алгоритм мета-обучения для
архитектур-трансформеров

[58] SWIN Вычисление информации о внимании только для некоторых
окон, а не для всех

[89] CoAtNet Комбинация сверточного блока и блока-трансформера

[91] MobileVit Эффективный мобильный трансформер

[92] MLP-Mixer Блок типа трансформер без внимания
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Таблица 3. Тренды компьютерного зрения: решающие подсети

Ссылка Архитектура Комментарии

[41] Mask R-CNN Базовая архитектура для экземплярной сегментации

[97, 100] YOLACT, ++ Архитектура экземплярной сегментации для низко-
производительных устройств

[101, 102] SOLO V1,V2 Архитектура экземплярной сегментация и динамиче-
ская свертка

[98] SparseInst Архитектура быстрой сегментации в режиме реально-
го времени с улучшением результатов SOLO

[33] U-Net Базовая архитектура семантической сегментации

[113] DeepLab v3+ Современная архитектура семантической сегментации

[108] YOLOv4 Архитектура YOLO 4

[46, 99, 103, 104] YOLOv5–v8 Современные архитектуры YOLO

[81, 82] Обзор метода поиска архитектуры нейронной сети
(NAS)

[64] Исторический обзор архитектур

[85, 86] Обзор архитектур трансформеров

[94] Мета-обучение

[95] Аугментация данных и кросс-дата аугментация

[105, 106] Обзор архитектур решения задач обнаружения объек-
тов в реальном времени

[96] Результаты для бенчмарка ImageNet

[55] Результаты тестов для экземплярной сегментации в
реальном времени

[111] Результаты тестов для задачи обнаружения объектов
в реальном времени

Актуальны и другие вопросы: ускорение времени обучения и работы СНС, а также
снижение требований к объему памяти для модели. Особенно это важно для низкопро-
изводительных систем. В следующем разделе обсуждаются параллельные архитектуры и
методы оптимизации для эффективной реализации нейронных сетей.

4. Реализация на параллельных архитектурах

4.1. Специфика центральных процессоров

Центральные процессоры (CPU) можно рассматривать как многоядерные и многопо-
точные архитектуры, оптимизированные для векторных и матричных операций. Например,
настольные процессоры могут иметь до 64 ядер и 128 потоков (с точки зрения аппаратной
многопоточности) и до 72 ядер и 288 потоков в серверных процессорах. Такие процессоры
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можно использовать как основу для обучения и работы нейронных сетей. Преимущества
данного подхода заключаются в следующем:

\bullet отсутствие необходимости в дополнительном оборудовании;
\bullet простота работы с любыми фреймворками (большинство современных фреймворков

поддерживает архитектуру x86-64);
\bullet наличие дополнительных инструментов оптимизации производительности

(OpenVINO [114], NNPack [115], oneDNN [116], CcT [117]), а также инструмен-
тов для оптимизации и распараллеливания нейронных сетей, например, Intel
BigDL [118];

\bullet оптимизированные наборы SIMD-инструкций (AMX, AVX-512VNNI и другие), под-
держивающие форматы с ограниченной точностью BF16 и INT8 [119];

\bullet возможность использования не только для машинного обучения, но и для вспомога-
тельных задач.

Одним из передовых направлений в развитии процессоров являются гетерогенные архи-
тектуры, включающие как CPU, так и GPU, FPGA и другие типы ускорителей, использую-
щие унифицированную кэш-память и SoC. Примером такого подхода является ускорители
нейронных сетей Intel на базе процессора Miryard. Ожидается, что такой подход позво-
лит достичь максимальной эффективности при низкой стоимости конечного устройства и
ограниченном энергопотреблении.

4.2. Специфика графических процессоров

Графические процессоры (GPU) — это тип вычислительных устройств, построенных по
принципу матричных архитектур с синхронным параллелизмом на уровне инструкций (так
называемые SIMT-архитектуры, «одиночный поток команд, множественный поток дан-
ных»). Этот тип архитектуры ориентирован на обработку больших массивов регулярных
данных (включая изображения). Первоначально задачами, для которых разрабатывались
такие процессоры, были специальные операции обработки изображений, которые выпол-
нялись на аппаратном уровне. Большинство таких операций включает умножение матриц
и реализуются с помощью операций сложения и умножения с плавающей точкой (Fused
Multiply-Add, FMA). Поэтому ряд современных графических процессоров специализирует-
ся именно на этом типе операций. Такие ускорители называются General Purpose Graphics
Processor Unit (GPGPU) [120].

В настоящее время GPGPU представляют собой многопроцессорные системы, состоя-
щие из набора потоковых мультипроцессоров (SMT). Мультипроцессоры также могут быть
объединены в группы, кластеры (или срезы). Каждый мультипроцессор SIMT выполняет
блок (или поток) инструкций SIMD с помощью набора функциональных модулей.

Графические ускорители стали популярным инструментом для обучения и выполне-
ния алгоритмов машинного обучения. В первую очередь это связано с тем, что алгоритмы
машинного обучения (включая глубокие нейронные сети) хорошо поддаются распаралле-
ливанию. Более того, алгоритмы обучения и выполнения нейронных сетей включают на-
бор последовательных операций, которые выполняются одна за другой над одним набором
данных. Большинство вычислительных операций нейронной сети сводится к FMA. Сре-
ди преимуществ графических ускорителей в таких задачах можно выделить способность
к распараллеливанию и обеспечение высокой вычислительной мощности (десятки TFLOPs
в формате FP32 и сотни TFLOPs в формате FP16 с использованием тензорных ядер), а
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также продвинутые технологии для организации GPU-серверов. Для процесса обучения
нейронных сетей графические ускорители, как правило, обеспечивают наилучшую произ-
водительность по отношению к стоимости. Кроме того, GPU часто являются единствен-
ным оборудованием, которое способно масштабироваться с вычислительными требования-
ми определенных алгоритмов и моделей глубокого обучения.

В настоящее время наиболее популярными в задачах машинного обучения являют-
ся графические ускорители компании NVIDIA [121]. Такая популярность обусловлена как
поддержкой со стороны NVIDIA, так и использованием технологии CUDA большинством
фреймворков для обучения нейронных сетей. Использование в ускорителях технологии раз-
реженных матриц и форматов INT8/INT4 позволяет ускорить выполнение до 10 раз. Реаль-
ная производительность графических ускорителей, как правило, ниже пиковой и зависит от
оптимизации кода. Такая оптимизация в ручном режиме часто игнорируется, так как явля-
ется очень трудоемкой. Возможно использование автоматической оптимизации с помощью
утилит, таких как NVIDIA TensorRT [122].

4.2.1. Использование пониженной точности на GPU

Одной из ключевых проблем при реализации нейронных сетей является большой объ-
ем оперативной памяти, необходимый для хранения модели. В настоящее время наиболее
популярными методами сжатия моделей являются квантование с использованием разре-
женности весов и огрубление функций активации. Квантование может быть линейным или
нелинейным [123]. Одной из основных тенденций в нейронных сетях и других алгорит-
мах машинного обучения является использование арифметических операций с понижен-
ной и смешанной точностью. Операции со смешанной точностью предполагают, что хотя
бы один из операндов имеет пониженную точность. Примерами таких форматов являются
TensorFloat-32 (TF32) [124], Brain Float (BF32 и BF16) [125] и другие.

Одним из частных случаев является так называемая бинаризованная нейронная сеть
(BNN) [126]. Ее преимущество заключается в максимальном использовании пропускной спо-
собности памяти и минимальном размере модели [127, 128]. Также интерес представляют
архитектуры, основанные на формате INT2 \{  - 1, 0, 1\} — они относятся к классу Ternary
Neural Networks (TNN) [129]. Главная особенность TNN заключается в автоматическом
округлении малых значений весов до нуля во время обучения. При этом потеря точности
может быть снижена до 1% по сравнению с традиционным форматом FP32 [130].

Ряд современных работ показывают, что наиболее перспективным способом является
обучение сети в форматах с плавающей запятой с последующей тонкой настройкой или
переобучением в целочисленных форматах. Цель такого подхода — уменьшить размер обу-
ченной модели и времени выполнения при минимальной потери точности [131]. Следует
отметить, что в этом случае нет необходимости оптимизировать все слои нейронной сети.
Можно использовать различные степени квантования для параметров нейронной сети, что-
бы уменьшить потери в точности. Верхние слои глубоких нейронных сетей, а также входной
слой, требуют большего диапазона весов и значений функций активации, чем нижние слои.
Также отмечается, что при квантовании требуется процесс переобучения (или дообучения)
нейронной сети [132]. Например, в сверточных нейронных сетях наибольшая вычислитель-
ная нагрузка приходится на многомерные свертки в верхних слоях кодировщика признаков.
Таким образом, они должны быть приоритетными для оптимизации [133].
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Современные GPGPU позволяют выполнять операции FMA с несколькими вариантами
глубины квантования [120]. В частности, поддерживаются операции со смешанной точно-
стью, например, операции FMA вида D = A \cdot B+C, где операнды A и B имеют половинную
точности [134]. Использование операндов с пониженной точностью уменьшает объем ОЗУ,
занимаемый параметрами нейронной сети.

Для ускорения обработки вычислений в глубоких нейронных сетях в ряде архитектур
графических ускорителей используются так называемые модули тензорных вычислений. В
зависимости от архитектуры GPU, эти модули могут отличаться как по количеству, так
и по поддерживаемой ими функционалу. Например, в процессорах архитектуры NVIDIA
Ampere [135] в каждом блоке используется тензорное ядро, поддерживающее операции сме-
шанной точности FP16/FP32, FP16, BF16, TF32, FP64, INT8, INT4, бинарные операции,
а также операции над разреженными матрицами в соотношении 2 нуля на 4 параметра.
Более того, каждый тензорный модуль представляет собой массив, например, 4 \times 4 \times 4,
предназначенный для выполнения операций FMA D = A \cdot B + C в цикле, где A, B, C

и D — матрицы размера 4\times 4 [134].
Современные фреймворки для нейронных сетей предоставляют инструменты для авто-

матического и адаптивного применения методов смешанной точности [136–138]. Они облег-
чают задачу квантования модели и балансировки ее производительности, эффективности
и точности.

4.2.2. Использование разреженных матриц на GPU

На практике обученная нейронная сеть имеет большинство весовых коэффициентов,
равных или близких к нулю. Такие веса могут быть удалены или обрезаны [139, 140]. От-
мечается, что в сверточных сетях разреженность может достигать 90% без существенных
потерь в точности. Также отмечается, что в TNN разряженность может достигать до 50%
без значительных потерь в точности. В экспериментах [130] авторы получили 1% потери
точности при разреженности 65% для архитектуры GoogLeNet. Также отметим, что в со-
временных графических ускорителях используются технологии оптимизации вычислений
операций над разреженными матрицами [141]. Эта техника сокращает время работы ней-
ронных сетей.

Отметим, что разреженность нейронных сетей может достигаться автоматически в хо-
де обучения модели. Это связано с частым использованием полулинейного модуля (ReLU)
в качестве функции активации в СНС. Это может ускорить процедуру обучения нейрон-
ной сети. Например, в архитектуре NVIDIA Ampere [135], используется предположение,
что операнды инструкций для разреженных матриц — это матрицы, где есть два ненуле-
вых значения в каждом векторе с четырьмя входными значениями (разреженность строк
2:4). Благодаря такой структуре матрицы ее можно сжимать, уменьшая требуемый объем
памяти и пропускную способность почти вдвое (разреженное тензорное ядро).

4.2.3. Оптимизация доступа к памяти

Скорость доступа к памяти может ограничивать производительность нейронных сетей.
Обычно для оценки производительности системы в отношении вычислительной производи-
тельности и пропускной способности памяти используется модель Roofline [142]. Эта модель
включает предельные технические характеристики системы и может быть использована
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для оценки производительности реальной программы. Анализ модели Roofline показывает,
что для достижения более высокой производительности следует применять одновременно
несколько методов оптимизации. Повышение производительности может быть достигнуто,
например, за счет оптимизации вычислительных модулей, использования адаптированных
форматов данных и оптимизации вычислительных алгоритмов. Также значительное повы-
шение производительности может быть получено за счет оптимизации циклов. Для этого
могут применяться различные методы, такие как переупорядочивание циклов, конвейе-
ризация циклов, разворачивание циклов и другие. Переупорядочивание циклов уменьша-
ет количество обращений к памяти между итерациями цикла. При разворачивании цикла
несколько итераций выполняются одновременно параллельно. Метод конвейеризации цик-
лов выполняет итерации цикла с перекрытием таким образом, что следующая итерация
начинается до завершения предыдущей. Оптимальное количество не перекрывающихся ите-
раций может варьироваться в зависимости от алгоритма вычислений. Этот параметр также
влияет на количество обращений к памяти и должен зависеть от архитектуры аппаратно-
го обеспечения. Оптимизация цикла может быть выполнена путем использования двойных
буферов для хранения результатов [143]. В некоторых работах [144] предлагается разво-
рачивание ядра для СНС. Такая оптимизация подразумевает замену одного сверточного
ядра, например, размера 5 \times 5, несколькими ядрами размером 3 \times 3. Оптимизация цик-
ла также может быть достигнута за счет использования регулярной структуры нейронных
сетей [133].

В дополнение к стратегиям, описанным выше, для оптимизации циклов могут использо-
ваться методы более высокого уровня. К таким методам относятся блокирование (тайлинг)
циклов и чередование циклов. Блокирование циклов — это разбиение циклов на более мел-
кие компоненты, блоки (тайлы). Все входные данные для одного блока хранятся в специ-
альном буфере или кэш-памяти. Цикл выполняется с каждым блоком по очереди. Во вре-
мя чередования циклов компоненты цикла переставляются таким образом, чтобы соседние
компоненты использовали одни и те же данные. Таким образом, не нужно перезагружать
данные из памяти для отдельных компонентов. Эти методы позволяют контролировать
размер и порядок блоков. Таким образом, можно оптимизировать циклы для различных
слоев нейронной сети, например, СНС [133].

Для оптимизации операции свертки [145, 146], можно использовать несколько типов ал-
горитмов: пространственная свертка (CONV), векторизованная свертка (например, im2col),
быстрая свертка Винограда (Winograd) и частотная свертка. Алгоритм Winograd является
самым быстрым, но при этом он требует отдельной реализации для различных размеров
сверточных ядер, что не всегда выполнимо. Частотная свертка имеет умеренную скорость,
но может быть реализована только для размеров ядра, равных степеням двойки. Про-
странственная свертка является самой медленной, но она имеет самые низкие требования
к объему кэш-памяти и пропускной способности шины доступа к памяти.

4.3. Использование нескольких графических процессоров

Достичь высокого параллелизма нейронных сетей можно путем повышения эффектив-
ности вычислительных операций и распределение вычисления всей сети по нескольким
измерениям. Например, разбив данные на мини-пакеты послойно или тензорно, можно раз-
делить прямой проход и обратное распространение между параллельными процессорами.
Существует несколько основных стратегий распределения рабочей нагрузки [147]:
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\bullet распределение входных данных — параллелизм данных;
\bullet распределение структуры нейросети — параллелизм модели (тензорная нарезка);
\bullet конвейерная обработка — параллелизм модели (послойный);
\bullet комбинированная стратегия — гибридный параллелизм.

4.3.1. Параллелизм данных

Среди методов обучения нейронной сети популярным является стохастический гра-
диентный спуск (Stochastic Gradient Descent, SGD). При его применении количество об-
новлений весов уменьшается за счет вычисления потерь выборки в мини-пакетах, а за-
тем усреднения градиента по мини-пакетам [148]. Данные обрабатываются за N выборок.
Мини-пакетные методы используются как компромисс между традиционным SGD, кото-
рый использует всю выборку за один раз, и пакетными методами, использующими весь
набор данных на каждой итерации. В [149] доказано, что SGD с мини-пакетами обеспечи-
вает сходимость, аналогичную традиционному SGD. Самый простой подход к распаралле-
ливанию — разделить обработку мини-пакетов на несколько вычислительных устройств,
поскольку большинство операций не зависят от количества элементов мини-пакета. Этот
подход известен как шаблонный параллелизм (Pattern Parallelism) [150].

Параллелизм данных имеет основной недостаток, связанный с чрезмерными коммуни-
кационными затратами между вычислительными узлами, поскольку веса должны быть син-
хронизированы между каждым вычислительным узлом. Такие коммуникационные затраты
увеличиваются с ростом размера модели, что значительно затрудняет масштабируемость
параллелизма данных [150].

Большинство фреймворков глубокого обучения сегодня поддерживают параллелизм
данных для одного GPU, нескольких GPU или кластера из нескольких GPU. Масштаб
параллелизма данных естественным образом определяется размером мини-пакета. За ис-
ключением пакетной нормализации, которая обычно применяется между слоями и функ-
циями активации, все операции обрабатывают одну выборку за один раз. Это означает, что
процедуры прямого прохождения через СНС и обратного распространения ошибки почти
полностью независимы. На этапе обновления весов распределенные результаты усредняют-
ся, чтобы получить градиент для всего пакета данных. Поскольку все параметры глубокой
нейронной сети должны быть доступны всем устройствам, они дублируются.

Существует несколько факторов, которые влияют на производительность синхронного
SGD с параллелизмом данных. Чтобы сохранить точность, размеры мини-пакетов обычно
ограничены. Если мы увеличиваем размер выше определенного порога, то мы теряем точ-
ность [151]. В то же время при масштабировании системы до нескольких рабочих узлов в
кластере размер обучающей партии увеличивается линейно. Таким образом, в обучающей
системе с большим количеством узлов размер набора данных для каждого узла системы
должен быть небольшим. Малый размер выборки данных на вычислительном узле способ-
ствует сокращению времени вычислений и высоким затратам на синхронизацию, что делает
алгоритмы передачи данных важным фактором производительности в больших обучающих
системах [152].

Применяя различные модификации [153, 154] в процессе обучения, можно увеличить
размер мини-пакета без значительной потери точности. Хотя проблема обобщающей спо-
собности сети все еще существует, она не настолько серьезна, как это было заявлено в
предыдущих работах. Узким местом (ограничивающим масштабируемость) является опера-
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ция пакетной нормализации, для выполнения которой требуется синхронизация. Посколь-
ку пакетная нормализация применяется многократно в некоторых архитектурах глубоких
нейронных сетей, она становится слишком затратной. Для смягчения этой проблемы попу-
лярные подходы к пакетной нормализации используют небольшие подмножества из мини-
пакета (например, 32 изображения) для независимой нормализации. Если для каждого про-
цессора запланировано хотя бы 32 изображения, то синхронизация становится локальной,
что, в свою очередь, увеличивает потенциал масштабирования.

В работе [155] предлагается использовать весовую нормализацию для отделения нормы
параметра от его направления путем перепараметризации. Это уменьшает вычислитель-
ную сложность с O(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}N) до O(1) за счет устранения внутренних зависимостей внутри
мини-пакета. По мнению авторов этого метода, весовая нормализация снижает необходи-
мость пакетной нормализации и обеспечивает сопоставимую точность при использовании
упрощенной версии пакетной нормализации без коррекции дисперсии.

В литературе были предложены и другие подходы к параллелизму данных. Напри-
мер, в ParallelSGD [156] алгоритм SGD выполняется с помощью мини-пакетов, несколько
раз параллельно, распределяя набор данных между процессорами. После того, как все эк-
земпляры SGD сходятся, полученные веса объединяются и усредняются, что обеспечивает
параллелизм данных.

ParallelSGD был разработан с использованием парадигмы программирования
MapReduce [157, 158]. Используя MapReduce, можно планировать параллельные задачи для
выполнения на мультипроцессорах, распределенных средах и нескольких GPU. Ранее по-
тенциал масштабирования MapReduce был протестирован в различных задачах машинного
обучения, включая нейронные сети [159–161], что способствовало необходимости перехода
от однопроцессорного обучения к системам с распределенной памятью. Отметим, что его
высокая универсальность затрудняет создание реализаций, специально предназначенных
для нейронных сетей глубокого обучения.

Современные реализации используют высокопроизводительные коммуникационные ин-
терфейсы (такие как MPI) [162] для достижения тонкого параллелизма. Это уменьшает
задержку за счет асинхронного выполнения кода, конвейеризации, непостоянных коммуни-
каций и использования параллелизма внутри вычислительных устройств [163–166]. В по-
следнем случае мини-пакеты разбиваются на микро-пакеты, которые распределяются для
параллельной или последовательной обработки. Это уменьшает объем памяти, позволяя
использовать более быстрые методы.

Фреймворк PyTorch реализует автоматический параллелизм данных [167] путем разде-
ления входных данных по указанным устройствам с помощью разбиения пакета на части.
Модуль реплицируется на каждой машине и каждом устройстве, и каждая такая реплика
обрабатывает часть входных данных. Во время обратного прохода градиенты от каждого
узла усредняются.

4.3.2. Параллелизм модели

Второй стратегией, используемой для распараллеливания глубоких нейронных сетей,
является параллелизм модели, также известный как параллелизм сети [168, 169].

Эта стратегия представляет собой распределение частей глубокой нейронной сети меж-
ду компьютерами. Каждое вычислительное устройство выполняет обновление весов внутри
назначенного ему подмножества модели. В результате интенсивность обмена данными зна-
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чительно снижается по сравнению с параллелизмом данных. Более того, такой подход поз-
воляет обучать более крупные модели и обходить ограничения на размер, накладываемые
памятью, доступной одному процессору [149].

Здесь вычисления распределяются по нейронам в каждом слое или по измерениям в
четырехмерном тензоре. В этом случае мини-пакет копируется на все процессоры, и раз-
ные части глубокой нейронной сети вычисляются на разных процессорах. Это снижает
потребление памяти (поскольку вся сеть больше не хранится в одном месте), но добавляет
дополнительные коммуникации между уровнями.

Поскольку при этом размер мини-пакетов не меняется, то компромисс между исполь-
зованием данных и коммуникациями отсутствует. Архитектура глубоких нейронных сетей
создает внутренние зависимости между слоями, которые, в свою очередь, генерируют ком-
муникации, определяющие общую производительность. Например, полносвязные слои под-
разумевают коммуникации «все со всеми» (в отличие от стратегии параллелизма данных,
которая позволяет избежать этих коммуникаций), поскольку нейроны одного слоя связаны
со всеми нейронами следующего слоя.

Метод сокращения числа коммуникаций между полносвязными слоями заключается
в использовании алгоритма матричного умножения Кэннона, модифицированного для ис-
пользования в нейронных сетях [170]. Сообщается, что такой алгоритм обеспечивает более
высокую эффективность и скорость по сравнению с простым разделением на многослойные
сети меньшего масштаба.

Для СНС применение модельного параллелизма имеет ограниченную эффектив-
ность [171]. Если выборки разделены между процессорами по частям (или каналам), то
для вычисления результата каждой свертки придется получать результаты от всех осталь-
ных процессоров, поскольку эта операция суммирует результаты. Для частичного решения
этой проблемы были предложены локально связанные сети (Locally Connected Network,
LCN) [172–175]. Они также выполняют свертки, но для каждой области они применя-
ют несколько локальных фильтров, обеспечивающих разделение по измерениям, устраняя
необходимость в коммуникациях «все со всеми».

Использование локально связанных сетей дает возможность запустить СНС на 5000 уз-
лах CPU с трехузловом кластере с несколькими GPU [176]. Отсутствие обмена весами при-
водит к тому, что обучение не зависит от коммуникаций, что дает значительный потенциал
для масштабирования. Успешное применение тех же методов в СНС требует тонкого кон-
троля параллелизма. Обмен весами является неотъемлемой частью работы СНС. Он по-
могает уменьшить объем памяти и улучшить коммуникации. Таким образом, стандартные
операции свертки используются более широко, чем локально связанные сети.

4.3.3. Конвейеризация

Под конвейеризацией глубокого обучения можно понимать либо перекрытие вычисле-
ний между различными слоями по мере поступления данных, либо разделение глубокой
нейронной сети (Deep Neural Network, DNN) по глубине с закреплением уровней за кон-
кретными процессорами. Конвейер можно рассматривать как форму параллелизма данных
(элементы или выборки обрабатываются параллельно), а также как параллелизм модели
(длина конвейера определяется структурой DNN).

Первая форма конвейеризации может быть использована для перекрытия этапов пря-
мого прохождения, обратного распространения и обновления весов [177, 178]. Эта схема

Обзор применения глубоких нейронных сетей и параллельных архитектур ...

30 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



широко используется на практике и повышает эффективность использования ресурсов за
счет сокращения времени простоя процессора. На более высоком уровне детализации ар-
хитектуры нейронных сетей могут быть разработаны по принципу вычислений перекры-
вающихся слоев, как это происходит в сетях с глубоким суммированием (Deep Stacking
Network, DSN) [179]. В DSN каждый полносвязный слой вычисляется на отдельном шаге.
В конечном итоге результаты всех предыдущих шагов передаются для входа следующего
слоя. Благодаря свободной зависимости данных, этот метод позволяет частично вычислять
каждый слой параллельно.

Применительно к послойному разделению [180, 181], многопроцессорный конвейер име-
ет ряд преимуществ как перед параллелизмом данных, так и перед параллелизмом моде-
лей. Во-первых, нет необходимости хранить все параметры на всех процессорах во время
прямого прохода и обратного распространения ошибки (как в случае с модельным парал-
лелизмом). Во-вторых, существует фиксированное число конечных точек связи между про-
цессорами на границах уровней, поскольку исходный и целевой процессоры всегда извест-
ны. Более того, поскольку процессоры всегда вычисляют одни и те же слои, веса можно
хранить в кэше, чтобы уменьшить накладные расходы на доступ к памяти. Недостатки кон-
вейеризации заключаются в том, что данные (выборки) должны поступать с определенной
скоростью для полного использования системы, а задержка пропорциональна количеству
процессоров.

При простой реализации модельного параллелизма одновременно активен только один
GPU. PipeDream [182] предлагает решение проблемы с помощью конвейеризации, но кон-
вейерный модельный параллелизм вводит проблемы стабильности и согласованности обнов-
ления весов. Поскольку в конвейере одновременно обрабатывается несколько мини-пакетов,
последующий мини-пакет может начать обучение до того, как предыдущая обновит веса.
Проблема застоя/согласованности приводит к нестабильному обучению и снижает точность
модели. Gpipe [183] предлагает метод конвейера, отличный от PipeDream, чтобы полностью
избежать этих проблем. Он разбивает каждый мини-пакет на несколько микро-пакетов, а
затем конвейеризует выполнение каждого набора микро-пакетов по ячейкам. Веса обнов-
ляются синхронно для всех накопленных градиентов после завершения обработки мини-
пакета. Несмотря на то, что этот подход может увеличить использование GPU по сравне-
нию с неконвейерным параллелизмом моделей, он снижает пропускную способность GPU.
Для ее повышения был предложен механизм SpecTrain, который предсказывает будущие
веса на ранних стадиях конвейера [171].

4.3.4. Комбинированный параллелизм

Комбинация нескольких стратегий параллелизма может преодолеть недостатки каждой
стратегии. Существует несколько успешных подходов к реализации гибридных методов.

Например, AlexNet [64, 184] — сверточная нейронная сеть, где большинство вычисле-
ний выполняется в сверточных слоях, но большая часть параметров принадлежит полно-
связным слоям. В работе [185] авторы использовали несколько стратегий параллелизма и
коммуникационных оптимизаций. Для обучения сети они добились ускорения в 400 раз,
используя 512 графических процессоров.

AMPNet [186] — асинхронная реализация обучения DNN на процессорах, которая ис-
пользует промежуточное представление для реализации параллелизма модели. В частно-
сти, параллельные подзадачи внутри и между слоями формируются и планируются асин-
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хронно. Кроме того, асинхронное выполнение динамического потока управления позволяет
конвейерно выполнять прямой проход, обратное распространение и обновление весов. Ос-
новным преимуществом AMPNet является древовидная рекуррентная нейронная сеть, ко-
торая использует переменную длину выборки и динамический поток управления (в отличие
от однородных СНС).

Наконец, распределенная система глубокого обучения DistBelief [187] сочетает в себе
все три стратегии параллелизма. В этой реализации обучение проводится одновременно на
нескольких экземплярах модели, причем каждый экземпляр обучается на разных выборках
(параллелизм данных). Внутри каждого экземпляра DNN происходит распределение как
по нейронам в одном слое (параллелизм модели), так и по разным слоям (конвейеризация).
Таким образом, в DistBelief конвейеризация не ограничивается различными ядрами CPU
на одном узле.

4.3.5. Особенности параллельных сверточных нейронных сетей

В этом разделе мы рассмотрим различные подходы к распараллеливанию СНС. Обу-
чение глубоких СНС на больших наборах данных затратно и требует много времени.

Архитектура сверточных нейронных сетей позволяет сократить время обучения сети,
поскольку первые четыре слоя не является полностью связанными между собой. Эта часть
сети может быть распараллелена, что позволяет сократить время обучения. Существует
множество методик распараллеливания алгоритмов нейронных сетей, например, распарал-
леливание операций на нижних слоях, распределение их по разным прямым и обратным
потокам и т.д. Для выбора оптимального подхода необходимо учитывать характеристики
сети и особенности архитектуры компьютера. Разработка параллельных алгоритмов для
нейронных сетей осуществляется при наличии как минимум двух физических процессоров.

Существуют две проблемы при разработке масштабируемых параллельных сверточных
нейронных сетей в вычислительных средах с распределенной памятью. Одна из них — высо-
кая степень зависимости данных, которая проявляется при обновлении параметров модели
между двумя соседними мини-пакетами, а другая — большой объем данных, которые необ-
ходимо передавать по каналам связи. Для их решения используются различные стратегии,
включая перекрытие межпроцессных взаимодействий [188].

В работе [188] предложен подход для совмещения передачи данных и вычислений. В
алгоритме обратного распространения ошибки градиент функции стоимости вычисляют-
ся над всеми параметрами сети. Поскольку нет зависимости данных между градиентами
на разных слоях модели, то обмен данными для обмена градиентами между всеми вычис-
лительными узлами может осуществляться одновременно с расчетами для других слоев.
Необходимо дублировать вычисления и передачу данных для полного использования ап-
паратных ресурсов и достижения высокого ускорения. В научной литературе есть рабо-
ты, посвященные эффективному распределению рабочей нагрузки для снижения затрат на
коммуникации между узлами. Работа [188] демонстрирует влияние дублирования на мас-
штабируемость обучения СНС, когда архитектура СНС распараллеливается с помощью
параллелизма данных. Модели обучаются с помощью синхронного SGD, поэтому результа-
ты параллельного и последовательного обучения одинаковы. Более оптимальная стратегия
распараллеливания основана на двух ключевых приемах, направленных на максимизацию
перекрытия между вычислениями и коммуникациями узлов. На начальном этапе все гра-
диенты параметров объединяются в два больших блока с последующим их уменьшением
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по всем узлам с использованием асинхронной связи. Далее, исходя из анализа зависимо-
сти данных, необходимо максимизировать перекрытие путем выбора оптимального размера
каждого фрагмента градиента. Кроме того, вычисления градиента повторяются в несколь-
ких полносвязных слоях. В зависимости от архитектуры модели пересчет градиента может
значительно снизить коммуникационные затраты. Это также позволяет перекрыть время
связи с временем прямого распространения ошибки для следующего мини-пакета. Данный
метод позволил добиться ускорения обучения модели VGG-A до 77.97 раз при использова-
нии 128 узлов.

4.4. Специфика FPGA и ASIC

Многие исследования и коммерческие проекты предлагают разработку специализиро-
ванных аппаратных ускорителей для обучения и исполнения нейронных сетей [144, 189–191].
Наиболее важной причиной для разработки специализированных архитектур является мак-
симальное использование параллелизма, присущего моделям машинного обучения и ней-
ронным сетям, особенно глубоким нейронным сетям. Как правило, CPU, GPU и другие
ускорители общего назначения не достигают оптимальной производительности в конкрет-
ных задачах. В то же время высокая универсальность таких процессоров означает большее
энергопотребление и высокую цену. Даже если процессоры имеют специальные модули для
обработки нейронных сетей, они лишь дополняют основную архитектуру [192].

В настоящее время как в литературе, так и в коммерческих реализациях предложено
большое количество специализированных архитектур вычислительных ускорителей. Часто
специализированные ускорители основаны на технологии Field-Programmable Gate Array
(FPGA) или Application Specific Integrated Circuit (ASIC). Основным преимуществом FPGA
является возможность организации достаточно гибкой параллельной вычислительной си-
стемы с заданной точностью. Современные программируемые логические интегральные
схемы (ПЛИС) могут включать несколько различных вариантов вычислений, таких как
таблицы соответствия (LUT), цифровая обработка сигналов (DSP) и двоичная логика (flip-
flop). Вычисления могут выполняться на любом из этих компонентов. Во многих случаях
ПЛИС реализуются как гетерогенные системы с контроллером или процессором (техноло-
гия System-on-Chip). Это позволяет разработчикам обеспечить наиболее гибкий подход к
аппаратной и программной реконфигурации блока исполнения.

Технология FPGA — популярная технология для реализации аппаратных ускорите-
лей нейронных сетей. Также ускорители могут быть изготовлены на основе технологии
ASIC [193]. Следует отметить, что обычно специализированные архитектуры FPGA основа-
ны на принципах SIMD CPU или SIMT GPGPU. Помимо анализа аппаратных ускорителей,
в некоторых работах рассматриваются программно-аппаратные архитектуры с возможно-
стью реконфигурации [194]. Существуют следующие преимущества специализированных
ускорителей нейронных сетей, помимо энергоэффективности, цены и размера:

\bullet оптимизированный набор инструкций (Instructure Set Architecture, ISA);
\bullet более высокая степень параллелизации, степень повторного использования данных и

буферизации (с использованием встроенных буферов First In, First Out, FIFO);
\bullet возможность обработки специализированных форматов данных (задаваемая пользо-

вателем битовая глубина), а также разреженных вычислений.
В некоторых реализациях вместо ISA вычисления нейронной сети выполняются с по-

мощью машины конечных состояний [195].
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Таблица 4. Параллельные архитектуры, используемые для нейронных сетей

Тип обо-
рудования

Ссылки Преимущества Недостатки

CPU [114–119] Широкая доступность,
широкая поддержка

Ограниченная произво-
дительность, высокое
энергопотребление

GPGPU [120–122] Лучшая производитель-
ность по цене, хорошая
масштабируемость

Высокое энергопотребле-
ние, высокая цена

FPGA/ASIC [119, 130, 144,
189–193, 196, 197]

Низкое энергопотребле-
ние, низкая цена, хоро-
шая масштабируемость

Ограниченная произво-
дительность

Отмечается, например, [130], что ускорители FPGA лучше подходят для СНС, чем GPU
и CPU, поскольку они могут создавать произвольные конфигурации вычислительных моду-
лей. Эти модули обычно формируются в виде элемента обработки (Processing Element, PE).
Блок PE представляет собой элемент скалярных, векторных или матричных вычислений. В
литературе рассматриваются архитектуры элемента обработки с SIMD (обычно для сопро-
цессоров CPU) или SIMT (для GPGPU). Эти конфигурации представлены в классе темпо-
ральных архитектур [119]. Специализированные конфигурации PE для ускорителей DNN
включают архитектуры Very Long Instruction Word (VLIW) и Decoupled Access/Execute, а
также систолические массивы [196]

Таблица 5. Методы ускорения реализации нейронных сетей

Техника Ссылки Описание

Сокращенная
и смешан-

ная точность

[123–125, 130,
136–138, 199–202]

Уменьшает размер моделей, ускоряет обучение
и выполнение

Разреженные
матрицы

[130, 139, 140] Сокращает время выполнения

Оптимизация
доступа к памяти

[133, 143–146] Оптимизация циклов, оптимизация свертки
матрицы

Параллелизм
данных

[148–150, 152,
156, 167, 171]

Распределение входных данных

Параллелизм
модели

[168, 169,
172–175, 203]

Распределение структуры сети

Конвейеризация [171, 177–183] Распределение слоев сети или этапов обучения

Комбинированный
параллелизм

[185, 186] Комбинация нескольких стратегий параллелиз-
ма
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Архитектуры типа систолических массивов реализуют принцип обработки потока дан-
ных и относятся к классу пространственных ускорителей [119]. Систолические массивы мо-
гут быть как статическими, так и реконфигурируемыми. Большинство ускорителей DNN
используют статические массивы, построенные по технологии ASIC [197]. В настоящее вре-
мя наиболее распространенным типом систолического массива является Tensor Processor
Unit (TPU) [193].

Систолические массивы обладают такими преимуществами, как высокая степень по-
вторного использования данных, низкие требования к памяти и низкое энергопотребление.
Целью использования этих типов архитектуры является снижение влияния задержки па-
мяти вне кристалла за счет оптимизации структуры процессора под архитектуру нейрон-
ных сетей [198]. Систолические тензорные массивы также могут быть оптимизированы для
разряженных матричных умножений [197]. Многочисленные источники (см. обзор [119])
говорят о том, что помимо TPU перспективными могут быть и некоторые другие типы
пространственных архитектур ускорителей нейронных сетей. Эти системы предназначены
для ускорения операций обобщенного матричного умножения и свертки с использованием
множества элементов с регулярной организацией.

В табл. 4 и 5 представлен обобщенный обзор литературы для этого раздела.

Заключение

Проведен обзор применения методов глубокого обучения в компьютерном зрении для
решения задач фрагментации горных пород и задач в горнодобывающей промышленности.
Результаты анализа показали, что большинство современных работ сосредоточено на прове-
дении оценок параметров фрагментов горных пород с использованием систем компьтерного
зрения на базе сверточных нейронных сетей глубого обучения. При этом рассматриваются
подходы семантической сегментации в сочетании с дополнительными операциями или под-
ходы на основе экземплярной сегментации. Для реализации обучения и работы нейронных
сетей используются параллельные вычислительные архитектуры.

Перечислим основные тенденции, представленные в литературе. Тенденции разделены
в соответствии с методологией исследования и поставленными выше вопросами.

Вопрос 1. Какие методы решения задач компьютерного зрения
применяются при оценке фрагментации горных пород и в смежных
областях горнодобывающей промышленности?

\bullet Сверточные нейронные сети являются одним из самых популярных подходов к реше-
нию проблемы оценки фрагментации горных пород.

\bullet Оригинальные архитектуры U-Net и Mask R-CNN могут применяться в качестве ба-
зовых решений.

\bullet Задачи требуют быстрых вычислений при сохранении высокой точности. Эти требо-
вания могут быть выполнены с помощью современных облегченных архитектур ней-
ронных сетей, с одной стороны, и методов оптимизации вычислений для глубокого
обучения, с другой стороны.
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Вопрос 2. Какие подходы к решению соотвествующих задач
компьютерного зрения являются наиболее современными?

\bullet Использование современных архитектур кодировщиков признаков, достигающих наи-
лучшей точности при условии ориентации на работу в реальном времени.

\bullet Поиск наиболее эффективных комбинаций сверток и других операций, в том числе
блоков трансформеров и операций внимания.

\bullet Стратегия обучения и регуляризации модели может включать различные приемы:
кросс-аугментация данных, пакетная нормализации и мета-обучение для снижения
вычислительных затрат при сохранении высокой точности.

\bullet Быстрые модели решения задач обнаружения объектов и экземплярной сегментации
(модели реального времени) могут быть модифицированы с помощью различных ко-
дировщиков, обеспечивающих снижение вычислительной сложности при минималь-
ных потерях точности.

Вопрос 3. Какие параллельные архитектуры и методы оптимизации
используются при реализации сверточных нейронных сетей?

\bullet Наиболее популярным средством для реализации искусственных нейронных сетей в
научных и промышленных приложениях являются графические процессоры.

\bullet Для реализации архитектур и процессов их обучения большинство производителей
вычислительных устройств и разработчиков программного обеспечения вводят воз-
можности вычислений со смешанной и пониженной точностью, а также работы с
разреженными матрицами. Данная тенденция связана с попытками сократить время
выполнения вычислительных операций, а также уменьшить объем данных в памя-
ти. Это позволяет увеличить размер пакетов при обучении нейронных сетей, а также
обеспечить работу сетей на низкопроизводительных устройствах.

Сформулируем основные результаты нашего обзора.

\bullet Обзор посвящен проблемам использования систем компьютерного зрения для решения
задач оценки фрагментации горных пород и других аналогичных задач горнодобы-
вающей промышленности. Как показывают рассмотренные публикации, в настоящее
время иследователи в этой области продолжают использовать базовые устаревшие
подходы компьютерного зрения как с нейронными сетями глубокого обучения, так и
без них. Большинство этих подходов относится к работам, опубликованным до 2017
года.

\bullet Мы хотим обратить внимание читателей и исследователей на последние достижения в
области компьютерного зрения (с 2017 года по настоящее время) и на использование
этих результатов в задачах фрагментации горных пород.

\bullet Результаты обзора показывают, что в исследуемой области наиболее целесообразно
использовать подход глубокого обучения нейронных сетей для задач экземплярной
сегментации и обнаружения объектов в реальном времени с различными варианта-
ми кодировщиков признаков и решаюших подсетей. Выбор конкретной архитектуры,
плюсы и минусы различных подходов, а также рекомендации по их использованию
являются предметом отдельного исследования.

Подводя итоги, можно сделать вывод, что в области оценки фрагментации горных
пород и связанных с ней задач в горнодобывающей промышленности возможен значитель-
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ный прорыв по отношению к текущему состоянию области исследований. Перспективными
являются вопросы достижения компромисса между современным состоянием архитектур
компьютерного зрения с глубоким обучением и оптимизацией их работы для вычислитель-
ных устройств с помощью рассмотренных методов.

Исследование выполнено за счет совместного гранта Российского научного фонда и
Правительства Свердловской области №22-21-20051, https://rscf.ru/project/22-21-20051/.
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Evaluation of mining productivity, including the determination of the geometric dimensions of rock objects
in an open pit, is one of the most critical tasks in the mining industry. The problem of rock fragmentation is
usually solved using computer vision methods such as instance segmentation or semantic segmentation. Today,
deep learning neural networks are used to solve such problems for digital images. Neural networks require a lot of
computing power to process high-resolution digital images and large datasets. To address this issue, in literature,
lightweight architectural neural networks are proposed, as well as parallel computing using CPU, GPU, and
specialized accelerators. The review discusses the latest advances in the field of deep learning neural networks for
solving computer vision problems in relation to rock fragmentation and aspects of improving the performance of
neural network implementations on various parallel architectures.
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В статье исследован метод определения вектора движения по гиперплоскостям, ограничивающим допу-
стимый многогранник многомерной задачи линейного программирования на основе визуальных образов, по-
даваемых на вход нейронной сети прямого распространения. Алгоритм визуализации строит в окрестности
точки, расположенной на ограничивающей гиперплоскости, рецептивное поле. Для каждой точки рецептив-
ного поля вычисляется скалярное смещение до поверхности гиперплоскости. На основании вычисленного
смещения каждой точке рецептивного поля присваивается скалярная величина. Полученный визуальный
образ подается на вход нейронной сети прямого распространения, которая вычисляет на ограничивающей
гиперплоскости направление максимального увеличения целевой функции. В статье предложена усовер-
шенствованная форма крестообразного рецептивного поля. Описано построение обучающего множества на
основе случайно сгенерированных ограничивающих гиперплоскостей и целевых функций в многомерных
пространствах. Разработана масштабируемая архитектура нейронной сети с изменяемым числом скрытых
слоев. Произведен подбор гиперпараметров нейронной сети. В вычислительных экспериментах подтвер-
ждена высокая (более 98%) точность работы крестообразного рецептивного поля. Исследована зависимость
точности результатов нейронной сети от числа скрытых слоев и продолжительности обучения.

Ключевые слова: линейное программирование, метод поверхностного движения, искусственная ней-
ронная сеть, глубокое обучение.
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Введение

Одной из фундаментальных задач современной прикладной математики является зада-
ча линейного программирования (ЛП) с большим числом параметров [1]. Оптимизационные
модели, основанные на многопараметрической (многомерной) задаче ЛП встречаются в си-
стемах поддержки принятия решений в экономике [2, 3], в системах управления беспилотны-
ми летательными аппаратами [4], в управлении технологическими процессами [5–7], при по-
строении логистических цепочек [8–10], в оперативном управлении и планировании [11, 12].

До сих пор одним из наиболее распространенных способов решения задач ЛП был
класс алгоритмов, разработанных на основе симплекс-метода [13]. Было установлено,
что симплекс-метод эффективен для решения большого класса задач ЛП. В частности,
симплекс-метод эффективно использует преимущества любой гиперразреженности в за-
дачах ЛП [14]. Однако симплекс-метод обладает некоторыми фундаментальными особен-
ностями, которые ограничивают его использование для решения больших задач ЛП. Во-
первых, в определенных случаях симплекс-метод должен выполнять итерации по всем вер-
шинам симплекса, что соответствует экспоненциальной временной сложности [15–17]. Во-
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вторых, в большинстве случаев симплекс-метод успешно решает задачи ЛП, содержащие
до 50 000 переменных, однако при решении задач бо́льших размерностей часто наблюда-
ется потеря точности [18], которая не может быть компенсирована даже применением та-
ких мощных вычислительных процедур, как «аффинное масштабирование» или «итера-
тивное уточнение» [19]. В-третьих, в общем случае последовательный характер симплекс-
метода затрудняет распараллеливание в многопроцессорных системах с распределенной
памятью [20]. Были предприняты многочисленные попытки создать масштабируемую па-
раллельную реализацию симплекс-метода, но все они оказались безуспешными [21]. Во всех
случаях граница масштабируемости составляла от 16 до 32 процессорных узлов (см., на-
пример, [22]).

Хачиян доказал [23], используя вариант метода эллипсоидов (предложенный в 1970-х
годах Шором [24], Юдиным и Немировским [25]), что задачи ЛП могут быть решены за
полиномиальное время. Однако попытки применить этот подход на практике оказались
безуспешными, поскольку в подавляющем большинстве случаев метод эллипсоида демон-
стрировал гораздо худшую эффективность по сравнению с симплекс-методом. Позже Кар-
маркар [26] предложил алгоритм внутренней точки с полиномиальным временем, который
можно было использовать на практике. Этот алгоритм породил целую область современных
методов внутренней точки [27], которые способны решать большие задачи ЛП с миллионами
переменных и миллионами уравнений [28–32]. Более того, эти методы являются самокор-
ректирующимися, а следовательно, обеспечивают высокую точность вычислений. Общим
недостатком методов внутренней точки является необходимость найти некоторую допусти-
мую точку, удовлетворяющую всем ограничениям задачи ЛП, перед началом вычислений.
Нахождение такой внутренней точки может быть сведено к решению дополнительной за-
дачи ЛП [33].

В работе [34] предложен новый подход к решению задачи ЛП, названный «метод по-
верхностного движения». В основе метода лежит идея о том, что точка максимального
значения целевой функции (2) принадлежит границе допустимой области \Gamma (M), и опреде-
лить ее можно, двигаясь по поверхности многогранника постоянно в сторону максимального
увеличения целевой функции. В общих чертах алгоритм поверхностного движения состоит
из следующих шагов. В начале берется произвольная точка на границе допустимой обла-
сти задачи ЛП. Сделать это можно, в частности, при помощи фейеровских отображений
способом, описанным в статье [35]. Затем вычисляется вектор движения \bfitd по поверхности
допустимой области, соответствующий направлению максимального возрастания целевой
функции. После чего происходит движение в заданном направлении до ограничивающего
ребра. В этой точке вычисляется новый вектор \bfitd , и указанные шаги повторяются до тех пор,
пока вектор \bfitd не окажется нулевым. Статья [34] содержит доказательство, что сделать это
можно всегда за конечное число шагов. Проблема метода поверхностного движения состоит
в том, что не представлен конструктивный способ нахождения вектора \bfitd .

Решением проблемы с определением вектора \bfitd может стать сочетание искусственных
нейронных сетей (ИНС) с оригинальным методом визуализации многомерных задач ЛП,
предложенным в [36]. Известно, что нейронные сети прямого распространения демонстри-
руют впечатляющие результаты в задачах, связанных с распознаванием сложных визуаль-
ных образов. С другой стороны, в [36] приведен хорошо масштабируемый параллельный
алгоритм, позволяющий за конечное, заранее прогнозируемое время, строить визуальные
образы, доступные для обработки нейронными сетями. В настоящей статье исследован под-
ход, объединяющий технологию глубоких нейронных сетей с возможностями параллельных
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вычислений для нахождения вектора \bfitd , указывающего направление максимального увели-
чения целевой функции.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 кратко изложены основные поло-
жения метода визуализации задач ЛП и метода поверхностного движения, формирующие
теоретическую основу настоящего исследования. В разделе 2 описана новая структура ре-
цептивного поля, получившая название «крестообразная». Раздел 3 описывает разработку
архитектуры фундаментальной нейросетевой модели, вычисляющей вектор движения \bfitd по
гиперплоскостям, ограничивающим допустимую область. В разделе 4 приведены резуль-
таты вычислительных экспериментов. Заключение суммирует полученные результаты и
рассматривает возможные направления дальнейших исследований.

1. Теоретические основы

Рассмотрим основные положения метода визуализации многомерных задач ЛП [36] и
метода поверхностного движения [34]. В общем виде задачу линейного программирования
можно представить следующим образом:

\=\bfitx = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ \langle \bfitc ,\bfitx \rangle | A\bfitx \leqslant \bfitb ,\bfitx \in \BbbR n\} , (1)

где \bfitc \in \BbbR n, \bfitb \in \BbbR m, A \in \BbbR m\times n и \bfitc \not = \bfzero . Причем ограничение \bfitx \geqslant \bfzero входят в систему A\bfitx \leqslant \bfitb 

в форме  - xi \leqslant 0 для всех i \in \{ 1, 2, ..., n\} . Здесь вектором \bfitc обозначен градиент целевой
функции, максимум которой необходимо найти:

f(\bfitx ) = c1x1 + . . .+ cnxn. (2)

Обозначим через \scrP множество индексов, нумерующих строки матрицы A:

\scrP = \{ 1, \cdot \cdot \cdot ,m\} . (3)

Пусть \bfita i \in \BbbR n обозначает вектор, представляющий i-тую строку матрицы A. Мы пред-
полагаем, что \bfita i \not = \bfzero для всех i \in \scrP . Обозначим через \^Hi замкнутое полупространство,
определяемое неравенством \langle \bfita i,\bfitx \rangle \leqslant bi, а через Hi — ограничивающую его гиперплоскость:

\^Hi = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i,\bfitx \rangle \leqslant bi\} ; (4)

Hi = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i,\bfitx \rangle = bi\} . (5)

Целевая проекция точки \bfitz \in \BbbR n на гиперплоскость Hi вычисляется по формуле

\bfitgamma i(\bfitz ) = \bfitz + \beta i(\bfitz )\bfitc , (6)

где

\beta i(\bfitz ) =  - \langle \bfita i, \bfitz \rangle  - bi
\langle \bfita i, \bfitc \rangle 

\| \bfitc \| . (7)

При этом гиперплоскость Hi не должна быть параллельной к вектору \bfitc . Скалярная вели-
чина \beta i(\bfitz ) называется целевым смещением точки \bfitz относительно гиперплоскости Hi.

Определим допустимый многогранник

M =
\bigcap 

i\in \scrP 

\^Hi, (8)

Н.А. Ольховский

2023, т. 12, № 4 57



представляющий множество допустимых точек задачи ЛП (1). Заметим, что M в этом слу-
чае будет замкнутым выпуклым множеством. Мы будем предполагать, что M \not = \emptyset , то есть
задача ЛП (1) имеет решение. Обозначим через \Gamma (M) множество граничных точек много-
гранника M . Под граничной точкой множества M \subset \BbbR n понимается точка в \BbbR n, для которой
любая открытая ее окрестность в \BbbR n имеет непустое пересечение как с множеством M , так
и с его дополнением.

Целевой гиперплоскостью Hc(\bfitz ), проходящей через точку \bfitz , называется гиперплос-
кость, задаваемая формулой

Hc(\bfitz ) = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfitc ,\bfitx \rangle = \langle \bfitc , \bfitz \rangle \} . (9)

Полупространство \^Hi называется рецессивным [37], если

\langle \bfita i, \bfitc \rangle > 0. (10)

Определим
\scrI = \{ i \in \scrP | \langle \bfita i, \bfitc \rangle > 0\} , (11)

то есть \scrI представляет множество индексов, для которых полупространство \^Hi является
рецессивным. Поскольку допустимый многогранник M представляет собой ограниченное
множество, имеем

\scrI \not = \emptyset . (12)

Определим рецессивный многогранник

\^M =
\bigcap 

i\in \scrI 

\^Hi. (13)

Очевидно, что \^M является выпуклым, замкнутым, неограниченным множеством. Из (8)
и (11) следует

M \subset \^M. (14)

Обозначим через \Gamma ( \^M) множество граничных точек рецессивного многогранника \^M . Со-
гласно утверждению 3 в [37] имеем

\=\bfitx \in \Gamma ( \^M), (15)

то есть решение задачи ЛП (1) лежит на границе рецессивного многогранника \^M .
Целевая проекция \^\bfitgamma (\bfitz ) точки \bfitz \in \BbbR n на границу \Gamma ( \^M) рецессивного многогранника \^M

вычисляется по формуле
\^\bfitgamma (\bfitz ) = \bfitz + \^\beta (\bfitz )\bfitc , (16)

где \^\beta (\bfitz ) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} \{ \beta i(\bfitz ) | i \in \scrI \} . Скалярная величина \^\beta (\bfitz ) называется целевым смещением
точки \bfitz относительно границы рецессивного многогранника. На основе целевых смещений
строится цифровой образ задачи ЛП.

Метод поверхностного движения, описанный в [34], строит на поверхности допустимого
многогранника путь из произвольной граничной точки \bfitu (0) \in \^M \cap \Gamma (M) до точки \=\bfitx , являю-
щейся решением задачи ЛП (1). Перемещение по поверхности рецессивного многогранника
происходит в направлении наибольшего увеличения целевой функции. Реализация метода
поверхностного движения приведена в виде алгоритма 1 в [34].

Ключевым пунктом алгоритма является построение вектора движения \bfitd для текущего
приближения \bfitu (k) \in \^M \cap \Gamma (M). Рассмотрим его подробнее. Сначала строится n-мерный
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диск D, являющийся пересечением целевой гиперплоскости Hc

\bigl( 
\bfitu (k)

\bigr) 
, проходящей через

точку \bfitu (k), и n-мерного шара Vr

\bigl( 
\bfitu (k)

\bigr) 
малого радиуса r с центром в точке \bfitu (k).

D = Hc(\bfitu 
(k)) \cap Vr(\bfitu 

(k)). (17)

На гипердиске вычисляется точка \bfitv с максимальным смещением относительно границы
рецессивного многогранника \^M .

\bfitv = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ \^\beta (\bfitx ) | \bfitx \in D\} . (18)

Далее вычисляется точка \bfitw , являющаяся целевой проекцией \bfitv на границу рецессивного
многогранника.

\bfitw = \^\bfitgamma (\bfitv ). (19)

Отметим, что, согласно утверждению 4 из [34], мы всегда можем подобрать такой радиус r

для Vr

\bigl( 
\bfitu (k)

\bigr) 
, чтобы исходная точка \bfitu (k) и целевая проекция \bfitw принадлежали одной и той

же гиперплоскости. Вектор \bfitd движения по поверхности многогранника M , соответствую-
щий направлению наибольшего увеличения целевой функции, определяется как разность
целевой проекции \bfitw и точки \bfitu (k).

\bfitd = \bfitw  - \bfitu (k). (20)

Для практической реализации метода поверхностного движения необходим эффектив-
ный способ вычисления вектора \bfitd . Идея эффективного решения этой проблемы, предложе-
ная в работе [36], состоит в следующем: построить на суперкомпьютере визуальный образ
окрестности точки \bfitu (k) и передать его на вход глубокой нейронной сети, обученной выда-
вать координаты вектора \bfitd .

Для построения визуального образа задачи ЛП в [36] строится гиперкубическое рецеп-
тивное поля. Гиперкубическое рецептивное поле \frakG cube(\bfitz , \eta , \delta ) \subset Hc плотности \delta \in \BbbR >0 с
центром в точке \bfitz \in Hc и рангом \eta \in \BbbN представляет собой множество точек, являющих-
ся узлами гиперкубической решетки размерности n  - 1 с фиксированным расстоянием \delta 

между узлами, которая имеет 2\eta ячеек по каждому измерению. Общее количество точек в
гиперкубическом рецептивном поле вычисляется по формуле

Kcube = (2\eta + 1)n - 1. (21)

Пример гиперкубического рецептивного поля в пространстве \BbbR 3 приведен на рис. 1а.
Образом \frakI (\bfitz , \eta , \delta ), порожденным рецептивным полем \frakG (\bfitz , \eta , \delta ), является упорядочен-

ное множество вещественных чисел

\frakI (\bfitz , \eta , \delta ) =
\Bigl\{ 
\^\beta (\bfitg )

\bigm| \bigm| \bigm| \bfitg \in \frakG (\bfitz , \eta , \delta )
\Bigr\} 
. (22)

Полученный образ подается на вход глубокой нейронной сети (DNN). Правильно DNN вы-
числяет координаты вектора \bfitd .

\bfitd = DNN
\Bigl( 
\frakI (\bfitu (k), \eta , \delta )

\Bigr) 
. (23)

Основная проблема гиперкубического рецептивного поля состоит в том, что с увеличением
размерности пространства, число точек рецептивного поля в соответствии с формулой (21)
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Рис. 1. Две структуры рецептивного поля в пространстве \BbbR 3

растет экспоненциально. В следующем разделе предлагается другая конфигурация рецеп-
тивного поля, называемая крестообразной. Количество точек в такой конфинурации растет
линейно с ростом размерности.

2. Крестообразное рецептивное поле

Построим набор взаимно ортогональных векторов, включающих в себя \bfitc , следующим
образом:

\bfitc (0) = \bfitc = (c1, c2, c3, c4, . . . , cn - 1, cn);

\bfitc (1) =

\left\{ 
 
 

\Bigl( 
 - 1

c1

\sum n

i=2
c2i , c2, c3, c4, . . . , cn - 1, cn

\Bigr) 
, если c1 \not = 0;

(1, 0, . . . , 0), если c1 = 0;

\bfitc (2) =

\left\{ 
 
 

\Bigl( 
0, - 1

c2

\sum n

i=3
c2i , c3, c4, . . . , cn - 1, cn

\Bigr) 
, если c2 \not = 0;

(0, 1, 0, . . . , 0), если c2 = 0;

\bfitc (3) =

\left\{ 
 
 

\Bigl( 
0, 0, - 1

c3

\sum n

i=4
c2i , c4, . . . , cn - 1, cn

\Bigr) 
, если c3 \not = 0;

(0, 0, 1, 0, . . . , 0), если c3 = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

\bfitc (n - 2) =

\left\{ 
 
 

\Bigl( 
0, . . . , 0, - 1

cn - 2

\sum n

i=n - 1
c2i , cn - 1, cn

\Bigr) 
, если cn - 2 \not = 0;

(0, . . . , 0, 1, 0, 0), если cn - 2 = 0;

\bfitc (n - 1) =

\left\{ 
 
 

\Bigl( 
0, . . . , 0, - c2n

cn - 1
, cn

\Bigr) 
, если cn - 1 \not = 0;

(0, . . . , 0, 0, 1, 0), если cn - 1 = 0.

(24)

Легко видеть, что

\forall i, j \in \{ 0, 1, . . . , n - 1\} , i \not = j :
\Bigl\langle 
\bfitc (i), \bfitc (j)

\Bigr\rangle 
= 0.

В том числе

\forall i = 1, . . . , n - 1 :
\Bigl\langle 
\bfitc , \bfitc (i)

\Bigr\rangle 
= 0. (25)
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Утверждение 4 из [36] показывает, что линейное подпространство размерности (n - 1), по-
рождаемое ортогональными векторами c1, . . . , cn - 1, является гиперплоскостью, параллель-
ной гиперплоскости Hc. Обозначим через Ec следующий ортонормированный базис:

Ec =

\biggl\{ 
\bfite (i) =

\bfitc (i)

\| \bfitc \| 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| i \in \{ 1, . . . , n - 1\} 
\biggr\} 
. (26)

Определение 1. Крестообразным рецептивным полем \frakG cross(\bfitz , \eta , \delta ) \subset Hc плотности
\delta \in \BbbR >0 с центром в точке \bfitz \in Hc и рангом \eta \in \BbbN будем называть конечное упорядо-
ченное множество точек, расположенных на осях ортонормированного базиса Ec с центром
координат в точке \bfitz , определяющего линейное многообразие Hc, с фиксированным рас-
стоянием \delta между соседними точками. На каждой полуоси базиса располагается \eta точек.
Центр координат также включается в крестообразное рецептивное поле.

Крестообразное рецептивное поле может быть построено с помощью алгоритма 1. Про-
комментируем его шаги. На шаге 1 создается пустое множество точек \frakG . На шагах 2–19
цикл for на каждой итерации заполняет точками одну ось базиса Ec. На шагах 3–18 цикл
for создает одну точку. На шаге 4 инициализируется точка \bfits , все координаты которой за-
полнены нулями. Затем цикл for на шагах 5–16 вычисляет по очереди каждую координату
sj в базисе Ec и сохраняет ее в \bfits . Если номер координаты не совпадает с номером обраба-
тываемой оси, то такая координата равна 0 (шаги 6–7). Иначе sj присваивается координата
по оси \bfite (j) (шаги 8–14). Если точка расположена на отрицательной полуоси, то координате
по очереди присваиваются значения \{  - \eta , . . . , - 1\} (шаги 9–10); на положительной полуоси
координате присваиваются значения \{ 1, . . . , \eta \} (шаги 11–13). На шаге 15 вычисленная ко-
ордината добавляется к \bfits . По окончании записи всех координат в \bfits , на шаге 17 новая точка
со сдвигом \bfitz добавляется в множество точек рецептивного поля \frakG . После того, как множе-
ство точек сформировано, на шаге 20 к нему добавляется центральная точка поля. Шаг 21
завершает работу алгоритма.

Пример крестообразного рецептивного поля в пространстве \BbbR 3 приведен на рис. 1б.
Общее количество точек крестообразного поля вычисляется по формуле

Kcross = 2\eta (n - 1) + 1. (27)

Действительно, алгоритм 1 в цикле for на шагах 2–19 строит точки на каждой из n - 1 осей,
задаваемых векторами из Ec. На каждой оси во вложенном цикле for (шаги 3–18) от нулевой
точки строится \eta точек в положительном и \eta точек в отрицательном направлениях. Всего
получается 2\eta (n  - 1) точек. В завершение к получившемуся множеству точек на шаге 20
добавляется центральная точка. В сумме получаем 2\eta (n - 1) + 1.

Поскольку хранить постоянно весь массив точек нецелесообразно, на практике коорди-
наты точки можно вычислять динамически по ее номеру. Именно этот подход используется
при построении образа рецептивного поля в алгоритме 2.

Дадим краткие комментарии по шагам этого алгоритма. Шаг 1 инициализирует пустое
множество \frakI , которое будет содержать целевые смещения точек рецептивного поля. Затем
цикл for перебирает (шаги 2–19) все точки рецептивного поля, кроме центральной. На ша-
ге 3 вычисляется номер оси, на которой расположена точка. На шаге 4 вычисляется номер
точки на оси. На шагах 5–10 вычисляются координаты точки. На шаге 5 в качестве исходных
принимаются координаты центральной точки рецептивного поля. В зависимости от того,
расположена вычисляемая точка на отрицательной или положительной полуоси (шаг 6), к
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Алгоритм 1 Построение крестообразного рецептивного поля \frakG cross(z, \eta , \delta )

Require: \bfitz \in Hc, \eta \in \BbbN , \delta \in \BbbR >0

1: \frakG := \emptyset 
2: for t = 1 . . . n - 1 do
3: for i = 1 . . . 2\eta do
4: \bfits :=\bfzero 

5: for j = 1 . . . n - 1 do
6: if j \not = t then
7: sj = 0

8: else
9: if i \leqslant \eta then

10: sj :=(i - \eta  - 1)\delta 

11: else
12: sj :=(i - \eta )\delta 

13: end if
14: end if
15: \bfits := \bfits + sj\bfite 

(j)

16: end for
17: \frakG :=\frakG \cup \{ \bfits + \bfitz \} 
18: end for
19: end for
20: \frakG :=\frakG \cup \{ \bfitz \} 
21: stop

исходным координатам добавляется перемещение в отрицательную сторону (шаг 7), либо в
положительную (шаг 9). Центральная точка на этом этапе не обрабатывается, так как она
для всех осей общая. Далее на шагах 11–18 с помощью формулы (16) вычисляется целевое
смещение полученной точки рецептивного поля относительно границы рецессивного много-
гранника. После вычисления всех точек рецептивного поля, кроме центральной, на шаге 20
к образу добавляется еще одно смещение, равное нулю, так как центральная точка рецеп-
тивного поля всегда располагается на поверхности допустимого многогранника. Следующее
утверждение дает оценку временной сложности описанного алгоритма.

Утверждение 1. Алгоритм 2 имеет временную сложностью O(n2m).

Доказательство. Рассмотрим алгоритм 2. Шаги 5, 7, 9, 11 и 13 имеет временную слож-
ность O(n). Остальные шаги, за исключением операторов цикла for, имеют вычислитель-
ную сложность O(1). Количество итераций внутреннего цикла for (шаг 12) можно оценить
как O(m). Следовательно, шаги 12–17 имеют суммарную временную сложность O(nm).
Количество итераций внешнего цикла for (шаг 2) может быть оценено как O(n). Таким
образом, временная сложность алгоритма 2 в целом может быть оценена как O(n2m).
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Алгоритм 2 Построение крестообразного образа \frakI cross(\bfitz , \eta , \delta )

Require: \bfitz \in Hc, \eta \in \BbbN , \delta \in \BbbR >0

1: \frakI := \emptyset 
2: for k = 1 . . . 2\eta (n - 1) do
3: l := \lfloor (k  - 1)/2\eta \rfloor + 1

4: p :=(k  - 1) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2\eta + 1

5: \bfitg := \bfitz 

6: if p \leqslant \eta then
7: \bfitg := \bfitg + (p - \eta  - 1)\delta \bfite (l)

8: else
9: \bfitg := \bfitg + (p - \eta )\delta \bfite (l)

10: end if
11: \^\beta := - \langle \bfita 1, \bfitg \rangle  - b1

\langle \bfita 1, \bfitc \rangle 
\| \bfitc \| 

12: for i = 2 . . .m do
13: \beta i := - \langle \bfita i, \bfitg \rangle  - bi

\langle \bfita i, \bfitc \rangle 
\| \bfitc \| 

14: if \beta i \leqslant \^\beta then
15: \^\beta :=\beta i

16: end if
17: end for
18: \frakI :=\frakI \cup \{ \^\beta \} 
19: end for
20: \frakI :=\frakI \cup \{ 0\} 
21: stop

3. Построение нейронной сети для движения
по гиперплоскости

Пусть в \BbbR n заданы случайный вектор \bfita и гиперплоскость H\bfita , ортогональная вектору \bfita .
Без ограничения общности мы можем полагать, что гиперплоскость H\bfita проходит через
нулевой вектор:

H\bfita = \{ \bfitx \in \BbbR n | \langle \bfita ,\bfitx \rangle = \bfzero \} . (28)

Зададим произвольный вектор \bfitc такой, что

\langle \bfita , \bfitc \rangle > 0. (29)

Гиперплоскость H\bfita представляет собой случайную грань некоторого допустимого много-
гранника M , а вектор \bfitc — градиент случайной целевой функции. При этом полупростран-
ство \^H\bfita , задаваемое формулой

\^H\bfita = \{ \bfitx \in \BbbR n | \langle \bfita ,\bfitx \rangle \leqslant 0\} , (30)

является рецессивным по отношению к вектору \bfitc . Очевидно, что в контексте задачи ЛП
M \subset \^H\bfita и H\bfita \cap \Gamma (M) \not = \emptyset .
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Для построения цифрового образа гиперплоскости H\bfita , используем целевую гиперплос-
кость в точке \bfzero :

H\bfitc (\bfzero ) = \{ \bfitx \in \BbbR n | \langle \bfitc ,\bfitx \rangle = \bfzero \} . (31)

Воспользовавшись (24) и (26), сформируем базис E\bfitc \subset H\bfitc (\bfzero ). С помощью алгоритма 4
из [36] построим гиперкубический образ \frakI cube(\bfzero , \eta , \delta ), и с помощью алгоритма 2, описанного
выше, построим крестообразный образ \frakI cross(\bfzero , \eta , \delta ). Далее мы будем обозначать эти образы
как \frakI cube и \frakI cross. С помощью функции

\varphi \frakI (\rho ) = 511(\rho  - \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(\frakI ))/(\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\frakI ) - min(\frakI )) - 256 (32)

выполним нормализацию обоих образов:

\=\frakI cube = \{ \varphi \frakI cube(\rho ) | \rho \in \frakI cube\} , (33)

\=\frakI cross = \{ \varphi \frakI cross(\rho ) | \rho \in \frakI cross\} . (34)

Для построения обучающего множества необходимо сопоставить нормализованному об-
разу правильный вектор движения \bfitd \bfita по гиперплоскости H\bfita . Обозначим через \pi \bfita (\bfitc ) орто-
гональную проекцию вектора \bfitc на гиперплоскость H\bfita :

\pi \bfita (\bfitc ) = \bfitc  - \langle \bfita , \bfitc \rangle 
\| \bfita \| 2

\bfita . (35)

Очевидно, что ортогональная проекция \pi \bfita (\bfitc ) указывает направление максимального уве-
личения значения целевой функции на гиперплоскости H\bfita . Таким образом

\bfitd \bfita = \pi \bfita (\bfitc ). (36)

В качестве правильного ответа вместо n координат вектора \bfitd \bfita в \BbbR n будем указывать n - 1

координату в базисе E\bfitc . Обозначим через \bfitg \bfita \in H\bfitc ортогональную проекцию вектора \bfitd \bfita на
гиперплоскость H\bfitc :

\bfitg \bfita = \bfitd \bfita  - \langle \bfitc ,\bfitd \bfita \rangle 
\| \bfitc \| 2

\bfitc . (37)

Используя (36) и (35), данную формулу можно преобразовать к виду

\bfitg \bfita =
\langle \bfitc ,\bfita \rangle 
\| \bfitc \| 2

\bfitc  - \bfita . (38)

Коэффициентом угла наклона вектора \bfitg \bfita к базисному вектору \bfite (i) назовем косинус угла
между векторами \bfitg \bfita и \bfite (i):

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha i =

\bigl\langle 
\bfite (i), \bfitg \bfita 

\bigr\rangle 

\| \bfitg \bfita \| 
. (39)

Взятые вместе, коэффициенты углов наклона образуют вектор правильного ответа

\bfity \bfita =

\Biggl( \bigl\langle 
\bfite (1), \bfitg \bfita 

\bigr\rangle 

\| \bfitg \bfita \| 
, . . . ,

\bigl\langle 
\bfite (n - 1), \bfitg \bfita 

\bigr\rangle 

\| \bfitg \bfita \| 

\Biggr) 
. (40)

Для настройки оптимальных гиперпараметров нейронной сети была разработана гипер-
модель, представленная на рис. 2. Эта гипермодель включает входной слой, блок скрытых
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Рис. 2. Архитектура гипермодели

Таблица 1. Параметры рецептивного поля

Параметр Семантика Значение
n размерность пространства 10
\eta ранг рецептивного поля 5
\delta расстояние между соседними точками 1
Kcube число точек рецептивного поля 91

слоев и выходной слой. Блок скрытых слоев состоит из первого скрытого слоя, переменного
числа средних скрытых слоев и последнего скрытого слоя. Все слои являются полностью
связанными (dense connection). Выбор функции активации для всех слоев осуществлялся из
набора \{ ReLU, sigmoid, tanh\} . Входной слой имеет K нейронов, соответствующих точкам
используемого рецептивного поля. Выходной слой имеет n - 1 нейронов, соответствующих
числу коэффициентов углов наклона вектора \bfitg \bfita .

Подбор гиперпараметров выполнялся на обучающем множестве, сгенерированном в
пространстве \BbbR 10 с конфигурацией рецептивного поля, представленной в табл. 1. Для гене-
рации случайных координат векторов \bfita и \bfitc использовалось стандартное нормальное распре-
деление. Число нейронов для скрытых слоев подбиралось из набора \{ 1024, 2048, 4096, 8192\} .
Количество средних скрытых слоев подбиралось из набора \{ 0, 1, ..., 8\} . Заметим, что мак-
симально возможное число скрытых слоев при таком выборе параметров равнялось 10, что
соответствует заданной размерности пространства n = 10.

Основываясь на представленной гипермодели, был выполнен байесовский поиск опти-
мального набора гиперпараметров с использованием платформы W&B [38]. При обучении
был использован оптимизатор RMSProp [39]. Размер блока обучающих прецедентов (batch
size) равнялся 128. В качестве функции потерь (loss) была использована косинусная мера
(cosine similarity)

CS =  - 
\sum n - 1

k=1(\bfitalpha k \cdot \bfity k)\sqrt{} \sum n - 1
k=1 \bfitalpha 

2
k \cdot 
\sqrt{} \sum n - 1

k=1 \bfity 
2
k

. (41)
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Рис. 3. Архитектура нейронной сети

Здесь \bfitalpha k — это значения коэффициентов наклона, предсказанные нейронной сетью, \bfity k —
коэффициенты наклона, рассчитанные на основе формулы (40). Набор обучающих данных
из 100 000 прецедентов был разделен следующим образом:

\bullet обучающая выборка: 80000 элементов;
\bullet тестовая выборка: 15000 элементов;
\bullet валидационная выборка: 5000 элементов.
Для обучения и тестирования нейронных сетей использовался комплекс «Нейрокомпью-

тер» Южно-Уральского государственного университета [40], оборудованный графическими
процессорами nVidia Tesla V100. Обучение производилось при помощи библиотек keras и
TensorFlow. В результате была получена глубокая ИНС, архитектура которой представле-
на на рис. 3. Для оценки качества работы нейронных сетей была использована оригиналь-
ная модификация средней абсолютной ошибки, получившая название «средняя абсолютная
нормализованная ошибка» MANE (mean absolute normalized error):

MANE =
1

n
\cdot 

n\sum 

i=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
yi
\| \bfity \|  - \alpha i

\| \bfitalpha \| 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| . (42)

Создание обучающего множества и обучение искусственной нейронной сети произво-
дилось по схеме, представленной на рис. 4. Сначала программа генерации случайных ги-
перплоскостей, приняв в качестве входного параметра число Q, генерирует Q пар \{ \bfita , \bfitc \} ,
где каждая пара состоит из случайного вектора \bfita , определяющего гиперплоскость (28) и
случайного вектора целевой функции \bfitc . Массив сгенерированных данных помещается в
файл, передаваемый программе визуализации. Визуализатор принимает входные парамет-
ры, определяющие положение точек рецептивного поля:

\bullet ранг рецептивного поля \eta ;
\bullet плотность рецептивного поля \delta ;
\bullet форма рецептивного поля cube (гиперкубическое) или cross (крестообразное).

В результате работы визуализатора формируется файл прецедентов, содержащий Q строк.
В каждой строке записаны K нормализованных по формуле (32) коэффициентов, форми-
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cube/cross – конфигурация

Рис. 4. Архитектура программного комплекса для построения обучающего множества

рующих образ \=\frakI , и n - 1 коэффициентов угла наклона, формирующих вектор правильного
ответа \bfity \bfita .

4. Вычислительные эксперименты

В первой серии экспериментов исследовалось влияние конфигурации и числа точек
рецептивного поля на точность работы ИНС. На основе архитектуры, представленной на
рис. 3, были построены 10 нейронных сетей, отличающихся числом входных нейронов. Чис-
ло входных нейронов соответствовало гиперкубической и крестообразной конфигурациям
рецептивного поля. Для каждой конфигурации перебиралось значение ранга \eta от 1 до 5. Ре-
зультаты представлены на рис. 5. На графиках видно, что крестообразное рецептивное поле
незначительно уступает в точности гиперкубическому. При этом для размерности n = 4

наилучшие результаты крестообразное поле демонстрирует, начиная с ранга 2 (рис. 5б).
Гиперкубическое рецептивное поле для этой размерности демонстрирует наилучший ре-
зультат также при ранге 2, однако дальнейшее увеличение ранга приводит к ухудшению
точности (рис. 5а). Основываясь на полученных результатах, для дальнейших экспери-
ментов с задачами больших размерностей было выбрано крестообразное рецептивное поле
ранга 5.

Во второй серии вычислительных экспериментов была исследована зависимость точно-
сти ИНС от числа скрытых слоев. Для пространств \BbbR 10 и \BbbR 30 был построен набор нейрон-
ных сетей на основе архитектуры, представленной на рис. 3, для которых число скрытых
слоев варьировалось от 2 до n. Результаты представлены на рис. 6. Для размерности 10 чис-
ло скрытых слоев практически не влияет на точность работы ИНС (рис. 6а). Однако для
размерности 30 лучший результат показывает ИНС с пятью скрытыми слоями (рис. 6б).

В третьей серии экспериментов была предпринята попытка улучшить точность работы
ИНС за счет увеличения времени обучения. Были протестированы ИНС для пространств
\BbbR 10 и \BbbR 30. Обучение нейронной сети в \BbbR 10 происходило на протяжении 900 эпох, в про-
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Рис. 5. Зависимость точности от конфигурации и ранга рецептивного поля в \BbbR 4
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Рис. 6. Зависимость точность ИНС от числа скрытых слоев

странстве \BbbR 30 — 800 эпох. И в том и в другом случае время обучения составило 60 мин.
Результаты представлены на рис. 7. Обращает на себя внимание тот факт, что в \BbbR 10 мак-
симальная точность достигается на 400 эпохе и далее существенно уже не меняется. В \BbbR 30

точность увеличивалась практически линейно вплоть до 800 эпохи. Таким образом, мож-
но сделать предположение, что с ростом размерности пространства время обучения ИНС
существенно увеличивается.
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Рис. 7. Зависимость точность ИНС от количество эпох обучения
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Заключение

В настоящей работе исследован метод, позволяющий при помощи глубокой нейрон-
ной сети прямого распространения вычислять направление движения по гиперплоскостям,
ограничивающим допустимый многогранник задачи ЛП. Вычисляемое направление движе-
ния соответствует максимальному увеличению значений целевой функции. Улучшен ранее
разработанный метод визуализации поверхности многогранника. Представлена новая кре-
стообразная конфигурация рецептивного поля, позволяющая избежать экспоненциального
роста числа точек визуализации при увеличении размерности задачи ЛП. Для крестообраз-
ной конфигурации рецептивного поля разработан метод генерации обучающих прецедентов,
по которому созданы обучающие наборы данных, визуализирующие положение случайных
гиперплоскостей и целевых векторов в пространствах размерности до 30 включительно. С
использованием обучающих наборов разработана масштабируемая архитектура глубокой
ИНС с изменяемым числом скрытых слоев и проведены несколько серий вычислительных
экспериментов. Результаты экспериментов свидетельствуют о том, что предложенная кре-
стообразная конфигурация рецептивного поля с точки зрения точности результатов, выда-
ваемых ИНС, практически не отличается от гиперкубической конфигурации. Испытания
крестообразного рецептивного поля показали, что точность основанной на нем ИНС не за-
висит от числа скрытых слоев. Точность более 98% по метрике MANE достигается в \BbbR 10

и \BbbR 30 ИНС с двумя скрытыми слоями на 50 эпохе. Установлено, что для крестообразной
конфигурации наилучшая точность достигается при ранге 3 и с дальнейшим увеличением
ранга существенно не изменяется. Скорость обучения зависит от размерности пространства.
В \BbbR 10 наилучший результат достигается на 400 эпохе обучения и в дальнейшем не изменя-
ется. В \BbbR 30 до 800 эпохи точность продолжает расти линейно и достигает значения 99.06%.

В качестве направления дальнейших исследований отметим следующие шаги, реализа-
ция которых позволит построить принципиально новый способ решения многомерных задач
линейного программирования.

\bullet Разработка нейросетевой модели для вычисления вектора \bfitd в точке, лежащей на реб-
ре — многообразии размерности n - k, образованном пересечением k гиперплоскостей.

\bullet Разработка ансамбля нейросетевых моделей для вычисления вектора \bfitd в любой точке
допустимого многогранника размерности n.

\bullet Исследование возможности применения сверточных нейронных сетей при распозна-
вании сложных структур на поверхности допустимого многогранника.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-21-00356).
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The article explores a method for determining the motion vector from hyperplanes that bound the feasible
polytop of a multidimensional linear programming problem. The method is based on visual images fed to the
input of a feedforward neural network. The visualization algorithm constructs a receptive field in the vicinity
of a point located on the bounding hyperplane. For each point of the receptive field, the scalar bias to the
hyperplane surface is calculated. Based on the calculated bias, each receptive field point is assigned with a scalar
value. The resulting visual image is fed to the input of a feed-forward neural network, which calculates the
direction of maximum increase in the objective function on the bounding hyperplane. The article proposes an
improved form of the cross-shaped receptive field. The construction of a training set based on randomly generated
bounding hyperplanes and objective functions in multidimensional spaces is described. A scalable neural network
architecture with a variable number of hidden layers has been developed. The hyperparameters of the neural
network were selected. Computational experiments confirmed the high (more than 98%) accuracy of the cross-
shaped receptive field. The dependence of the accuracy of the neural network results on the number of hidden
layers and the duration of training was studied.
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В параллельных планировщиках задач, работающих по стратегии work-stealing, каждый процессор име-
ет свой дек задач. Один конец дека используется для добавления и извлечения задач только владельцем,
а другой — для перехвата задач другими процессорами. В статье предлагается обзор методов управления
work-stealing деками, которые используются при реализации work-stealing планировщиков параллельных
задач, а также представлено описание поставленных и решенных нашим коллективом задач оптимального
управления деками для стратегии work-stealing. Принцип алгоритмов оптимального управления деками в
двухуровневой памяти заключается в том, что при переполнении выделенного участка быстрой памяти
происходит перераспределение элементов (задач) дека между уровнями памяти. В быстрой памяти оста-
ются элементы из концов дека, так как с ними будет происходить работа в ближайшее время, а элементы
средней части дека хранятся в медленной памяти. В таком случае необходимо определить оптимальное ко-
личество элементов, которое нужно оставить в быстрой памяти, в зависимости от критерия оптимальности
и параметров системы.

Ключевые слова: имитационные и марковские модели оптимального управления структурами дан-
ных, оптимальное кэширование деков, оптимальное управление work-stealing деками, оптимизация work-
stealing планировщиков, управляемые случайные блуждания.
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Введение

Дек (от англ. deque — double ended queue) — это структура данных, в которой добавле-
ние новых элементов и удаление существующих производится с обоих концов (рис. 1). Дек
поддерживает FIFO- и LIFO-операции, поэтому с помощью дека можно реализовать как
стек, так и очередь.

Рис. 1. Дек
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В параллельных планировщиках задач, работающих по стратегии work-stealing, каж-
дый процессор имеет свой дек (deque) задач. Один конец дека используется для добавления
и извлечения задач только владельцем, а другой — для перехвата задач другими процес-
сорами. Когда процессор создает новую задачу, он добавляет задачу в свой дек; когда
процессору нужна задача, он берет задачу из дека. Если процессор узнает, что его дек пуст,
он перехватывает задачи у другого процессора. Добавление и удаление элементов (задач
или указателей на задачи) выполняется на одном конце дека, который работает как LIFO-
стек, а перехват (кража) элементов происходит на другом конце дека — как в FIFO-очереди
(рис. 2).

Рис. 2. Work-stealing дек

В данной статье предлагается обзор методов управления work-stealing деками, которые
используются при реализации work-stealing планировщиков параллельных задач, а также
представлено описание поставленных и решенных нашим коллективом задач оптимального
управления work-stealing деками. Принцип алгоритмов оптимального управления деками в
двухуровневой памяти заключается в том, что при переполнении отведенного деку участ-
ка быстрой памяти происходит перераспределение элементов между уровнями памяти: в
быстрой памяти остаются элементы из концов дека, так как с ними будет происходить ра-
бота в ближайшее время, а элементы средней части дека хранятся в памяти второго уровня
(рис. 3).

Рис. 3. Work-stealing дек в двухуровневой памяти

Основной целью наших работ по этой тематике являлось построение и анализ математи-
ческих и имитационных моделей с целью оптимизации работы с деками, расположенными
в общей многоуровневой памяти. Параметрами для этих моделей являются число деков,
вероятности операций с деками на каждом шаге дискретного времени (возможно как по-
следовательное,так и параллельное выполнение операций), размеры памяти всех уровней,
временные характеристики операций работы с деками в разных уровнях памяти. В качестве
критериев оптимальности рассматривались максимизация суммы средних времен работы
каждого дека до перераспределения памяти, максимизация наименьшего среднего времени
работы каждого дека до перераспределения памяти, минимизация суммы средних затрат на
перераспределения памяти, возникающие в случае переполнения или опустошения быстрой
памяти каждым деком.
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Традиционно деки разрабатываются с предположением, что указатели задач хранятся
в этих структурах данных, а объекты задач находятся в куче памяти. Путем изменения
организации деков задач так, чтобы они могли содержать объекты задач вместо указателей,
удалось повысить производительность более чем в 2.5 раза для приложений, привязанных
к ЦП, и уменьшить количество промахов кэша последнего уровня на 30% по сравнению с
work-stealing планировщиками Intel Threading Building Blocks и Intel/MIT Cilk.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 дан обзор статей, в которых опи-
саны различные методы балансировки задач в многопроцессорных системах. В разделе 2
представлены задачи оптимального управления деками для стратегии work-stealing, решен-
ные нашим коллективом, а так же описание реализации экспериментального динамического
work-stealing планировщика. В заключении приводится краткая сводка результатов, полу-
ченных в работе, и указаны направления дальнейших исследований.

1. Методы балансировки задач в многопроцессорных
системах

Стратегии балансировки параллельных вычислений разделяют на статические и ди-
намические [1]. Статическая балансировка используется, когда известны все свойства и
особенности выполняемых задач. В этом случае можно заранее определить оптимальное
расписание задач (например, минимизировать среднее время решения). Такие задачи счи-
таются NP-полными [2] и встречаются достаточно редко. При динамической балансировке
планировщик во время работы использует некую относительно простую стратегию балан-
сировки, которая дает результат близкий к оптимальному (например, наименьшее время
выполнения задачи) [3]. В свою очередь, в динамической балансировке выделяют централи-
зованную, когда есть специальный поток для распределения работы между другими потока-
ми, и нецентрализованную [4, 5]. При нецентрализованной балансировке у каждого потока
имеется своя очередь задач (подпрограмм) для выполнения и потоки сами осуществляют
распределение. Например, поток, у которого слишком много задач, может их перераспреде-
лить между другими потоками (метод «work-dealing» [6, 7]). Если у потока заканчиваются
задачи для выполнения, он их запрашивает (метод «work-requesting» [8]) или перехватывает
(метод «work-stealing» [9]) у другого потока.

Теоретически доказано [9], что стратегия work-stealing дает распределение задач близ-
кое к оптимальному (минимизация времени выполнения задачи), и на практике она себя
также зарекомендовала [10]. Ее реализацию можно встретить во многих планировщиках
задач, например, Cilk [11], dotNET TPL [12], X10 [13] и других. В этом методе балансиров-
ки нагрузки каждый процессор решает ряд задач, указатели на которые хранятся в деке
этого процессора. Когда процессор создает новую задачу, он добавляет указатель на задачу
в свой дек; когда процессору нужна задача, он берет указатель на задачу из вершины дека.
Если процессор узнает, что его дек пуст, он перехватывает указатели на задачи у другого
процессора. Первые две операции выполняются как в LIFO-стеке, а перехват происходит из
основания дека — как в FIFO-очереди. В терминологии Д. Кнута такая структура данных
называется деком с ограниченным входом [14]. Количество элементов, извлекаемых за один
перехват, может различаться. Так, в [15] предлагалось перехватывать один элемент, в [6] —
половину элементов.

Механизм балансировки загрузки применяется в многопроцессорных системах и вы-
числительных сетях. Для повышения эффективности «work-stealing» метода балансировки
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загрузки исследуют способы реализации и управления структурами данных. На основе это-
го метода разрабатываются различные планировщики задач. Например, в [15] исследуется
проблема эффективного планирования структурированных многопоточных вычислений на
параллельных компьютерах, предлагается планировщик с перехватом работы для много-
поточных вычислений с зависимостями.

В работе [16] авторы разделяют методы балансировки нагрузки параллельных задач на
статическую и динамическую, а также предлагают стратегию динамической балансировки
нагрузки для однородной многопроцессорной системы и применяют ее к сети, называемой
сетью Folded Crossed Cube. Результаты экспериментов показывают, что вместе со време-
нем выполнения достигается меньший коэффициент дисбаланса нагрузки. В статье [17]
рассмотрено применение теоретических результатов к задаче балансировки нагрузки в сто-
хастических динамических сетях с неполной информацией о текущих состояниях агентов
и изменяющимся набором каналов связи. Установлены условия достижения оптимального
уровня балансировки нагрузки. Производительность системы оценивается как аналитиче-
ски, так и путем моделирования.

В статье [18] исследуются интерактивные веб-сервисы, которые все чаще управляют
критически важными бизнес-задачами, такими как поиск, реклама, игры, покупки и фи-
нансы. Показано, как обобщить кражу работы, которая используется для минимизации
времени выполнения одного параллельного задания, для оптимизации целевой задержки в
интерактивных сервисах с несколькими параллельными запросами. Авторы разрабатыва-
ют новый адаптивный метод кражи задач — метод контроля хвостов, который уменьшает
количество запросов, не достигающих целевой задержки. Этот подход реализуется в биб-
лиотеке Intel Threading Building Blocks и оценивается на различных рабочих нагрузках.
Метод контроля хвостов существенно снижает количество запросов, превышающих жела-
емую целевую задержку, и обеспечивает относительное улучшение до 58% по сравнению с
различными базовыми методами.

В работе [19] анализируется Intel Threading Building Blocks — библиотека C++ для
параллельного программирования. Шаблоны библиотеки для общих параллельных цик-
лов построены на вложенном параллелизме и планировщике, перехватывающем задачи. В
статье обсуждаются способы оптимизации, в которых алгоритм для оптимизации работы
учитывает данные о кражах задач.

В статье [20] авторы утверждают, что кража задач — это эффективный метод реали-
зации балансировки нагрузки при детальном параллелизме задач. Обычно для этой цели
используются параллельные деки. Недостатком многих параллельных деков является то,
что они требуют дорогостоящих ограничений памяти для локальных операций с деками.
В этой статье предлагается новый неблокирующий дек для кражи задач, основанный на
разделенной очереди задач. В деке используется динамическая точка разделения между
общей и частной частями дека. Авторы представляют «Lace» — реализацию кражи задач
с интерфейсом, похожим на work-stealing библиотеку кражи задач Wool [21].

В статье [22] основное внимание уделяется многоядерным алгоритмам ветвей и границ
для решения крупномасштабных задач оптимизации на основе перестановок. Исследуется
пять стратегий кражи задач с новой структурой данных, которая называется целочисленно-
векторной матрицей. В этих стратегиях каждый поток имеет частную матрицу, позволя-
ющую локально управлять набором подзадач. Стратегии различаются способом выбора
потока-жертвы и степенью детализации украденных задач. Результаты оценки эффектив-

Е.А. Аксёнова, А.В. Соколов

2023, т. 12, № 4 79



ности подхода на основе целочисленно-векторной матрицы показали, что предложенный
алгоритм кражи задач превосходит алгоритм кражи на основе связанных списков по про-
цессорному времени, использованию памяти и количеству выполняемых операций кражи.

В работе [23] представлены три структуры данных без блокировок для распределения
приоритетных задач: приоритетная структура с кражей задач, централизованная с расслаб-
ленной семантикой и гибридная, сочетающая обе концепции. На примере задачи поиска в
графе кратчайшего пути от одной вершины (SSSP, Single Source Shortest Path) показано, как
различные подходы влияют на расстановку приоритетов, и предоставлены верхние грани-
цы количества проверенных узлов. Авторы утверждают, что распределение приоритетных
задач обеспечивает интуитивно понятный и простой способ распараллеливания проблемы
SSSP, которая является сложной задачей. Экспериментальные данные подтверждают хо-
рошую масштабируемость полученного алгоритма.

В работе [24] предлагается планировщик (LAWS, Locality-Aware Work-Stealing), кото-
рый использует общую кэш-память и систему памяти NUMA. В LAWS распределитель
задач с балансировкой нагрузки используется для равномерного разделения и хранения
набора данных программы на всех узлах памяти и выделения задачи интерфейсу, в кото-
ром узел локальной памяти хранит свои данные. Для балансировки нагрузки применяется
трехуровневый планировщик с кражей задач. Результаты экспериментов показывают, что
LAWS может повысить производительность программ, связанных с памятью, до 54.2% по
сравнению с традиционными work-stealing планировщиками.

Асимметричные многоядерные архитектуры (AMC, Asymmetric Multi-Core), в которых
ядра разных процессоров имеют разную производительность и энергопотребление, широко
используются от крупных центров обработки данных до мобильных смартфонов из-за их
высокой производительности и энергоэффективности. Однако существующие способы рас-
пределения задач часто приводят к низкой производительности параллельных программ
на новых архитектурах AMC из-за несбалансированной рабочей нагрузки, кэш-промахов и
удаленного доступа к памяти. Чтобы решить эту проблему, авторы [25] предлагают систе-
му выполнения (SAWS, Selective Asymmetry-aware Work-Stealing), которая может сократить
удаленный доступ к памяти, одновременно распределяя рабочую нагрузку между асиммет-
ричными ядрами. SAWS состоит из планировщика задач с учетом асимметричности и пла-
нировщика выбора кражи задач. Планировщик задач с учетом асимметричности правильно
распределяет задачи по асимметричным процессорам, чтобы большинство задач могли по-
лучить доступ к данным из узла локальной памяти, а рабочая нагрузка балансировалась
в соответствии с вычислительными возможностями различных процессоров. После этого
используется планировщик выбора кражи задач для дальнейшей балансировки рабочей
нагрузки во время выполнения. Результаты экспериментов на реальной системе показыва-
ют, что SAWS повышает производительность программ, связанных с памятью, до 59.3% по
сравнению с традиционными work-stealing планировщиками в архитектурах AMC.

В статье [26] представлен масштабируемый планировщик с адаптивным алгоритмом
кражи задач (SLAW, Scalable Locality-aware Adaptive Work-stealing scheduler), который вы-
бирает способ распределения каждой задачи во время выполнения. Планировщик SLAW
также устанавливает ограничения на использование стека и кучи, необходимые для хране-
ния задач.

В работе [27] разработаны модели и проведен анализ нескольских рандомизирован-
ных алгоритмов кражи работы в динамических условиях. С помощью дифференциальных
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уравнений в этих моделях показано предельное поведение систем при возрастании числа
процессоров до бесконечности. Этот подход дает возможность моделировать разные систе-
мы и обеспечивать точные численные аппроксимации поведения системы даже тогда, когда
количество процессоров относительно невелико.

В [28] предлагается новый механизм оптимизации планировщиков путем сбора инфор-
мации во время выполнения программы. С этой целью, используется матрица взаимодей-
ствия потоков (TIM, Thread-Interaction Matrix), в которой хранится статистика взаимодей-
ствия потоков.

2. Модели оптимального управления work-stealing деками

В [29] описана реализация экспериментального динамического work-stealing планиров-
щика. Параллельные планировщики задач, работающие по стратегии work-stealing, дают
распределение задач близкое к оптимальному, и при этом обладают низкими накладными
расходами по времени, используемой памяти и межпроцессорным синхронизациям. Основ-
ная идея этой стратегии: когда у процессора заканчиваются задачи для выполнения, он
их забирает (крадет) у другого процессора. Один из недостатков этой стратегии — боль-
шое количество краж, возникающих при выполнении относительно маленьких задач. В этой
статье описана реализация work-stealing планировщика на языке C++, в которой возможно
извлекать определенное количество задач за одну кражу, и предложен способ оценки веро-
ятностей операций, выполняющихся в планировщике. Такая модификация при правильном
выборе количества украденных задач позволяет значительно уменьшить общее количество
краж.

Для представления динамических деков в памяти используются разные способы. Мож-
но воспользоваться методом «связное представление» [30]. Модель такого метода будет схо-
жа с уже построенной моделью связного представления стеков и очередей [31]. Можно ис-
пользовать способ двухсвязного страничного представления [32]. Математическая модель
для такого представления деков будет близка к разработанной модели для других структур
данных [27], только для стеков и очередей достаточно иметь односвязный список страниц.
Также, возможно представление параллельных структур в общей памяти (которая заранее
не делится), когда они двигаются друг за другом по кругу, начиная с некоторого началь-
ного места в памяти. Этот метод работы был предложен в [33] и анализировался в [34, 35]
для FIFO-очередей. Использование этого метода для work-stealing деков было запатентова-
но [36].

Отметим, что среди многоядерных архитектур есть архитектуры без кэш-памяти. На-
пример, в архитектуре AsAP-II каждое ядро имеет два FIFO-буфера, а в архитектуре
SEAforth — два стека (для хранения данных и адресов возврата). В этих архитектурах оче-
реди и стеки реализованы циклически и отделены друг от друга с возможностью потери
элементов из-за переполнения. Но в наших работах исследуются ситуации, когда для хране-
ния нескольких структур данных используется разделяемая память. В некоторых случаях
это может свести к минимуму количество потерянных элементов. На основе этих архитектур
аппаратно могут быть реализованы work-stealing деки. В этом случае важно исследовать
оптимальную организацию двух деков, а затем, в случае произвольного количества ядер,
можно получить желаемые чипы, составив их из «двухдековых». В [37] рассмотрена задача
и предложена математическая модель оптимального разбиения памяти одного уровня для
двух work-stealing деков.
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В [38] представлен анализ математических моделей процесса работы с двумя цикличе-
скими деками, расположенными в общей памяти. Параметрами этих моделей являются
вероятности операций на каждом шаге дискретного времени (возможно как последова-
тельное, так и параллельное выполнение операций). Модели строятся в виде случайных
блужданий по целочисленной решетке на плоскости. На основе вышеупомянутых моделей
решены задачи оптимального разделения памяти при некоторых стратегиях перехвата эле-
ментов. В качестве критерия оптимальности рассматривается максимальное среднее время
до переполнения памяти. Проведены статистические исследования по оценке вероятностей
операций работы с деками для нескольких типов задач, выполняемых в реализованном
планировщике — вычисление чисел Фибоначчи с помощью рекурсии, задача о рюкзаке,
решаемая методом ветвей и границ, умножение матриц, сортировка слиянием, обход гра-
фа задач. Для полученных вероятностей операций работы с деками проведены численные
эксперименты по анализу разработанных моделей. Разработаны алгоритмы и программы
на языке C для построения матриц переходных вероятностей P при произвольных значе-
ниях m (размер быстрой памяти), s (размер первого дека), o (количество перехваченных
элементов), вероятностей операций, а также нахождения оптимального разбиения памяти
между деками, в зависимости от вероятностных характеристик деков, и оптимального коли-
чества элементов для перехвата. Для решения поставленных задач использовался аппарат
управляемых случайных блужданий, поглощающих цепей Маркова, система LAPACK.

В [39] предложены математические модели работы с n последовательными цикличе-
скими деками, расположенными в общей памяти. Математические модели строятся в виде
случайных блужданий по целочисленной решетке в n-мерном пространстве. Операции с
заданными вероятностями происходят на каждом шаге дискретного времени. Решалась за-
дача нахождения оптимального разбиения памяти между n деками и задача определения
оптимального количества элементов для кражи. Критерием оптимальности являлось мак-
симальное среднее время до переполнения памяти.

В [40] анализировались два метода представления деков: один из распространенных
методов — раздельное последовательное циклическое представление деков, и новый метод,
где общая память для деков заранее не делится и они двигаются друг за другом по кру-
гу. Ранее эти методы анализировались нами для представления FIFO-очередей в сетевых
приложениях, где для некоторых значений параметров системы метод «друг за другом»
давал лучший результат. В работе представлен анализ модели процесса работы с двумя
последовательными деками, когда они двигаются друг за другом по кругу в общей памя-
ти. Предложены математическая и имитационная модели данного процесса и проведены
численные эксперименты. Математическая модель была построена, как случайное блуж-
дание по целым точкам в пирамиде. Имитационная модель строится с помощью метода
Монте-Карло. Используемая стратегия work-stealing — перехват одного элемента. В каче-
стве критерия оптимальности было рассмотрено максимальное среднее время работы до
переполнения памяти.

В работе [41] представлены разработка, анализ и сравнение моделей и методов управ-
ления деками в ограниченной разделяемой памяти. Для решения поставленных задач ис-
пользовалась модель в виде управляемого случайного блуждания и имитационное модели-
рование. Для случая трех деков рассмотрены следующие способы управления:

– каждый из трех деков располагается в своей отдельной области памяти;
– три дека двигаются друг за другом по кругу;
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– комбинированный способ — два дека располагаются друг за другом, один отдельно.
В [42] исследовался способ способы повышения производительности work-stealing пла-

нировщиков за счет усовершенствования внутренних механизмов обработки данных. Тра-
диционно деки разрабатываются с предположением, что указатели задач хранятся в этих
структурах данных, а объекты задач находятся в куче памяти. Путем изменения органи-
зации деков задач таким образом, чтобы они могли содержать объекты задач вместо ука-
зателей, нам удалось повысить производительность более чем в 2.5 раза для приложений,
привязанных к ЦП, и уменьшить количество промахов кэша последнего уровня на 30% по
сравнению с work-stealing планировщиками Intel Threading Building Blocks и Intel/MIT Cilk.
Сравнения производились на Intel Pentium N3530 2.16GHz, 4 CPU, 64 L1, с Linux 4.4.0 и на
ARMv7l rev5, 4 CPU, 32 L1, с Linux 4.4.8. Использовались следующие тесты: умножение
матриц, сортировка слиянием, рекурсивное вычисление чисел Фибоначчи, решение задачи
о рюкзаке, обход графа в глубину. Реализации планировщика для общей и распределенной
памяти размещены в свободных репозиториях [43] и [44] соответственно.

В работе [45] предлагается использовать разработанный нашим коллективом work-
stealing планировщик [29, 42] для обучения сверточных нейронных сетей. В работе [46]
авторы предлагают новые решения для оптимизации сельского хозяйства, основанные на
использовании встроенных компьютерных систем и сенсорных сетей. Использование таких
систем обработки информации поможет вытеснить мир, основанный на воздушных (беспи-
лотниках) и наземных роботах. Эти инструменты будут выполнять точные задачи с помо-
щью систем определения местоположения, которые предоставляют точную информацию.
Чтобы всего этого добиться, необходимо провести тщательное изучение информационных
систем сельскохозяйственных полей с использованием точных датчиков. Также нужны но-
вые инструменты для управления данными, чтобы обрабатывать их в режиме реального
времени. Правильное распределение этих данных с помощью различных инструментов (и в
нашей работе [42] по мнению авторов статьи приводится один такой инструмент), требует
их точной предварительной обработки, что позволит правильно обрабатывать информацию
для повышения урожайности и качества продукции сельскохозяйственных полей. Также оп-
тимизация работы с данными в реальном времени важна во многих других приложениях,
например, в военных.

В [47] рассмотрена задача оптимального управления work-stealing деком в двухуровне-
вой памяти. Предполагается, что известны вероятности параллельных операций с деком.
Задача состоит в нахождении числа элементов FIFO- и LIFO-частей дека, которые при пе-
рераспределении дека будут оставлены в быстрой памяти, чтобы максимизировать среднее
время работы до перераспределения памяти.

В [48] рассмотрена задача оптимального управления work-stealing деком в двухуров-
невой памяти. Предполагается, что известны вероятности параллельных операций с деком
и временные характеристики уровней памяти. Задача состоит в нахождении оптимально-
го количества элементов FIFO- и LIFO-частей дека, которые при перераспределении дека
должны быть оставлены в быстрой памяти. В качестве критерия оптимальности рассмот-
рены минимальные средние затраты на перераспределение памяти, которые возникают в
случае переполнения или опустошения быстрой памяти. Такой критерий позволяет учиты-
вать конкретные скорости доступа к уровням памяти и применять разработанные методы
к разным сочетаниям быстрой и медленной памяти.
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В [49] анализируется задача оптимального управления двумя деками в двухуровне-
вой памяти (например, регистры — оперативная память, когда известны вероятности па-
раллельных операций с деками. Рассмотрен классический последовательный циклический
метод представления дека в памяти. В случае переполнения дека в быстрой памяти или
опустошения FIFO-части или LIFO-части происходят необходимые обмены между быстрой
и медленной памятью и сдвиги элементов в быстрой памяти для перемещения в оптималь-
ное состояние, которое необходимо найти. Задача состоит в том, чтобы найти оптимальное
разбиение общей быстрой памяти для деков и определить оптимальное состояние каждого
дека в каждом разделе после перераспределения памяти, т.е. найти оптимальное количе-
ство элементов, взятых с обеих сторон дека, которое надо оставлять в быстрой памяти, ес-
ли дек заполнен или опустошен. Критерием оптимальности для совместного использования
памяти является максимизация суммы средних времен работы каждого дека до перерас-
пределения памяти и максимизация наименьшего среднего времени работы каждого дека
до перераспределения памяти.

В [50] рассматривается задача оптимального управления двумя деками в двухуровне-
вой памяти. Вероятности параллельных операций с деками известны. Задача состоит в том,
чтобы найти оптимальное разделение быстрой памяти для деков и определить оптимальное
количество элементов для обоих концов каждого дека, которое сохраняется в быстрой памя-
ти после перераспределения памяти. В качестве критерия оптимальности рассматривается
минимальная сумма средних затрат на перераспределения памяти, возникающие в случае
переполнения или опустошения быстрой памяти для каждого дека. Этот критерий позволя-
ет учитывать конкретные скорости доступа к уровням памяти и применять разработанные
методы к различным сочетаниям быстрой и медленной памяти.

Заключение

В статье дан обзор моделей и методов оптимального параллельного управления work-
stealing деками. Эта тематика является важной для оптимизации динамической балансиров-
ки параллельных вычислений. Например, возможен и такой вариант задач, когда некото-
рые деки могут быть очень большими и переполняют быструю память. Тогда декам нужно
выделить отдельный раздел быстрой памяти и работать с ними так, как предложено для
случая двух деков. Но в тоже время, некоторые деки имеют небольшой размер, поэтому их
можно располагать друг за другом, пока они не переполнят быструю память.

В задаче параллельного управления двумя деками в двухуровневой памяти можно рас-
смотреть способ работы, когда в одном разделе быстрой памяти остаются LIFO-части де-
ков — два стека, в которых происходят включения и исключения элементов, а в другом раз-
деле быстрой памяти остаются две FIFO-части, из которых элементы только исключаются
(кражи). Средние части деков находятся в медленной памяти, обращение к ним происходит
при переполнении или опустошении LIFO-частей или FIFO-частей деков, расположенных в
быстрой памяти. Возможны разные способы представления LIFO- и FIFO-частей в памяти:
две FIFO-части расположены отдельно или объединены в одну очередь, две LIFO-части
растут навстречу друг другу. Нужно определить, как разделить быструю память между
двумя деками, какой способ организации LIFO- и FIFO-частей деков и какое начальное
распределение памяти выбрать. Этот выбор зависит от характеристик уровней памяти,
вероятностей операций со структурами данных и рассматриваемого критерия оптимально-
сти. Можно рассмотреть три критерия оптимальности: максимизация среднего времени до
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перераспределения быстрой памяти для двух деков; минимизация суммы средних затрат
на перераспределение быстрой памяти для двух деков; минимизация наибольших средних
затрат на перераспределение быстрой памяти для двух деков. Также можно попытаться
обобщить эту задачу на произвольное число деков. В этом случае надо будет рассматри-
вать разные варианты совместного расположения в быстрой памяти FIFO- и LIFO-частей
деков.

Исследования, выполненные нашим коллективом, поддержаны грантами РФФИ № 15-
01-03404 «Математические модели и оптимальные алгоритмы управления для некоторых
методов работы с памятью в параллельных и сетевых устройствах» (2015–2017 гг.) и
№ 18-01-00125 «Математические модели и алгоритмы оптимального параллельного управ-
ления динамическими структурами данных и их реализация в планировщике многопроцес-
сорных параллельных вычислений» (2018–2020 гг.).
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In parallel task schedulers, which are using the work-stealing strategy, each processor has own task deque.
One end of the deque is used for insertion and deletion of tasks only by the owner, and the other is used for
stealing of tasks by other processors. The article offers an overview of work-stealing deque’s description of the
deque’s optimal management problems, which our team had solved for the work-stealing strategy. The idea of
the algorithm for deque’s managing in two-level memory is that if the memory allocated to the deques becomes
overflow, elements are redistributed between memory levels. Elements from the deque’s ends are stored in fast
memory, since they will be worked with in the near time, and elements from the deque’s middle part are stored
in slow memory. In this case, it is necessary to determine the required number of elements that need to be left in
fast memory, depending on the optimal criteria and system parameters.
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Анализ временных рядов и прогнозирование являются одной из широко исследуемых областей. Иден-
тификация с помощью различных статистических методов, нейронных сетей или математических моделей
уже давно используется в различных областях исследований от промышленности, до медицины, социальной
сферы, аграрной среды. В статье рассматривается параллельный вариант алгоритма идентификации пара-
метров квазилинейного рекуррентного уравнения для решения задачи регрессионного анализа с взаимозави-
симыми наблюдаемыми переменными, основанный на обобщенном методе наименьших модулей (GLDM). В
отличие от нейронных сетей, широко используемых в настоящее время в различных системах прогнозирова-
ния, данный подход позволяет в явном виде получать качественные квазилинейные разностные уравнения,
адекватно описывающие рассматриваемый процесс. Это позволяет повысить качество анализа изучаемых
процессов. Существенным преимуществом модели, использующей обобщенный метод наименьших модулей,
по сравнению с многочисленными нейросетевыми подходами является возможность интерпретации коэф-
фициентов модели с точки зрения задачи исследования и использование полученного уравнения в качестве
модели динамического процесса. Проведенные вычислительные эксперименты с использованием времен-
ных рядов показывают, что максимальное ускорение алгоритма происходит при использовании количества
потоков, равного половине возможных потоков для данного устройства.

Ключевые слова: параллелизм, квазилинейное рекуррентное уравнение, прогнозирование, моделирова-
ние, авторегрессионная модель.
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раллелизма для прогнозирования с использованием квазилинейного рекуррентного уравне-
ния // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика и информатика. 2023. Т. 12,
№ 4. С. 94–109. DOI: 10.14529/cmse230404.

Введение

Анализ временных рядов и прогнозирование в настоящее время являются одной из
широко исследуемых областей. Данные подходы используются как при анализе и модели-
ровании экономических процессов, транспортных систем [1], так и для исследования про-
цессов, происходящих в технических системах [2], при анализе климатических процессов и
прогнозировании погодных явлений [1], для прогнозирования состояния сельскохозяйствен-
ных угодий [3] и др. В 2020–2022 годах к разработке методов прогнозирования добавилось
тысячи исследований о распространении заболеваемости Covid-19 по всему миру [4–6].

В настоящее время накоплен большой опыт измерения вибрационных сигналов, разра-
ботки методов вибродиагностики и прогнозирования состояния и ресурса механических си-
стем. Одним из наиболее актуальных направлений остается повышение точности и скорости
определения диагностических признаков. Это относится, прежде всего, к уникальным высо-
конагруженным механическим системам, рассмотренным, например, в работе [7]. Решение
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этой проблемы во многих случаях можно получить через динамические характеристики ме-
ханических систем. Определению этих характеристик в значительной степени способствует
правильный выбор диагностической математической модели, устанавливающей связь меж-
ду пространством состояний объекта и пространством диагностических признаков. К ним
относятся динамические модели, представленные в виде разностных уравнений, феномено-
логические, структурные, регрессионные модели и т.п. Выбор той или иной модели зависит
от определяемых характеристик и характера анализируемого процесса.

Идентификация с помощью различных статистических методов, нейронных сетей или
математических моделей уже давно используется в различных областях исследований. В
настоящее время эти методы применяются не только в промышленности, но и при попытках
прогнозирования развития пандемии Covid-19. Например, в работе [8] сравнивается каче-
ство прогнозирования процесса распространения инфекции с помощью разных классиче-
ских моделей, описывается разработанное программное обеспечение для всех этих методов
и проводятся вычислительные эксперименты с использованием временных рядов по рас-
пространению заболеваемости Covid-19 в различных регионах. Авторы приходят к выводу,
что разработанную систему прогнозирования можно использовать для анализа временных
рядов, описывающих и другие процессы.

Большинство прогнозов, особенно при большом количестве данных, зачастую прово-
дится с использованием различных моделей нейронных сетей. Например, в статье [9] рас-
сматривается нейросетевая модель, с помощью которой можно прогнозировать изменение
цены ферросилиция на внутреннем рынке РФ в краткосрочной перспективе. Приведенная
в статье модель отличается высокой точностью прогнозирования и может быть полезна при
обосновании стратегических решений в деятельности отраслевых НИИ и металлургических
предприятий. В работе [10] описаны эконометрические модели для определения качествен-
ного экономического показателя металлургической отрасли, производства, применимые для
оценки статистических характеристик производства черных металлов и перспектив разви-
тия черной металлургии. Тем не менее, все подобные модели выглядят как волшебный
черный ящик, позволяющий получить некий адекватный ответ для каких-то входных дан-
ных. Некоторые исследователи используют так называемое когнитивное моделирование для
повышения качества прогнозирования с помощью нейронных сетей. Так, статья [11] направ-
лена на сравнение эффективности когнитивных и математических предикторов временных
рядов с точки зрения их точности. Эксперимент, проведенный авторами статьи, показывает,
что когнитивные модели имеют по крайней мере эквивалентную точность по сравнению с
моделями ARIMA. Большинство этих подходов используются для прогнозирования некото-
рых экономических единиц, объема производства, некоторых параметры логистики и т. д.

Поскольку все перечисленные выше модели дают хорошую точность при краткосрочном
прогнозировании, актуальна задача разработки математического подхода, позволяющего в
явном виде получать качественные квазилинейные разностные уравнения (адекватно опи-
сывающие рассматриваемый процесс) в долгосрочной перспективе. Известны некоторые
исследования в этой области, такие как [12], где предлагаемая модель включает очистку
данных, сглаживание данных и окончательные данные после предварительной обработки,
которые вводятся в регрессионную модель для прогнозирования промышленного потреб-
ления электроэнергии. Но в этой статье, как и во многих других, снова рассматриваются
только известные статистические методы.
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В данной работе для решения задачи регрессионного анализа с взаимозависимыми на-
блюдаемыми переменными рассматривается алгоритм идентификации параметров квазили-
нейного рекуррентного уравнения, основанный на обобщенном методе наименьших откло-
нений (General Least Deviation Method, GLDM). В отличие от нейронных сетей (например,
[2]) этот подход позволяет в явном виде получать качественные квазилинейные разностные
уравнения (адекватно описывающие рассматриваемый процесс).

В работе использован алгоритм из [13], реализованный в виде комплекса программ [14]
для определения коэффициентов a1, a2, a3 . . . , am \in \BbbR квазилинейной авторегрессионной
модели m-го порядка

yt =

n(m)\sum 

j=1

ajgj(\{ yt - k\} mk=1) + \varepsilon t, t = 1, 2, . . . , T (1)

по актуальной информации о значениях переменных состояния \{ yt \in \BbbR \} Tt=1 - m в момен-
ты времени t. Здесь gj : (\{ yt - k\} mk=1) \rightarrow \BbbR , j = 1, 2, . . . n(m) — заданные n(m) модельных
функций; \{ \varepsilon t \in \BbbR \} Tt=1 — неизвестные ошибки.

Найденные коэффициенты a1, a2, a3 . . . , am \in \BbbR в рассматриваемом случае использу-
ются для анализа количества кумулятивных случаев заражения Covid-19 в Челябинской
области с 22 марта 2020 г. по 06 января 2022 г. (всего 655 дней распространения инфекции),
прогнозирование дальнейшего развития процесса и обсуждение эффективности использова-
ния данной модели для прогнозирования событий, связанных с распространением Covid-19.
В своем исследовании мы используем временной ряд, начиная с 22 марта 2020 г., поскольку
до этой даты для рассматриваемого региона были нулевые значения. Тем не менее, данный
подход можно масштабировать и на другие прикладные задачи.

Поскольку при работе с длинными временными рядами потребуются матрицы высокого
порядка, для чего необходимы большие затраты памяти и времени, в работе исследована ре-
ализация [14] алгоритма прогнозирования, использующая параллелизм. Для исследования
возможности многопоточного программирования разработанного алгоритма прогнозирова-
ния проведены вычислительные эксперименты на двух разных ПК.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 введены основные обозначения,
описана схема реализации модели, подробно расписан ход решения поставленной задачи,
приведен алгоритм прогнозирования. В разделе 2 описываются особенности программной
реализации представленных алгоритмов с использованием распараллеливания. В разделе 3
приводятся результаты вычислительных экспериментов для анализа ускорения алгоритма
для разных наборов данных и разных вычислителей. В заключении перечислены получен-
ные в работе результаты, отмечены направления дальнейших исследований.

1. Обозначения и описание алгоритмов

Рассматриваемый алгоритм работает следующим образом (см. рис. 1). Алгоритм
GLDM [13] на входе получает временной ряд \{ yt \in \BbbR \} Tt= - 1 - m длины T +m \geq 

\bigl( 
1 + 3m+m2

\bigr) 

и определяет коэффициенты a1, a2, a3 . . . , am, решая задачу оптимизации

\{ a\ast j\} n(m)
j=1 = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\{ aj\} n(m)
j=1 \subset \BbbR 

\left[ 
 

T\sum 

t=1

\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

n(m)\sum 

j=1

ajgj(\{ yt - k\} mk=1) - yt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\right] 
 , (2)
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Рис. 1. Схема реализации модели

с использованием в функции потерь распределения Коши

F (\xi ) =
1

\pi 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}(\xi ) +

1

2
,

которое имеет максимальную энтропию среди распределений случайных величин, не име-
ющих математического ожидания и дисперсии.

Ниже приведен пример полного набора квадратичных модельных функций для раз-
ностного уравнения порядка m.

gj(\{ yt - k\} mk=1) = yt - j , j = 1, 2, . . . ,m

gj(\{ yt - k\} mk=1) = yt - r \cdot yt - s, 1 \leq r \leq s \leq m,

j = m+ 1, m+ 2, . . . , n(m) = m+\mathrm{C}2
m+1 = m(m+ 3)/2.

Предиктор формирует индексированное t = 1, 2, . . . , T - 1, T семейство разностных урав-
нений m-го порядка

y[t]\tau =

n(m)\sum 

j=1

a\ast jgj
\Bigl( 
\{ y[t]\tau  - k\} mk=1

\Bigr) 
, \tau = t, t+ 1, t+ 2, t+ 3, . . . , T  - 1, T, T + 1, . . . (3)

для решетчатых функций y[t] со значениями y[t]\tau , которые интерпретируются как постро-
енный в момент времени t прогноз для y\tau . Воспользуемся решением задачи Коши для
разностного уравнения (3) при начальных условиях

y[t]t - 1 = yt - 1, y[t]t - 2 = yt - 2, . . . , y[t]t - m = yt - m, t = 1, 2, . . . , T  - 1, T (4)

и определим значения функции y[t].

Итак, имеем множество Y \tau =
\Bigl\{ 
y[t]\tau 

\Bigr\} T

t=1
возможного прогнозного значения y\tau . Далее

используем этот набор для оценки вероятностных характеристик величины y\tau .

1.1. Оценка по обобщенному методу наименьших отклонений

Задача (2), т.е. GLDM-оценка, представляет собой задачу многоэкстремальной опти-
мизации. GLDM-оценки устойчивы к наличию корреляции значений в \{ yt \in \BbbR \} Tt= - 1 - m и
(при соответствующих параметрах) лучше всего подходят для вероятностных распределе-
ний ошибок с более тяжелыми (чем у нормального распределения) хвостами [7]. Все выше-
изложенное показывает возможность решения задачи идентификации (1) с использованием
решения (2).
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Используем взаимосвязь между GLDM-оценками и оценками взвешенным методом наи-
меньших отклонений [15] (WLDM-оценки) для решения задач (2) более высокой размерно-
сти.

В данной статье рассмотрим алгоритм оценивания GLDM [16]. Начнем с алгоритма
оценки взвешенного метода наименьших отклонений (Weighted Least Deviation Method,
WLDM), используемого в алгоритме GLDM.

1.2. Оценка по взвешенному методу наименьших отклонений

Алгоритм WLDM-оценки [13] в качестве входных данных получает временной ряд \{ yt \in 
\BbbR \} Tt=1 - m и весовые коэффициенты \{ pt \in \BbbR +\} Tt=1 и вычисляет множители

a1, a2, a3 . . . , an(m) \in \BbbR 

путем решения задачи оптимизации

\{ a\ast j\} n(m)
j=1 = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\{ aj\} n(m)
j=1 \in \BbbR n(m)

\left[ 
 

T\sum 

t=1

pt \cdot 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

n(m)\sum 

j=1

ajgj(\{ yt - k\} mk=1) - yt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\right] 
 . (5)

Эта задача представляет собой задачу выпуклой кусочно-линейной оптимизации, а введение
дополнительных переменных сводит ее к задаче линейного программирования

T\sum 

t=1

ptzt \rightarrow \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
(a1,a2,...,an(m))\in \mathrm{R}m,

(z1,z2,...,zT )\in \mathrm{R}T

(6)

 - zt \leq 
n(m)\sum 

j=1

[ajgj(\{ yt - k\} mk=1)] - yt \leq zt, t = 1, 2, . . . , T, (7)

zt \geq 0, t = 1, 2, . . . , T. (8)

Задача (6)–(8) имеет каноническую форму n(m) + T с переменными и 3n ограничениями-
неравенствами, включая условия неотрицательности для переменных zj , j = 1, 2, . . . , T .

Двойственная задаче (6) является задача

T\sum 

t=1

(ut  - vt) yt \rightarrow \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
u,v\in \BbbR T

, (9)

T\sum 

t=1

ajgj(\{ yt - k\} mk=1) (ut  - vt) = 0, j = 1, 2, . . . , n(m), (10)

ut + vt = pt, ut, vt \geq 0, t = 1, 2, . . . , T. (11)

Введем переменные wt = ut  - vt, t = 1, 2, . . . , T . Условия (11) подразумевают

ut =
pt + wt

2
, vt =

pt  - wt

2
,  - pt \leq wt \leq pt, t = 1, 2, . . . , T.
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Поэтому оптимальное значение задачи (9)–(11) равно оптимальному решению задачи

T\sum 

t=1

wt \cdot yt \rightarrow \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
w\in \BbbR T

, (12)

T\sum 

t=1

gj(\{ yt - k\} mk=1) \cdot wt = 0, j = 1, 2, . . . , n(m), (13)

 - pt \leq wt \leq pt, t = 1, 2, . . . , T. (14)

Ограничения (13) определяют (T  - n(m))-мерное линейное подпространство \scrL с матрицей

S =

\left[ 
     

g1(\{ y1 - k\} mk=1) g1(\{ y2 - k\} mk=1) . . . g1(\{ yT+1 - k\} mk=1)

g2(\{ y1 - k\} mk=1) g2(\{ y2 - k\} mk=1) . . . g2(\{ yT+1 - k\} mk=1)
...

...
. . .

...
gn(m)(\{ y1 - k\} mk=1) gn(m)(\{ y2 - k\} mk=1) . . . gn(m)(\{ yT+1 - k\} mk=1)

\right] 
     

Ограничения (14) определяют T -мерный брус \scrT . Простая структура допустимого множе-
ства задачи (12)–(14): пересечение (T  - n(m))-мерного линейного подпространства \scrL (13) и
T -мерного бруса \scrT (14), — позволяют найти решение алгоритмом, использующим проекцию
градиента целевой функции (12) (т.е. вектор \nabla = \{ yt\} Tt=1 ) на допустимой области \scrL \cap \scrT , ко-
торая определяется формулой ограничения (13)–(14). Матрица оператора проектирования
на \scrL имеет вид

S\scrL = E  - ST \cdot 
\bigl( 
S \cdot ST

\bigr)  - 1 \cdot S,

а проекция градиента на \scrL равна \nabla \scrL = S\scrL \cdot \nabla . Кроме того, если внешняя нормаль на какой-
либо грани бруса образует острый угол с проекцией градиента \nabla \scrL , то перемещение по этой
грани равно нулю.

Алгоритм DualWLDMSolver решает задачу (12)–(14), он начинает поиск оптималь-
ного решения с нуля, двигаясь по направлению \nabla \scrL . Если текущая точка попадает на грань
бруса \scrT , то соответствующая координата в направлении движения принимается равной
нулю. Вычислительная сложность такого алгоритма не превышает величины O(T 2) бла-
годаря простой структуре допустимого множества: пересечение T -мерного кубоида (14) и
(T  - n(m))-мерного линейного подпространства (13).

Если (w\ast , R\ast ) — результат выполнения алгоритма проектирования градиента, то w\ast —
оптимальное решение задачи (12)–(14), а оптимальное решение задачи 9–11 равно

u\ast t =
pt + w\ast 

t

2
, v\ast t =

pt  - w\ast 
t

2
, t = 1, 2, . . . , T.
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1.3. Решение прямой задачи

Решение прямой задачи следует из условия дополнительности для пары взаимно двой-
ственных задач (6)–(8) и (9)–(11)

yt =

n(m)\sum 

j=1

[ajgj(\{ yt - k\} mk=1)] \forall t /\in R\ast , (15)

yt =

n(m)\sum 

j=1

[ajgj(\{ yt - k\} mk=1)] + z\ast t , \forall t \in R\ast : w\ast 
t = pt, (16)

yt =

n(m)\sum 

j=1

[ajgj(\{ yt - k\} mk=1)] - z\ast t , \forall t \in R\ast : w\ast 
t =  - pt. (17)

Фактически решение (\{ a\ast j\} 
n(m)
j - 1 , z\ast ) системы линейных алгебраических уравнений (15)–

(17) представляет собой оптимальное решение двойственной задачи (12)–(14) и оптимальное
решение задачи (5), что доказывает справедливость следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть w\ast — оптимальное решение задачи (12)–(14), (\{ a\ast j\} 
n(m)
j - 1 , z\ast ) — решение

системы линейных алгебраических уравнений (15)–(17), тогда (\{ a\ast j\} 
n(m)
j - 1 — оптимальное ре-

шение задачи (5).

Вышеизложенное позволяет нам предложить алгоритм WLDM-оценки. Основной про-
блемой при использовании этого алгоритма является отсутствие общих формальных правил
выбора весовых коэффициентов. Следовательно, такой подход требует дополнительных ис-
следований.

Установленные в [16] результаты позволяют свести задачу определения GLDM-оценки
к итерационной процедуре с WLDM-оценками.

1.4. Алгоритм оценки по обобщенному методу наименьших отклонений

Задача (2) оценки GLDM является задачей вогнутой оптимизации. GLDM-оценки
устойчивы к наличию корреляции значений в \{ Sj t : t = 1, 2, . . . , T ; j = 1, 2, . . . , N\} , и
(с соответствующими настройками) как лучший для вероятностных распределений ошибок
с более тяжелыми (чем у нормального распределения) хвостами [7]. Вышеизложенное по-
казывает возможность решения задачи идентификации (1) путем решения последователь-
ности задач (15) с соответствующими весами. Установленные в [16] результаты позволяют
свести задачу определения GLDM-оценки к итерационной процедуре с WLDM-оценками.

Теорема 2. Последовательность \{ 
\bigl( 
A(k), z(k)

\bigr) 
\} \infty k=1, построенная по алгоритму GLDM-

оценки, сходится к глобальному минимуму (a\ast , z\ast ) задачи (2).

Описание алгоритма GLDM-оценка показывает, что его вычислительная сложность
пропорциональна вычислительной сложности алгоритма решения простых и/или двой-
ственных задач WLDM (5). Многочисленные вычислительные эксперименты показывают,
что среднее число итераций алгоритма GLDM-оценки равно количеству коэффициентов
в идентифицированном уравнении. Если эта гипотеза верна, то вычислительная сложность
решения практических задач не превышает O((n(m))3 T+n(m)\cdot T 2). Необходимо учитывать,
что поиск и нахождение уравнения авторегрессии высокого порядка имеют свои специфи-
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ческие условия. Одним из таких условий, в частности, является высокая чувствительность
алгоритма к ошибкам округления. Для исключения возможности ошибки в вычислениях
необходимо точно выполнять основные арифметические операции над полем рациональных
чисел [17] и дополнять их параллельным программным кодом.

1.5. Алгоритм прогнозирования

Предиктор формирует индексированное t = 1, 2, . . . , T - 1, T семейство разностных урав-
нений m-го порядка (3) для решетчатых функций y[t] со значениями y[t]\tau и интерпретиру-
ется как построенный на момент времени t прогноз для y\tau . Воспользуемся решением задачи
Коши для ее разностного уравнения (3) при начальных условиях (4), чтобы найти значения
функции y[t].

Итак, у нас есть множество Y \tau =
\Bigl\{ 
y[t]\tau 

\Bigr\} T

t=1
возможного предсказания значения y\tau .

Далее мы используем этот набор для оценки вероятностных характеристик величины y\tau .
Схема алгоритма приведена на рис. 2.

Рис. 2. Схема алгоритма прогнозирования
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Рис. 3. Последовательность вызова функций из основной функции программы

2. Программная реализация

В рассматриваемой программе используется распараллеливание средствами OpenMP,
что предполагает модель параллельного программирования SPMD. В этом случае для всех
параллельных потоков используется один и тот же код, а в программу вставляются специ-
альные директивы. Программа имеет последовательные области, когда выполняется один
процесс (поток), а при входе в параллельную область порождается определенное количе-
ство процессов, между которыми в дальнейшем распределяются части кода. Максималь-
но возможное количество потоков в рассматриваемой программе определяется с помощью
функции omp_get_max_threads() в зависимости от ресурсов компьютера, на котором запу-
щена программа. В вычислительном эксперименте, представленном в следующем разделе,
программа запускается с количеством потоков от 1 до максимально возможного значения
для конкретного компьютера.

На рис. 3 приведена последовательность вызова разработанных процедур из
функции void main(), используемая для запуска алгоритма. Листинги всех функций, вы-
зываемых из main(), приведены в [14]. В разработанной программе распараллелено выпол-
нение всех циклов один за другим. Циклы, которые не могут быть адекватно распараллеле-
ны и остаются последовательными областями: (1) первый цикл функции решения прямой
задачи WLDM; (2) базовый цикл do... while алгоритма оценки GLDM (вложенные циклы
распараллелены). Все остальные циклы могут выполняться как параллельные участки.

Функция прогнозирования ForecastingEst() (схема алгоритма приведена на рис. 2)
не может быть адекватно распараллелена, поскольку в ней осуществляется расчет рекур-
рентной последовательности значений. Возможности параллельных вычислений могут быть
использованы только во вложенном цикле, где осуществляется вычисление значения в за-
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Рис. 4. Прирост числа кумулятивных случаев Covid-19 по Челябинской области
(данные с 23.03.2020 по 06.01.2022)

данной точке временного ряда. Тем не менее, такое использование не представляется ра-
зумным, поскольку число коэффициентов модели не велико. Потому единственный цикл,
в котором использованы директивы OpenMP, — это цикл, отвечающий за поиск надежно-
го горизонта прогнозирования, который заключается в поиске минимального значения в
массиве. В результате работы этой функции формируется массив PY[][] каждый элемент
которого равен значениям решеточных функций y[t]\tau семейства разностных уравнений m-
го порядка (3). Используя этот массив, можно получить значения ошибок MBE (равна
сумме ошибок предсказания Y[i] по значениям Y[i-T-1] и Y[i-T]) и MAE (равна сумме
абсолютных ошибок предсказания Y[i] по значениям Y[i-T-1] и Y[i-T]):

MBE =

TR\sum 

t=3

\Bigl( 
y[t] - y[t]\tau 

\Bigr) 
, MAE =

TR\sum 

t=3

\bigm| \bigm| \bigm| y[t] - y[t]\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| ,

где TR — надежный горизонт прогнозирования, т.е.

TR = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl\{ 
\tau : z >

\bigm| \bigm| \bigm| y[t] - y[t]\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| 
\Bigr\} 
.

3. Вычислительные эксперименты. Анализ ускорения работы
алгоритма при распараллеливании процесса вычислений

При проведении экспериментов были использованы два временных ряда.
1. Временной ряд, содержащий кумулятивные данные по случаям заражения вирусом

Covid-19 в Челябинской области. В эксперименте рассматриваются векторы разной дли-
ны, самый длинный из которых имеет 655 значений. График процесса показан на рис. 4.

2. Один из рядов лаборатории OikoLab (https://oikolab.com), который содержит по-
часовые климатические данные рядом с университетом Монаш, Клейтон, Виктория,
Австралия, с 01 января 2010 г. по 31 мая 2021 г. Длина ряда порядка 105 значений.
Полученные средние ошибки прогноза разработанной модели для ряда (1) составляют

MBE = 1.615210 \cdot 10 - 1 и MAE = 9.852680 \cdot 10 - 1 при доверительном горизонте реализации
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Таблица 1. Время вычислений для разного количества потоков
и длин векторов

N
Количество нитей

1 2 3 4 5 6 7 8
Intel Core i7-4770, 8 Gb ОЗУ, 8 ядер

150 0.0970 0.0690 0.0490 0.0420 0.0320 0.0300 0.0420 0.0300
300 0.236 0.164 0.131 0.102 0.114 0.099 0.091 0.107
500 0.624 0.411 0.353 0.347 0.317 0.249 0.232 0.229
655 1.05 0.76 0.63 0.57 0.45 0.41 0.38 0.38

Intel Core i5-2430M, 4 Gb ОЗУ, 4 ядра
150 0.642 0.461 0.449 0.421 0.424 0.421 0.419 0.417
300 2.46 1.77 1.73 1.64 1.64 1.63 1.63 1.62
500 6.67 4.85 4.72 4.49 4.51 4.49 4.46 4.50
655 11.47 8.33 8.15 7.71 8.30 7.76 7.68 7.62

Рис. 5. График ускорения работы параллельной версии программы для временных рядов
на исследуемых вычислительных ресурсах

645 дней. Этот результат лучше результатов, полученных с помощью классической стати-
стической модели и модели нейронных сетей, поскольку наша модель позволяет получить
долгосрочный прогноз (тем не менее, ARIMA, линейная модель Хольта—Уинтерса, NNAR,
LSTM позволяют получать хорошие прогнозы только на 30–60 дней, т.к. это было показано
в вычислительных экспериментах, описанных в [18]).

Исследуем время выполнения и ускорение при распараллеливании для векторов длиной
150, 300, 500 и 655 элементов. Эксперименты проводились на двух персональных компьюте-
рах. Для компьютера Intel Core i7-4770, 3.4GHz, RAM 16Gb программа определила макси-
мальное количество потоков равное 8, а для компьютера Intel Core i5-2430M, 2.4 GHz, RAM
4 Gb — 4 потока. Для нашего эксперимента зафиксируем количество потоков, равное 8 для
обоих компьютеров. Время выполнения разработанной программы для разного количества
N потоков показано в табл. 1. На рис. 5 приводится полученное ускорение при вычисле-
нии рассматриваемых временных рядов для прогнозирования заболеваемости Covid-19 на
двух исследуемых персональных компьютерах. При рассмотрении более длинных времен-
ных рядов, например, ряда (2), получим график, приведенный на рис. 6. Эксперименты
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Рис. 6. График ускорения работы параллельной версии программы для временных рядов
разной длины на компьютере с процессором Intel Core i7-4770

Рис. 7. Графики ускорения вычислений при использовании вычислительного комплекса
«Нейрокомпьютер ЮУрГУ» для анализа временных рядов разной длины

показывают, что в лучшем случае имеем ускорение в 3.2 раза на персонльном компью-
тере, позволяющем получить 8 нитей. В среднем ускорение составляет величину 2.7 раз.
Проведение экспериментов на более мощных вычислителях не оправдано, поскольку для
временных рядов даже размерности порядка 103–105 элементов возникают значительные
накладные расходы (см. рис. 7). Еще одним из возможных применений данного алгоритма
является анализ урожайности сельскохозяйственных угодий на основании снимков, полу-
ченных с помощью аэрофотосъемки. В данном случае будем за один посевной сезон иметь
относительно короткие временные ряды (порядка 50–60 точек), тем не менее, количество
таких рядов будет равно числу участков, обладающих определенными свойствами, опи-
сывающих отдельно взятое поле. Тогда параллелизм можно использовать не для самого
алгоритма получения коэффициентов модели и построения прогнозов, а для разделения по
потокам различных временных рядов. Такое распараллеливание, очевидно, будет более эф-
фективным при использовании не только персональных компьютеров, но и более мощных
вычислительных ресурсов. Данный вопрос является темой отдельного исследования.
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Заключение

У модели, использующей обобщенный метод наименьших модулей (GLDM) есть одно
существенное преимущество по сравнению с многочисленными нейросетевыми подходами,
заключающееся в возможности интерпретировать коэффициенты модели с точки зрения за-
дачи исследования. Поскольку для запуска разработанного алгоритма необходимо исполь-
зовать матрицы высокого порядка, полезно распараллелить алгоритм с целью ускорения
процесса получения результата. Проведенные вычислительные эксперименты показывают,
что при простейших способах распараллеливания рассмотренных алгоритмов имеем уско-
рение алгоритма в три раза на современных персональных компьютерах при использовании
половины из возможных потоков. Тестирование алгоритма на более мощных вычислителях
показало не только отсутствие эффекта от распараллеливания для временных рядов длиной
до 100 000 значений, но и значительное замедление вычислений за счет накладных расхо-
дов на организацию параллельных областей в каждой из функций. Таким образом, для
реализации алгоритма идентификации параметров одного квазилинейного рекуррентного
соотношения нецелесообразно использовать возможности параллельных вычислений.

Дальнейшие исследования возможностей использования параллелизма для алгоритма
идентификации коэффициентов модели с помощью обобщенного метода наименьших моду-
лей будут посвящены использованию алгоритма для решения прикладных задач (прогнози-
рование урожайности поля), где будет присутствовать достаточно большое число коротких
временных рядов, и потребуется распределение отдельных подзадач по разным вычисли-
тельным процессам.
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Time series analysis and forecasting are one of the widely researched areas nowadays. Identification using
various statistical methods, neural networks or mathematical models has long been used in various fields of
research from industry, to medicine, the social sphere, and the agricultural researches. The article considers a
parallel version of the algorithm for identifying the parameters of a quasi-linear recurrent equation for solving
the task of regression analysis with interdependent observable variables, based on the generalized least modules
method (GLDM). Unlike neural networks, which are widely used nowadays in various forecasting systems, this
approach allows us to explicitly obtain qualitative quasi-linear difference equations that adequately describe the
considered process. This makes it possible to improve the quality of the studied processes analysis. A significant
advantage of the model using the generalized least deviation method, in comparison with numerous neural network
approaches, is the possibility of interpreting the coefficients of the model from the point of view of the research
task and using the resulting equation as a model of a dynamic process. The conducted computational experiments
using time series show that the maximum acceleration of the algorithm occurs when using the number of threads
equal to half of the possible threads for a given device.

Keywords: parallelism, quasi-linear recurrent equation, forecasting, simulation, autoregressive model.
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