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Работа посвящена численной реализации нового метода линейного программирования, получившего на-
звание «метод поверхностного движения». В основе реализации лежит оригинальный алгоритм AlFaMove,
который строит на поверхности допустимого многогранника оптимальный целевой путь от произвольной
граничной точки до точки, являющейся решением задачи линейного программирования. Оптимальность
пути заключается в том, что направление движения по грани многогранника соответствует максимальному
увеличению значения целевой функции. Для вычисления оптимального направления движения использу-
ется метод, базирующийся на операции построения псевдопроекции на линейное многообразие. Операция
псевдопроекции обобщает понятие ортогональной проекции и реализуется с помощью итерационного ал-
горитма проекционного типа. Доказано, что в случае линейного многообразия, образуемого путем пере-
сечения гиперплоскостей, псевдопроекция совпадает с ортогональной проекцией. Также доказано, что в
случае линейного многообразия метод на основе псевдопроектирования вычисляет вектор движения в на-
правлении максимального увеличения целевой функции. Выполнена параллельная реализация алгоритма
AlFaMove. Приведены результаты вычислительных экспериментов на кластерной вычислительной системе,
демонстрирующие высокую масштабируемость предложенной численной реализации.

Ключевые слова: линейное программирование, метод поверхностного движения, численная реализа-
ция, алгоритм AlFaMove, параллельная реализация, кластерная вычислительная система, исследование
масштабируемости.
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Введение

Эпоха больших данных и индустрия 4.0 породили задачи линейного программирования
(ЛП) сверхбольших размерностей, включающих в себя миллионы переменных и миллионы
ограничений [1–4]. Во многих случаях объектом линейного программирования являются за-
дачи, связанные с оптимизацией нестационарных процессов [5]. В нестационарных задачах
ЛП целевая функция и/или ограничения изменяются в течение вычислительного процесса.
Также среди этого класса задач встречаются приложения, в которых необходимо выпол-
нять оптимизацию в режиме реального времени. Для решения таких задач необходимы
масштабируемые методы и параллельные алгоритмы линейного программирования.

Один из стандартных подходов к решению нестационарных задач оптимизации состоит
в том, чтобы рассматривать каждое изменение как появление новой задачи оптимизации,
которую необходимо решать с нуля [5]. Однако такой подход часто непрактичен, поскольку
решение проблемы с нуля без повторного использования информации из прошлого может
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занять слишком много времени. Таким образом, желательно иметь алгоритм оптимизации,
способный непрерывно адаптировать решение к изменяющейся среде, повторно используя
информацию, полученную в прошлом. Этот подход применим для процессов реального вре-
мени, если алгоритм достаточно быстро отслеживает траекторию движения оптимальной
точки. В случае больших задач ЛП последнее требует разработки масштабируемых методов
и параллельных алгоритмов ЛП.

До настоящего времени наиболее популярными методами решения задач ЛП являются
симплекс-метод [6] и методы внутренних точек [7]. Эти методы способны решать задачи
с десятками тысяч переменных и ограничений. Однако масштабируемость параллельных
алгоритмов, основанных на симплекс-методе, в общем случае ограничивается 16–32 про-
цессорными узлами [8]. Что касается алгоритмов внутренних точек, они не поддаются эф-
фективному распараллеливанию в общем случае. Это ограничивает применение указанных
методов для решения сверхбольших нестационарных задач ЛП в режиме реального вре-
мени. В соответствии с этим задача разработки масштабируемых методов и эффективных
параллельных алгоритмов ЛП для кластерных вычислительных систем остается актуаль-
ной.

В недавней работе [9] было дано теоретическое описание нового метода ЛП — метода по-
верхностного движения, строящего на поверхности допустимого многогранника1 оптималь-
ный целевой путь к решению задачи ЛП. Под оптимальным целевым путем понимается путь
по поверхности допустимого многогранника в направлении наибольшего увеличения значе-
ний целевой функции. Однако предложенный в этой статье алгоритм 1 на шаге 15 требует
нахождения на границе гипердиска точки с максимальным значением целевой функции.
При этом не приводится численный алгоритм, позволяющий выполнить этот шаг. В этой
статье мы приводим и исследуем алгоритм AlFaMove, устраняющий допущенный пробел.

Статья организована следующим образом. Раздел 1 содержит теоретический базис,
необходимый для описания метода поверхностного движения и его численной реализации.
Раздел 2 посвящен описанию операции псевдопроекции, позволяющий найти вектор движе-
ния по оптимальному целевому пути для линейного многообразия, получаемого в результа-
те пересечением гиперплоскостей. В разделе 3 дается формализованное описание алгоритма
AlFaMove, представляющего собой численную реализацию метода поверхностного движе-
ния. Раздел 4 посвящен описанию параллельной версии алгоритма AlFaMove. В разделе 5
представлены информация о программной реализации алгоритма AlFaMove и результаты
экспериментов на кластерной вычислительной системе по исследованию его масштабиру-
емости. В заключении суммируются полученные результаты и намечаются направления
дальнейших исследований.

1. Теоретический базис

Данный раздел содержит необходимый теоретический базис, используемый для описа-
ния алгоритма движения по граням AlFaMove. Рассмотрим задачу ЛП в следующем виде:

\=\bfitx = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} max
\bfitx \in \BbbR n

\{ \langle \bfitc ,\bfitx \rangle | A\bfitx \leqslant \bfitb \} , (1)

где \bfitc \in \BbbR n, \bfitb \in \BbbR m, A \in \BbbR m\times n, m > 1, \bfitc \not = \bfzero . Здесь \langle \cdot , \cdot \rangle обозначает скалярное произведение
двух векторов. Мы предполагаем, что ограничение \bfitx \geqslant \bfzero также включено в матричное

1Допустимый многогранник — область допустимых решений задачи линейного программирования.

Численная реализация метода поверхностного движения для решения задач...
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неравенство A\bfitx \leqslant \bfitb в форме

 - \bfitx \leqslant \bfzero .

Линейная целевая функция задачи (1) имеет вид

f(\bfitx ) = \langle \bfitc ,\bfitx \rangle .

Вектор \bfitc в данном случае является градиентом целевой функции f(\bfitx ).
Пусть \bfita i \in \BbbR n обозначает вектор, представляющий i-тую строку матрицы A. Мы пред-

полагаем, что \bfita i \not = \bfzero для всех i \in \{ 1, . . . ,m\} . Обозначим через \^Hi замкнутое полупро-
странство, определяемое неравенством \langle \bfita i,\bfitx \rangle \leqslant bi, а через Hi — ограничивающую его
гиперплоскость:

\^Hi = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i,\bfitx \rangle \leqslant bi\} ; (2)

Hi = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i,\bfitx \rangle = bi\} . (3)

Определим допустимый многогранник

M =

m\bigcap 

i=1

\^Hi, (4)

представляющий множество допустимых точек задачи ЛП (1). Заметим, что M в этом
случае будет замкнутым выпуклым множеством. Мы будем предполагать, что множество M

является ограниченным и M \not = \emptyset , то есть задача ЛП (1) имеет решение.
Дадим определение рецессивного полупространства [10].

Определение 1. Полупространство \^Hi называется рецессивным, если

\forall \bfitx \in Hi, \forall \lambda > 0 : \bfitx + \lambda \bfitc /\in \^Hi. (5)

Геометрический смысл этого определения состоит в том, что луч, исходящий в направлении
вектора \bfitc из любой точки гиперплоскости, ограничивающей рецессивное полупространство,
не имеет общих точек с этим полупространством, за исключением начальной. Известно [10],
что следующее условие является необходимым и достаточным для того, чтобы полупро-
странство \^Hi было рецессивным:

\langle \bfita i, \bfitc \rangle > 0.

Определим

\scrI = \{ i \in \{ 1, . . . ,m\} | \langle \bfita i, \bfitc \rangle > 0\} , (6)

то есть \scrI представляет множество индексов, для которых полупространство \^Hi является
рецессивным. Поскольку допустимый многогранник M представляет собой ограниченное
множество, имеем

\scrI \not = \emptyset .

Положим
\^M =

\bigcap 

i\in \scrI 

\^Hi. (7)

Л.Б. Соколинский, Н.А. Ольховский, И.М. Соколинская

2024, т. 13, № 3 7



Очевидно, что \^M является выпуклым, замкнутым, неограниченным многогранником. Бу-
дем называть его рецессивным. Из (4) и (6) следует

M \subset \^M.

Обозначим через \Gamma (M) множество граничных точек допустимого многогранника M , а через
\Gamma ( \^M) — множество граничных точек рецессивного многогранника \^M2. Согласно утвержде-
нию 3 в [10] имеем

\=\bfitx \in \Gamma ( \^M),

то есть решение задачи ЛП (1) лежит на границе рецессивного многогранника \^M .
Следуя [11], дадим определение ортогональной проекции на гиперплоскость.

Определение 2. Пусть в пространстве \BbbR n имеется гиперплоскость

H = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita ,\bfitx \rangle = b\} .

Ортогональная проекция \bfitpi H(\bfitv ) точки \bfitv \in \BbbR n на гиперплоскость H определяется формулой

\bfitpi H(\bfitv ) = \bfitv  - \langle \bfita ,\bfitv \rangle  - b

\| \bfita \| 2
\bfita . (8)

Следующее утверждение дает способ вычисления оптимального пути на гиперплоско-
сти.

Утверждение 1. Пусть в пространстве \BbbR n задана гиперплоскость H с нормалью \bfita \in \BbbR n,
проходящая через точку \bfitu \in \BbbR n:

H = \{ \bfitx \in \BbbR n | \langle \bfita ,\bfitx \rangle = \langle \bfita ,\bfitu \rangle \} . (9)

Пусть задана линейная функция f(\bfitx ) : \BbbR n \rightarrow \BbbR с градиентом \bfitc \in \BbbR n:

f(\bfitx ) = \langle \bfitc ,\bfitx \rangle . (10)

Пусть векторы \bfita и \bfitc линейно независимы (не коллинеарны, и среди них нет нулевого век-
тора). Положим

\bfitv = \bfitu + \bfitc . (11)

Построим ортогональную проекцию \bfitpi H(\bfitv ) точки \bfitv на гиперплоскость H:

\bfitw = \bfitpi H(\bfitv ). (12)

Тогда вектор \bfitd = \bfitw  - \bfitu однозначно задает направление максимального увеличения линей-
ной функции f(\bfitx ), определяемой формулой (10).

Доказательство. Предположим противное, то есть существует точка \~\bfitw \in H такая, что

\langle \bfitc , \~\bfitw \rangle \geqslant \langle \bfitc ,\bfitw \rangle , (13)

\| \~\bfitw  - \bfitu \| = \| \bfitw  - \bfitu \| и \~\bfitw \not = \bfitw (см. рис. 1). Здесь и далее \| \cdot \| обозначает евклидову норму.
Вычислим \langle \bfitc ,\bfitw \rangle . В соответствии с определением 2 ортогональная проекция \bfitpi H(\bfitv ) точки
2Под граничной точкой множества \^M \subset \BbbR n понимается точка в \BbbR n, для которой любая открытая ее окрест-
ность в \BbbR n имеет непустое пересечение как с множеством \^M , так и с его дополнением.

Численная реализация метода поверхностного движения для решения задач...
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Рис. 1. Иллюстрация к доказательству предложения 1.
Пунктиром обозначена гиперокружность с радиусом \| \bfitw  - \bfitu \| 

\bfitv на гиперплоскость H, задаваемую формулой (9), вычисляется следующим образом:

\bfitw = \bfitv  - \langle \bfita ,\bfitv  - \bfitu \rangle 
\| \bfita \| 2

\bfita .

Подставив вместо \bfitv правую часть формулы (11), получим

\bfitw = \bfitu + \bfitc  - \langle \bfita , \bfitc \rangle 
\| \bfita \| 2

\bfita . (14)

Используя (14), находим

\langle \bfitc ,\bfitw \rangle = \langle \bfitc ,\bfitu \rangle + \| \bfitc \| 2  - \langle \bfita , \bfitc \rangle 2

\| \bfita \| 2
. (15)

Поскольку \bfita и \bfitc линейно независимы, в соответствии с неравенством Коши–Буняковского
имеем

\langle \bfita , \bfitc \rangle 2 < \| \bfita \| 2 \cdot \| \bfitc \| 2.

Отсюда следует

\| \bfitc \| 2  - \langle \bfita , \bfitc \rangle 2

\| \bfita \| 2
> 0. (16)

Теперь вычислим \langle \bfitc , \~\bfitw \rangle . Определим \~\bfitu = \bfitpi \bfitL ( \~\bfitw ) — ортогональная проекция точки \~\bfitw 

на прямую L, проходящую через точки \bfitu и \bfitw . По построению существует число \delta \in \BbbR ,
удовлетворяющее условию

 - 1 \leqslant \delta < 1, (17)

такое, что
\~\bfitu = \bfitu + \delta (\bfitw  - \bfitu ).

Положим
\~\bfitv = \bfitu + \delta (\bfitv  - \bfitu ). (18)

Тогда точка \~\bfitu является ортогональной проекцией точки \~\bfitv на гиперплоскость H, определя-
емую формулой (9), и может быть вычислена следующим образом:

\~\bfitu = \~\bfitv  - \langle \bfita , \~\bfitv  - \bfitu \rangle 
\| \bfita \| 2

\bfita .
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Подставив вместо \~\bfitv правую часть формулы (18), отсюда получим

\~\bfitu = \bfitu + \delta 

\biggl( 
\bfitv  - \bfitu  - \langle \bfita ,\bfitv  - \bfitu \rangle 

\| \bfita \| 2
\bfita 

\biggr) 
.

Используя (11), произведем замену \bfitv  - \bfitu = \bfitc :

\~\bfitu = \bfitu + \delta 

\biggl( 
\bfitc  - \langle \bfita , \bfitc \rangle 

\| \bfita \| 2
\bfita 

\biggr) 
. (19)

Очевидно,
\~\bfitw = ( \~\bfitw  - \~\bfitu ) + \~\bfitu . (20)

Заменим второе слагаемое в (20) на правую часть формулы (19):

\~\bfitw = ( \~\bfitw  - \~\bfitu ) + \bfitu + \delta 

\biggl( 
\bfitc  - \langle \bfita , \bfitc \rangle 

\| \bfita \| 2
\bfita 

\biggr) 
.

Отсюда получаем

\langle \bfitc , \~\bfitw \rangle = \langle \bfitc , \~\bfitw  - \~\bfitu \rangle + \langle \bfitc ,\bfitu \rangle + \delta 

\Biggl( 
\| \bfitc \| 2  - \langle \bfita , \bfitc \rangle 2

\| \bfita \| 2

\Biggr) 
.

По построению вектор \~\bfitw  - \~\bfitu ортогонален вектору \bfitv  - \bfitu = \bfitc . Поэтому \langle \bfitc , \~\bfitw  - \~\bfitu \rangle = 0. Таким
образом, последняя формула преобразуется к виду

\langle \bfitc , \~\bfitw \rangle = \langle \bfitc ,\bfitu \rangle + \delta 

\Biggl( 
\| \bfitc \| 2  - \langle \bfita , \bfitc \rangle 2

\| \bfita \| 2

\Biggr) 
. (21)

Сопоставляя (15) и (21), с учетом (16) и (17) получаем

\langle \bfitc , \~\bfitw \rangle < \langle \bfitc ,\bfitw \rangle ,

что противоречит (13).

Возвращаясь к задаче ЛП (1), можно сказать следующее. Пусть \bfitu \in M \cap \Gamma ( \^M) и
существует единственная рецессивная гиперплоскость Hi\prime (i\prime \in \scrI ) такая, что \bfitu \in Hi\prime . В
этом случае вектор \bfitd , определяющий направление оптимального целевого пути из точки \bfitu ,
в соответствии с утверждением 1 вычисляется по формуле

\bfitd = \bfitc  - \langle \bfita i\prime ,\bfitu + \bfitc \rangle  - bi\prime 

\| \bfita i\prime \| 2
\bfita i\prime . (22)

В следующем разделе мы рассмотрим общий случай, когда через точку \bfitu проходит несколь-
ко гиперплоскостей.

2. Операция псевдопроектирования на линейное
многообразие

Пусть \scrJ \subseteq \{ 1, . . . ,m\} , \scrJ \not = \emptyset , и
\bigcap 
i\in \scrJ 

Hi \not = \emptyset . В этом случае множество индексов \scrJ 
определяет в пространстве \BbbR n линейное многообразие

L =
\bigcap 

i\in \scrJ 
Hi. (23)

Численная реализация метода поверхностного движения для решения задач...
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Обозначим kL — размерность линейного многообразия L. При kL < n  - 1 многообразие L

не является гиперплоскостью, и для определения вектора движения \bfitd по этому много-
образию в направлении максимального увеличения целевой функции нельзя применить
формулу (22), так как такое линейное многообразие невозможно задать одним линейным
уравнением в пространстве \BbbR n. Однако мы можем найти указанный вектор \bfitd с помощью
операции псевдопроектирования [10]. Определим проекционное отображение \bfitvarphi (\cdot ):

\bfitvarphi (\bfitx ) =
1

| \scrJ | 
\sum 

i\in \scrJ 
\bfitpi Hi

(\bfitx ). (24)

Известно [12], что отображение \bfitvarphi (\bfitx ) является непрерывным L-фейеровским отображением,
и последовательность точек \Bigl\{ 

\bfitx k = \bfitvarphi k (\bfitx 0)
\Bigr\} \infty 

k=1
, (25)

порождаемая этим отображением, начиная с произвольной точки \bfitx 0 \in \BbbR n, сходится к точке,
принадлежащей L:

\bfitx k \rightarrow \~\bfitx \in L.

Теперь мы готовы дать определение псевдопроекции на линейное многообразие, образуемое
пересечением гиперплоскостей.

Определение 3. Пусть \scrJ \subseteq \{ 1, . . . ,m\} , \scrJ \not = \emptyset , \bigcap i\in \scrJ Hi \not = \emptyset , \bfitvarphi (\cdot ) — проекционное отоб-
ражение, определяемое формулой (24). Псевдопроекцией \bfitrho \scrJ (\bfitx ) точки \bfitx \in \BbbR n на линейное
многообразие L =

\bigcap 
i\in \scrJ Hi называется предельная точка последовательности (25):

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfitrho \scrJ (\bfitx ) - \bfitvarphi k(\bfitx )
\bigm\| \bigm\| \bigm\| = 0.

Важным свойством псевдопроекции на линейное многообразие является то, что в этом слу-
чае псевдопроекция совпадает с ортогональной проекцией. Для доказательства этого факта
нам понадобится следующая лемма.

Лемма 1. Пусть в пространстве \BbbR n заданы гиперплоскость Hi\prime и линейное многообразие L,
принадлежащее этой гиперплоскости:

Hi\prime = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i\prime ,\bfitx \rangle = bi\prime \} ;
L =

\bigcap 
i\in \scrJ 

Hi;

i\prime \in \scrJ .

Обозначим через P линейное многообразие, являющееся ортогональным дополнением к L:

P = L\bot . (26)

Тогда для любой точки \bfitv , принадлежащей линейному многообразию P , ее ортогональная
проекция \bfitpi Hi\prime (\bfitv ) на гиперплоскость Hi\prime также будет принадлежать линейному многообра-
зию P :

\forall \bfitv \in P : \bfitpi Hi\prime (\bfitv ) \in P.

Доказательство. Обозначим \bfitp — ортогональная проекция точки \bfitv на гиперплоскость Hi\prime :

\bfitp = \bfitpi Hi\prime (\bfitv ). (27)
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Рис. 2. Иллюстрация к лемме 1

Без ограничения общности мы можем считать, что \bfitp \in L (см. рис 2). Предположим, что
точка \bfitp не принадлежит линейному многообразию P . Обозначим \bfitq — точка пересечения
линейного многообразия L с его ортогональным дополнением P :

\bfitq = L \cap P.

Поскольку P является ортогональным дополнением к линейному многообразию L, точка \bfitq 

является ортогональной проекцией точки \bfitp на линейное многообразие P :

\bfitq = \bfitpi P (\bfitp ). (28)

Рассмотрим треугольник \bigtriangleup (\bfitv ,\bfitp , \bfitq ). В силу (27) угол \angle \bfitp с вершиной в точке \bfitp является
прямым. В в соответствии с (28) угол \angle \bfitq с вершиной в точке \bfitq также является прямым.
Но это возможно только в случае, когда \bfitp = \bfitq , то есть

\bfitp \in P.

Лемма доказана.

Следующее утверждение доказывает, что псевдопроекция на линейное многообразие
совпадает с ортогональной проекцией.

Утверждение 2. Пусть выполняются следующие условия:

\scrJ \subseteq \{ 1, . . . ,m\} , (29)

L =
\bigcap 

i\in \scrJ 
Hi, L \not = \emptyset ; (30)

где Hi = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i,\bfitx \rangle = bi\} . Обозначим \bfitpi L(\bfitx ) — ортогональная проекция точки \bfitx \in \BbbR n

на линейное многообразие L. Тогда

\bfitrho L(\bfitx ) = \bfitpi L(\bfitx ),

то есть, псевдопроекция на линейное многообразие L совпадает с ортогональной проекцией.

Численная реализация метода поверхностного движения для решения задач...
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Рис. 3. Иллюстрация к доказательству утверждения 2 при n = 3

Доказательство. Зафиксируем произвольную точку \bfitv 0 \in \BbbR n. Рассмотрим линейное много-
образие P , содержащее точку \bfitv 0, и являющееся ортогональным дополнением к линейному
многообразию L:

\bfitv 0 \in P = L\bot . (31)

Обозначим через \=\bfitv точку пересечения линейного многообразия L с его ортогональным до-
полнением P :

L \cap P = \{ \=\bfitv \} 

(см. рис. 3). Построим ортогональную проекцию точки \bfitv 0 на гиперплоскость Hj для про-
извольного j \in \scrJ :

\bfitp 0 = \bfitpi Hj
(\bfitv 0).

В соответствии с леммой 1 имеем
\bfitpi Hj

(\bfitv 0) \in P.

Отсюда и из (24) следует, что
\bfitv 1 = \varphi (\bfitv 0) \in P.

Это означает, что последовательность
\Bigl\{ 
\bfitv k = \bfitvarphi k (\bfitv 0)

\Bigr\} \infty 

k=1

сходится к точке \=\bfitv пересечения линейного многообразия L с линейным многообразием P ,
то есть, \bfitrho L(\bfitv 0) = \=\bfitv . С другой стороны, в силу (31) имеем \bfitpi L(\bfitv 0) = \=\bfitv . Следовательно

\forall \bfitx \in \BbbR n : \bfitrho L(\bfitx ) = \bfitpi L(\bfitx ).

Утверждение доказано.

Процедура приближенного вычисления псевдопроекции на линейное многообразие
представлена в виде алгоритма 1. Дадим краткий комментарий по шагам этого алгоритма.
На шаге 2 счетчик итераций k устанавливается в значение ноль. Шаг 3 задает начальное
приближение \bfitx 0. Шаг 4 открывает итерационный цикл вычисления псевдопроекции. Ша-
ги 5–8 для текущего приближения \bfitx k вычисляют сумму из правой части формулы (24).
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Алгоритм 1 Вычисление псевдопроекции \bfitrho \scrJ (\bfitx )
Require: Hi = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i,\bfitx \rangle = bi\} ; \scrJ \subseteq \{ 1, . . . ,m\} ; \scrJ \not = \emptyset ; \bigcap 

i\in \scrJ 
Hi \not = \emptyset 

1: function \bfitrho \scrJ (\bfitx )
2: k :=0

3: \bfitx 0 :=\bfitx 

4: repeat
5: \Sigma :=0

6: for i \in \scrJ do
7: \Sigma :=\Sigma + (\langle \bfita i,\bfitx k\rangle  - bi)\bfita i/\| \bfita i\| 2
8: end for
9: \bfitx (k+1) :=\bfitx k  - \Sigma / | \scrJ | 

10: \xi max :=0  \triangleleft Максимальная невязка
11: for i \in \scrJ do
12: \xi i := \| \langle \bfita i,\bfitx k+1\rangle  - bi\| 
13: if \xi i > \xi max then
14: \xi max := \xi i

15: end if
16: end for
17: k := k + 1

18: until \xi max < \epsilon \xi  \triangleleft Малый параметр \epsilon \xi > 0

19: return \bfitx k

20: end function

Шаг 9 находит следующее приближение \bfitx k+1. Шаги 10–16 определяют максимальную
невязку \xi для нового приближения относительно всех гиперплоскостей Hi, участвующих
в вычислении. На шаге 17 счетчик итераций увеличивается на единицу. Шаг 18 проверяет
условие выхода из итерационного цикла. Шаг 19 возвращает в качестве результата полу-
ченное приближение \bfitx k.

3. Алгоритм движения по граням AlFaMove

В этом разделе мы опишем новый алгоритм AlFaMove (Along Faces Movement), пред-
ставляющий собой численную реализацию метода поверхностного движения [9]. Алгоритм
AlFaMove строит на поверхности допустимого многогранника путь из произвольной гранич-
ной точки \bfitu 0 \in M \cap \Gamma ( \^M) до точки \=\bfitx , являющейся решением задачи ЛП (1). Перемещение
по граням допустимого многогранника происходит в направлении наибольшего увеличения
значения целевой функции. Путь, построенный в результате такого движения, называется
оптимальным целевым путем.

В основе алгоритма AlFaMove лежит процедура \bfitD (\bfitu ) вычисления вектора движения \=\bfitd 

по грани допустимого многогранника M из точки \bfitu в направлении максимального уве-
личения значения целевой функции. Процедура \bfitD (\bfitu ) представлена в виде алгоритма 2.
Схематично работа этого алгоритма изображена на рис. 4. Дадим краткий комментарий
по шагам алгоритма 2. Шаги 2–7 строят множество \scrU , включающее в себя индексы всех
гиперплоскостей Hi, проходящих через точку \bfitu . На шаге 8 вектору направления движения
\=\bfitd в качестве начального значения присваивается нулевой вектор. На шаге 9 значению це-
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Алгоритм 2 Вычисление вектора движения \=\bfitd = \bfitD (\bfitu )

Require: Hi = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i,\bfitx \rangle = bi\} ; \bfitu \in \Gamma (M)

1: function \bfitD (\bfitu )
2: \scrU := \emptyset  \triangleleft \scrU — множество индексов гиперплоскостей Hi, проходящих через точку \bfitu 

3: for i = 1 . . .m do
4: if \langle \bfita i,\bfitu \rangle = bi then
5: \scrU :=\scrU \cup \{ i\} 
6: end if
7: end for
8: \=\bfitd :=\bfzero 

9: f := - \infty  \triangleleft f — значение целевой функции f(\bfitx ) = \langle \bfitc ,\bfitx \rangle 
10: \bfite \bfitc := \bfitc /\| \bfitc \| 
11: \bfitv :=\bfitu + \delta \bfite \bfitc  \triangleleft Большой параметр \delta > 0

12: for \scrJ \in \scrP (\scrU )\setminus \emptyset do  \triangleleft \scrP (\scrU ) — множество всех подмножеств множества \scrU 
13: \bfitw :=\bfitrho \scrJ (\bfitv )
14: \bfitd :=\bfitw  - \bfitu 

15: \bfite \bfitd :=\bfitd /\| \bfitd \| 
16: if (\bfitu + \tau \bfite \bfitd ) \in M then  \triangleleft Малый параметр \tau > 0

17: if \langle \bfitc ,\bfitu + \tau \bfite \bfitd \rangle > f then
18: f :=\langle \bfitc ,\bfitu + \tau \bfite \bfitd \rangle 
19: \=\bfitd :=\bfitd 

20: end if
21: end if
22: end for
23: return \=\bfitd 

24: end function

=

Рис. 4. Вычисление вектора направления движения \=\bfitd по грани линейного многообразия L

левой функции f присваивается бесконечно малое число3. На шаге 10 строится единичный
вектор \bfite \bfitc , сонаправленный с вектором \bfitc . На шаге 11 строится точка \bfitv путем прибавления
вектора \delta \bfite \bfitc к вектору \bfitu (см. рис. 4). Здесь \delta — «большой» положительный параметр: чем

3В случае 64-разрядной арифметики с плавающей точкой, бесконечно малое число равно  - 1 \cdot 10308
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больше \delta , тем точнее будет вычислен вектор направления движения \=\bfitd . Однако при уве-
личении параметра \delta будет увеличиваться и время вычисления псевдопроекции \bfitrho \scrJ (\bfitv ) на
шаге 13. Цикл for на шаге 12 перебирает все возможные комбинации индексов гиперплос-
костей, проходящих через точку \bfitu . Каждой такой комбинации \scrJ соответствует линейное
многообразие L =

\bigcap 
i\in \scrJ Hi, которое также проходит через точку \bfitu . Шаг 13 вычисляет

точку \bfitw , выполняя псевдопроекцию точки \bfitv на линейное многообразие, соответствующее
комбинации \scrJ . На шаге 14 вычисляется возможный вектор движения \bfitd по текущему линей-
ному многообразию в направлении максимального увеличения значений целевой функции.
Шаг 15 вычисляет единичный вектор \bfite \bfitd , сонаправленный с вектором \bfitd . Шаг 16 проверя-
ет, что малое движение из точки \bfitu в направлении \bfitd не выходит за границы допустимого
многогранника. Шаг 17, в свою очередь, проверяет, что значение целевой функции в точке
(\bfitu + \bfite \bfitd ) превышает максимальное значение, полученное на предыдущих итерациях цик-
ла for (шаг 12). В этом случае это значение запоминается как максимальное (шаг 18),
а найденное направление присваивается вектору \=\bfitd (шаг 19). После того, как проверены
все возможные комбинации, вектор \=\bfitd возвращается в качестве результата (шаг 23). Если
ни одна комбинация не прошла проверку на шагах 16–17, то в качестве результата будет
возвращен нулевой вектор. Это означает, что любое движение из точки \bfitu по поверхности
допустимого многогранника не приводит к увеличению значения целевой функции.

Теперь мы готовы описать алгоритм движения по граням AlFaMove, решающий задачу
ЛП (1). За основу мы берем алгоритм 1 из работы [9]. Реализация алгоритма AlFaMove
на псевдокоде представлена в виде алгоритма 3. Прокомментируем шаги этого алгоритма.
На шаге 1 вводится начальное приближение \bfitu (0). Это может быть произвольная граничная
точка рецессивного многогранника \^M , удовлетворяющая условию

\bfitu 0 \in M \cap \Gamma ( \^M).

Это условие проверяется на шаге 2. Для получения подходящего начального приближе-
ния может применяться алгоритм, реализующий стадию Quest апекс-метода [10]. Шаг 3
вычисляет начальный вектор движения \bfitd 0. Для этого используется функция \bfitD (\cdot ), реа-

Алгоритм 3 Алгоритм движения по граням AlFaMove

Require: \^Hi = \{ \bfitx \in \BbbR n| \langle \bfita i,\bfitx \rangle \leqslant bi\} ; M =
m\bigcap 
i=1

\^Hi; \^M =
\bigcap 
i\in \scrI 

\^Hi; i \in \scrI \leftrightarrow \langle \bfita i, \bfitc \rangle > 0

1: input \bfitu 0

2: assert \bfitu 0 \in M \cap \Gamma ( \^M)

3: \bfitd 0 :=\bfitD (\bfitu 0)

4: assert \bfitd 0 \not = \bfzero 

5: k :=0

6: repeat
7: \bfitu k+1 :=\bfitmu (\bfitu k,\bfitd k)

8: \bfitd k+1 :=\bfitD (\bfitu k+1)

9: k := k + 1

10: until \bfitd k = \bfzero 

11: output \bfitu k  \triangleleft Решение задачи ЛП (1)
12: stop

Численная реализация метода поверхностного движения для решения задач...

16 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



( , ) ( , )

Рис. 5. Действие функции \bfitmu :
\bfitmu (\bfitu ,\bfitd ) = \bfitgamma 1(\bfitu ,\bfitd )

лизованная в алгоритме 2. Предполагается, что \bfitd 0 \not = \bfzero 4. Это условие контролируется на
шаге 4. На шаге 5 счетчик итераций k устанавливается в значение ноль. Шаг 6 открывает
цикл repeat, выполняющий движение по граням допустимого многогранника до тех пор,
пока очередной вектор движения \bfitd k не окажется нулевым вектором. Это означает, что по-
следнее найденное приближение \bfitu k является решением задачи ЛП (1). Шаг 7 в теле цикла
вычисляет следующее приближение \bfitu k+1 с помощью вектор-функции \bfitmu (определение см.
ниже). Шаг 8 вычисляет вектор движения \bfitd k+1 для вновь найденного приближения \bfitu k+1.
Шаг 9 увеличивает счетчик итераций k на единицу. Если последний вектор движения ра-
вен нулевому вектору, то на шаге 10 происходит выход из цикла repeat/until, после чего
на шаге 11 выводятся координаты точки \bfitu k в качестве решения задачи ЛП (1). Шаг 12
завершает работу алгоритма AlFaMove.

Вектор-функция \bfitmu (\cdot ), используемая на шаге 7, определяется следующим образом. Обо-
значим

\scrQ = \{ i \in \{ 1, . . . ,m\} | \langle \bfita i,\bfitu \rangle < bi \wedge \langle \bfita i,\bfitd \rangle > 0\} . (32)

Тогда

\bfitmu (\bfitu ,\bfitd ) = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}min
i\in \scrQ 

\{ \| \bfitu  - \bfitx \| | \bfitx = \bfitgamma i(\bfitu ,\bfitd )\} . (33)

Здесь \bfitgamma i(\bfitu ,\bfitd ) обозначает вектор-функцию, вычисляющую косоугольную проекцию точки \bfitu 

на гиперплоскость Hi по направлению \bfitd :

\bfitgamma i(\bfitu ,\bfitd ) = \bfitu  - \langle \bfita i,\bfitu \rangle  - bi
\langle \bfita i,\bfitd \rangle 

\bfitd .

Действие функции \bfitmu проиллюстрировано на рис. 5. В соответствии с рисунком гиперплос-
кости H4 и H5 не удовлетворяют неравенству \langle \bfita i,\bfitu \rangle < bi в (32). Гиперплоскости H3 и H6

не удовлетворяют неравенству \langle \bfita i,\bfitd \rangle > 0 в (32). Таким образом, \scrQ = \{ 1, 2\} . Так как
\| \bfitu  - \bfitgamma 1(\bfitu ,\bfitd )\| < \| \bfitu  - \bfitgamma 2(\bfitu ,\bfitd )\| , то \bfitmu (\bfitu ,\bfitd ) = \bfitgamma 1(\bfitu ,\bfitd ).

4Равенство вектора \bfitd 0 нулевому вектору означает, что точка \bfitu 0 является решением задачи ЛП (1).
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Сходимость алгоритма 3 к решению задачи ЛП (1) за конечное число итераций обеспе-
чивается следующей теоремой.

Теорема 1. (Сходимость алгоритма AlFaMove) Пусть допустимый многогранник M задачи
ЛП (1) является ограниченным непустым множеством. Пусть \=\bfitx — решение задачи ЛП (1).
Тогда последовательность приближений \{ \bfitu k\} Kk=1, генерируемых алгоритмом 3, является
конечной (K < +\infty ), и \langle \bfitc ,\bfitu K\rangle = \langle \bfitc , \=\bfitx \rangle , то есть \bfitu K является решением задачи ЛП (1).

Доказательство. Обозначим через \bfitd AlFaMove вектор \bfitd k+1, вычисляемый на шаге 8 алго-
ритма 3. В соответствии с шагами 13, 14 алгоритма 2 имеем

\bfitd AlFaMove = \bfitrho \scrJ (\bfitv ) - \bfitu .

Согласно утверждению 2 отсюда следует

\bfitd AlFaMove = \bfitpi \scrJ (\bfitv ) - \bfitu , (34)

где \bfitpi \scrJ (\bfitv ) обозначает ортогональную проекцию точки \bfitv на линейное многообразие
L =

\bigcap 
i\in \scrJ Hi. В соответствии с утверждением 1 это означает, что вектор \bfitd AlFaMove одно-

значно задает направление максимального увеличения целевой функции f(\bfitx ) задачи (1).
А это, в свою очередь, означает, что алгоритм 3 является численной реализацией мето-
да поверхностного движения [9], то есть последовательности приближений

\bigl\{ 
\bfitu k
AlFaMove

\bigr\} 
и\bigl\{ 

\bfitu k
SMM

\bigr\} 
, генерируемые алгоритмом 3 из настоящей статьи и алгоритмом 1 из [9] соот-

ветственно, совпадают. Таким образом сходимость алгоритма AlFaMove непосредственно
следует из сходимости алгоритма поверхностного движения, гарантируемой теоремой 1 из
статьи [9].

4. Параллельная версия алгоритма AlFaMove

Наиболее ресурсоемкой операцией, используемой в алгоритме AlFaMove (алгоритм 3),
является операция вычисления вектора движения, выполняемая в цикле на шаге 8. При ре-
шении больших задач ЛП она занимает более 90% процессорного времени. Это объясняется
тем, что функция вычисления вектора движения \bfitD (\cdot ), реализованная в виде алгоритма 2,
использует в цикле на шаге 13 операцию псевдопроектирования, заключающуюся в последо-
вательном применении отображения \varphi (\cdot ), задаваемого формулой (24), к исходной точке (см.
алгоритм 1, реализующий вычисление псевдопроекции). Известно, что в случае больших
задач ЛП проекционный метод может потребовать значительных временных затрат [13].
Кроме того, следует отметить, что алгоритм 2 в цикле на шаге 12 перебирает все непустые
подмножества множества \scrU , включающего в себя индексы гиперплоскостей, проходящих че-
рез точку \bfitu . Если, например, через точку проходит 30 гиперплоскостей, то у нас получится
230  - 1 = 1 073 741 823 непустых подмножества. Перебор такого количества подмножеств
потребует суперкомпьютерных мощностей. Потому мы разработали параллельную версию
алгоритма AlFaMove, представленную в виде алгоритма 4.

Параллельный алгоритм 4 построен на основе модели параллельных вычислений
BSF [14], ориентированной на кластерные вычислительные системы. Модель BSF использу-
ет схему распараллеливания «мастер–рабочие» и требует представление алгоритма в виде
операций над списками с использованием функций высшего порядка Map и Reduce.

Численная реализация метода поверхностного движения для решения задач...

18 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



Алгоритм 4 Параллельная версия алгоритма AlFaMove

мастер l-тый рабочий (l = 0, . . . , L - 1)

1: input n,m,A, \bfitb ,\bfitu 0

2: k :=0

3: repeat
4: Broadcast \bfitu k

5:

6:

7:

8:

9:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16: Gather \scrL reduce

17: (\bfitd k, fk) :=Reduce(\oplus ,\scrL reduce)

18: if \bfitd k = \bfzero then
19: exit := true
20: else
21: \bfitu k+1 :=\bfitmu (\bfitu k,\bfitd k)

22: k := k + 1

23: exit := false
24: end if
25: Broadcast exit

26: until exit
27: output \bfitu k, fk
28: stop

1: input n,m,A, \bfitb , \bfitc 

2:

3: repeat
4: RecvFromMaster \bfitu k

5: \scrU :=[ ]

6: for i = 1 . . .m do
7: if \langle \bfita i,\bfitu k\rangle = bi then
8: \scrU :=\scrU ++ [i]

9: end if
10: end for
11: K :=2| \scrU |  - 1

12: L :=\mathrm{N}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{O}\mathrm{f}\mathrm{W}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}

13: \scrL map(l) :=[lK/L, . . . , (l + 1)K/L - 1]

14: \scrL reduce(l) :=Map(\mathrm{F}\bfitu k
,\scrL map(l))

15: (\bfitd l, fl) :=Reduce(\oplus ,\scrL reduce(l))

16: SendToMaster (\bfitd l, fl)

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

24:

25: RecvFromMaster exit

26: until exit
27:

28: stop

В качестве второго параметра функции высшего порядка Map в алгоритме 4 исполь-
зуется список \scrL map = [1, . . . ,K], содержащий порядковые номера всех подмножеств мно-
жества \scrU , за исключением пустого. Здесь K = 2| \scrU |  - 1. В качестве первого параметра
фигурирует параметризованная функция

\mathrm{F}\bfitu : \{ 1, . . . ,K\} \rightarrow \BbbR n \times \BbbR ,

определенная следующим образом:
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\mathrm{F}\bfitu (j) = (\bfitd j , fj);

\bfitd j =

\left\{ 
 
 
\bfite \bfitd , if (\bfitu + \tau \bfite \bfitd ) \in M \wedge \langle \bfitc ,\bfitw \rangle > \langle \bfitc ,\bfitu \rangle ;
\bfzero , if (\bfitu + \tau \bfite \bfitd ) /\in M \vee \langle \bfitc ,\bfitw \rangle \leqslant \langle \bfitc ,\bfitu \rangle ;

fj =

\left\{ 
 
 
\langle \bfitc ,\bfitu + \bfite \bfitd \rangle , if (\bfitu + \tau \bfite \bfitd ) \in M \wedge \langle \bfitc ,\bfitw \rangle > \langle \bfitc ,\bfitu \rangle ;
 - \infty , if (\bfitu + \tau \bfite \bfitd ) /\in M \vee \langle \bfitc ,\bfitw \rangle \leqslant \langle \bfitc ,\bfitu \rangle ,

(35)

где
\bfitw = \bfitrho \sigma (j)(\bfitu + \delta \bfitc /\| \bfitc \| ) (36)

и
\bfite \bfitd =

\bfitw  - \bfitu 

\| \bfitw  - \bfitu \| .

Семантика функции \mathrm{F}\bfitu (\cdot ) однозначно определяется алгоритмом 2. Функция \sigma (\cdot ), исполь-
зуемая в формуле (36), отображает натуральное число j \in \{ 1, . . . ,K\} в j-тое подмножество
множества элементов списка \scrU следующим образом. Число j преобразуется в двоичное
представление, состоящее из | \scrU | разрядов. Каждому разряду соответствует индекс гипер-
плоскости из списка \scrU в естественном порядке. Если разряд содержит единицу, то соот-
ветствующий индекс входит в подмножество \sigma (j), если — ноль, то не входит. Например,
пусть через точку \bfitu проходят гиперплоскости H2, H4, H7, H9. В этом случае \scrU = [2, 4, 7, 9]

и K = 24  - 1 = 15, то есть из множества элементов списка \scrU может быть сформировано
15 различных непустых подмножеств. Найдем, например, пятое подмножество. Функция
\sigma (\cdot ) преобразует число 5 в двоичную запись из 4-x разрядов 0101 и возвращает в качестве
результата подмножество \{ 4, 9\} . Таким образом функция высшего порядка Map (\mathrm{F}\bfitu ,\scrL map)

преобразует список \scrL map номеров подмножеств в список пар (\bfitd j , fj):

Map (\mathrm{F}\bfitu ,\scrL map) = [\mathrm{F}\bfitu (1), . . . ,\mathrm{F}\bfitu (K)] = [(\bfitd 1, f1), . . . , (\bfitd K , fK)] .

Здесь \bfitd j (j = 1, . . . ,K) является единичным вектором движения, а fj — значение целевой
функции, которое достигается в точке \bfitu + \bfitd j .

Обозначим через \scrL reduce список пар, генерируемый функцией высшего порядка Map:

\scrL reduce = Map (\mathrm{F}\bfitu ,\scrL map) = [(\bfitd 1, f1), . . . , (\bfitd K , fK)] .

Определим бинарную ассоциативную операцию

\oplus : \BbbR n \times \BbbR \rightarrow \BbbR n \times \BbbR ,

являющуюся первым параметром функции высшего порядка Reduce:

\bigl( 
\bfitd \prime , f \prime \bigr) \oplus 

\bigl( 
\bfitd \prime \prime , f \prime \prime \bigr) =

\left\{ 
 
 
(\bfitd \prime , f \prime ) , еслиf \prime \geqslant f \prime \prime ;

(\bfitd \prime \prime , f \prime \prime ) , еслиf \prime < f \prime \prime .
(37)

Функция высшего порядка Reduce редуцирует список пар \scrL reduce к одной паре путем по-
следовательного применения операции \oplus ко всем элементам списка:

Reduce (\oplus ,\scrL reduce) = (\bfitd 1, f1)\oplus . . .\oplus (\bfitd K , fK) = (\bfitd j\prime , fj\prime ),

Численная реализация метода поверхностного движения для решения задач...
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где согласно (37)

j\prime = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
1\leqslant j\leqslant K

fj .

Параллельная работа алгоритма 4 организована по схеме «мастер–рабочие» и вклю-
чает в себя L + 1 процесс: один процесс–мастер и L процессов–рабочих. Процесс–мастер
осуществляет общее управление вычислениями, распределяет работу между процессами–
рабочими, получает от них результаты и формирует итоговый результат. Для простоты
будем предполагать, что количество подмножеств K кратно количеству рабочих L. На ша-
ге 1 мастер вводит исходные данные задачи ЛП и начальную точку \bfitu 0. На шаге 2 мастер
устанавливает счетчик итераций k в значение ноль. Шаги 3–26 реализуют основной цикл
repeat/until, вычисляющий решение задачи ЛП (1). На шаге 4 мастер рассылает текущее
приближение \bfitu k всем рабочим. На шаге 16 он получает от рабочих частичные результаты,
которые на шаге 17 редуцируются в пару (\bfitd k, fk). Если на шаге 18 выполняется условие
\bfitd k = \bfzero , то решение найдено (мы предполагаем \bfitd 0 \not = \bfzero ). В этом случае на шаге 19 мастер
присваивает логической переменной exit значение true. Если \bfitd k \not = \bfzero , то мастер на шаге 21
вычисляет следующее приближение \bfitu k+1, увеличивает на шаге 22 счетчик итераций k на
единицу и на шаге 23 присваивает логической переменной exit значение false. На шаге 25
мастер рассылает всем рабочим значение логической переменной exit. Если логическая пе-
ременная exit принимает значение «истина», цикл repeat/until завершается на шаге 26.
На шаге 27 мастер выводит в качестве результата последнее приближение \bfitu k и оптимальное
значение целевой функции fk. Шаг 28 завершает работу процесса–мастера.

Все рабочие выполняют один и тот же код, но над различными данными. На шаге 1
l-тый рабочий (l = 1, . . . , L) вводит исходные данные задачи ЛП. Цикл repeat/until ра-
бочего (шаги 3-26) соответствует циклу repeat/until мастера. На шаге 4 l-тый рабочий
получает от мастера текущее приближение \bfitu k. Затем он формирует подсписок \scrL map(l) сво-
их порядковых номеров подмножеств для последующей обработки (шаги 5–13). Подсписки
различных рабочих не пересекаются:

l\prime \not = l\prime \prime \leftrightarrow \scrL map(l\prime ) \not = \scrL map(l\prime \prime ), (38)

а их конкатенация дает полный список:

\scrL map = \scrL map(0) ++ . . .++ \scrL map(L - 1). (39)

На шаге 14 рабочий вызывает функцию высшего порядка Map, которая, в свою очередь,
применяет параметризованную функцию \mathrm{F}\bfitu k

, определенную формулами (35), ко всем эле-
ментам подсписка \scrL map(l), формируя на выходе подсписок пар \scrL reduce(l). Этот подсписок на
шаге 15 редуцируется рабочим в единственную пару (\bfitd l, fl) с помощью функции высшего
порядка Reduce, которая последовательно применяет бинарную операцию \oplus , определенную
по формуле (37), ко всем элементам подсписка \scrL reduce(l). Результат пересылается мастеру
на шаге 16. На шаге 25 рабочий получает от мастера значение логической переменной exit.
Если эта переменная принимает значение true, то рабочий процесс завершается. В против-
ном случае продолжает выполняться цикл repeat/until. Операторы обмена Broadcast,
Gather, RecvFromMaster и SendToMaster обеспечивают неявную синхронизацию ра-
боты процесса–мастера и процессов–рабочих.
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5. Вычислительные эксперименты

Мы реализовали параллельную версию алгоритма AlFaMove на языке C++ с использо-
ванием программного BSF-каркаса [15], базирующегося на модели параллельных вычисле-
ний BSF [14]. BSF-каркас инкапсулирует все аспекты, связанные с распараллеливанием
программы на основе библиотеки MPI. Исходные коды параллельной реализации алго-
ритма AlFaMove решения задач ЛП свободно доступны в репозитории GitHub по адресу
https://github.com/leonid-sokolinsky/AlFaMove. Разработанная программа была проте-
стирована на большом количестве задач ЛП, взятых из различных источников. Все эти
задачи в формате MTX [16] доступны по адресу https://github.com/leonid-sokolinsky/
Set-of-LP-Problems. В качестве тестов мы также использовали искусственные задачи,
полученные с помощью генератора случайных задач ЛП FRaGenLP [17]. Эти задачи
доступны по адресу https://github.com/leonid-sokolinsky/Set-of-LP-Problems/tree/
main/Rnd-LP. Мы не смогли протестировать реализацию AlFaMove на задачах из репозито-
рия Netlib-LP [18], так как во всех этих задачах количество гиперплоскостей, проходящих
через начальную точку \bfitu 0, превышало число 30, что соответствует количеству возможных
комбинаций, равному 1 073 741 824. Массивы таких размеров не допускаются доступными
нам компиляторами C++.

С помощью разработанной программы мы исследовали масштабируемость алгоритма
AlFaMove. В экспериментах мы использовали параметризованную задачу ЛП «гиперкуб
с отсеченной вершиной», для которой размерность пространства n является параметром.
Ограничения этой задачи содержат 2n+ 1 неравенств следующего вида:

\left\{ 
         
         

x1 \leqslant 200

x2 \leqslant 200
...

xn \leqslant 200

x1 + x2 \cdot \cdot \cdot + xn \leqslant 200(n - 1) + 100

x1 \geqslant 0, x2 \geqslant 0, \cdot \cdot \cdot , xn \geqslant 0.

(40)

Градиент целевой функции задается вектором

\bfitc = (1, 2, . . . , n) . (41)

Задача предполагает нахождение максимума целевой функции и имеет единственное ре-
шение в точке (100, 200, . . . , 200) со значением целевой функции, равным 100(n2 + n  - 1).
Для произвольного n эта задача может быть получена в формате MTX с помощью ге-
нератора FRaGenLP, если в качестве количества случайных неравенств задать 0. Эти за-
дачи ЛП для различных n доступны по адресу https://github.com/leonid-sokolinsky/
Set-of-LP-Problems/tree/main/Rnd-LP под именами lp_rnd<n>-0, где в качестве <n> ука-
зана размерность пространства. Вычислительные эксперименты проводились на суперком-
пьютере «Торнадо ЮУрГУ» [19], характеристики которого представлены в табл. 1. Все
вычисления выполнялись с двойной точностью, при которой число с плавающей точкой
занимает в оперативной памяти 64 бита.

В первой серии экспериментов исследовалась зависимость ускорения и эффективности
распараллеливания алгоритма AlFaMove от количества используемых процессорных узлов
кластера при решении задач «гиперкуб с отсеченной вершиной». Результаты этих экспери-
ментов представлены на рис. 6. В данном контексте ускорение \alpha (L) определялось как отно-
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Таблица 1. Характеристики кластера «Торнадо ЮУрГУ»

Параметр Значение
Количество процессорных узлов 480
Процессоры Intel Xeon X5680 (6 cores, 3.33 GHz)
Число процессоров на узел 2
Память на узел 24 GB DDR3
Соединительная сеть InfiniBand QDR (40 Gbit/s)
Операционная система Linux CentOS

шение времени T (1) решения задачи на конфигурации с узлом-мастером и единственным
узлом-рабочим ко времени T (L) решения той же задачи на конфигурации с узлом-мастером
и L узлами-рабочими:

\alpha (L) =
T (1)

T (L)
.

Эффективность распараллеливания \beta (L) вычислялась по формуле

\beta (L) =
T (1)

L \cdot T (L) .

Вычисления проводились для размерностей 16, 18 и 20. Число ограничений соответственно
составило 33, 37 и 41. В качестве начальной точки всегда выбиралась вершина допустимого
многогранника со следующими координатами:

x1 = 0, . . . xn/2 = 0, xn/2+1 = 200, . . . xn = 200. (42)

Эксперименты продемонстрировали хорошую масштабируемость алгоритма AlFaMove на
задачах «гиперкуб с отсеченной вершиной», начиная с размерности n = 18. В этом слу-
чае алгоритм демонстрировал ускорение, близкое к линейному. На меньших размерностях
затраты на обмены и латентность начинают превалировать над вычислительными затра-
тами, что приводит к резкому уменьшению границы масштабируемости алгоритма5. Для
5Под границей масштабируемости понимается максимальное количество процессорных узлов, на котором
наблюдается рост ускорения.
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Рис. 6. Ускорение и эффективность распараллеливания алгоритма AlFaMove
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Рис. 7. Зависимость времени работы AlFaMove от размерности задачи на различных
многопроцессорных конфигурациях (L — количество рабочих узлов)

n = 16 эта граница оказалась равной 180 узлам. Эксперименты также показали, что с
увеличением размерности задачи эффективность распараллеливания на малом количестве
процессорных узлов (меньше 120) падает. Однако, при большем количестве процессорных
узлов наблюдается обратная тенденция. Так, для размерности n = 16 эффективность рас-
параллеливания на 20 процессорных узлах составила 61%, после чего снизилась до 23% на
220 узлах. При этом, для n = 20 эффективность распараллеливания оказалась равной 50%
и 40% соответственно.

В следующей серии экспериментов исследовалась зависимость времени вычислений от
размерности задачи «гиперкуб с отсеченной вершиной» на различных многопроцессорных
конфигурациях с количеством рабочих узлов L = 60, L = 120 и L = 180. Результаты этих
экспериментов представлены на рис. 7. Размерность варьировалась от n = 16 до n = 24 с ша-
гом 2. Для размерности n = 24 каждый из списков \scrL map и \scrL reduce включал в себя 16 777 215

элементов. Это — максимальный размер, допускаемый используемым компилятором. В ка-
честве начальной точки всегда выбиралась вершина допустимого многогранника с коорди-
натами (42). На всех исследуемых конфигурациях эксперименты показали экспоненциаль-
ный рост времени вычислений с увеличением размерности задачи. Однако, конфигурации с
бо́льшим количеством рабочих узлов демонстрировали существенно меньшее время работы
алгоритма AlFaMove.

В третьей серии экспериментов мы исследовали поведение алгоритма AlFaMove на кубе
Кле—Минти (Klee—Minty), представляющем собой параметризованную задачу ЛП с раз-
мерностью пространства в качестве параметра. Область допустимых решений этой задачи
представляет собой гиперкуб с перекошенными углами и может быть задана следующей
системой неравенств:

\left\{ 
         
         

x1 \leqslant 5

4x1 + x2 \leqslant 25

8x1 + 4x2 + x3 \leqslant 125
...

2nx1 + 2n - 1x2 \cdot \cdot \cdot + 4xn - 1 + xn \leqslant 5n

x1 \geqslant 0, x2 \geqslant 0, \cdot \cdot \cdot , xn \geqslant 0.

Численная реализация метода поверхностного движения для решения задач...

24 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



Градиент целевой функции задается вектором

\bfitc =
\bigl( 
2n - 1, 2n - 2, . . . , 2, 1

\bigr) 
.

Задача предполагает нахождение максимума целевой функции и имеет единственное
решение в точке (0, . . . , 0, 5n) со значением целевой функции, равным 5n. Кле и Минти в
статье [20] показали, что в случае, когда начальной вершиной является центр координат,
классический симплекс-метод при решении этой задачи посещает все 2n вершин, делая
2n - 1 итераций. Известно, что большинство оптимизационных алгоритмов демонстрируют
плохую производительность применительно к кубу Кле—Минти. Мы применили алгоритм
AlFaMove для решения кубов Кле—Минти размерности от 5 до 9. Результаты эксперимен-
тов, приведенные в табл. 2, показывают, что алгоритм AlFaMove во всех случаях находил
решение за 2n  - 1 итераций, в то время, как симплекс-метод совершал 2n  - 1 итераций.

Таблица 2. Эксперименты с кубами Кле—Минти

Размер- AlFaMove
Simplex

ность Граница
масшт-ти

Время
(сек.)

Относит.
погреш-ть

Кол-во
итераций Кол-во

итераций
5 10 0.2 0.9 \cdot 10 - 12 9 31
6 15 2 0.2 \cdot 10 - 12 11 63
7 20 13 0.8 \cdot 10 - 11 13

127
8 25 126 0.8 \cdot 10 - 11 15

255
9 30 1445 0.2 \cdot 10 - 10 17

511

Относительная погрешность вычислялась по формуле

\delta =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
fexact  - fapprox

fexact

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ,

где fexact — точное максимальное значение целевой функции, fapprox — значение, вы-
численное алгоритмом AlFaMove. Подсчет итераций симплекс-метода производился с по-
мощью онлайн калькулятора, доступного по адресу https://www.pmcalculators.com/
simplex-method-calculator. Эксперименты также показали, что порог масштабируемости
алгоритм AlFaMove на кубах Кле—Минти рос линейно с ростом размерности. При этом
одновременно наблюдался экспоненциальный рост времени вычислений.

Заключение

В статье представлен алгоритм AlFaMove, являющийся численной реализацией мето-
да поверхностного движения для решения задач линейного программирования. Ключевой
особенностью этого метода является построение оптимального пути на поверхности допу-
стимого многогранника от начальной точки к решению задачи линейного программиро-
вания. Под оптимальным путем понимается путь по поверхности допустимой области в
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направлении максимального увеличения значений целевой функции. Практическая значи-
мость предложенного метода состоит в том, что он открывает возможность применения
искусственных нейронных сетей прямого распространения для решения нестационарных
многомерных задач линейного программирования в режиме реального времени.

Теоретической основой алгоритма AlFaMove является операция построения псевдопро-
екции на линейные многообразия, которые формируют грани допустимого многогранника.
Псевдопроекция реализуется на основе фейеровского процесса и является обобщением по-
нятий ортогональной проекции на линейное многообразие и метрической проекции на вы-
пуклое множество. В случае грани, образуемой гиперплоскостью, псевдопроекция сводится
к ортогональной проекции. Доказано, что путь по гиперплоскости, построенный с помо-
щью градиента целевой функции и ортогональной проекции, является оптимальным. При-
веден алгоритм проекционного типа для построения псевдопроекции на линейные много-
образия меньших размерностей, образуемые пересечением гиперплоскостей. Доказано, что
в этом случае псевдопроекция совпадает с ортогональной проекцией. Представлено фор-
мализованное описание алгоритма AlFaMove, строящего оптимальный путь на поверхности
допустимого многогранника. В основе алгоритма AlFaMove лежит процедура вычисления
вектора движения по грани допустимого многогранника из точки текущего приближения в
направлении максимального увеличения значения целевой функции. Дано формализован-
ное описание этой процедуры.

Алгоритмы проекционного типа характеризуются низкой скоростью сходимости, за-
висящей от углов между гиперплоскостями, образующими линейное многообразие. Также
отмечено, что при вычислении вектора движения возникает переборная задача комбина-
торного типа, имеющая высокую пространственную и временную сложность. Представле-
на параллельная версия алгоритма AlFaMove, ориентированная на кластерные вычисли-
тельные системы. Параллельная версия реализована на языке C++ с использованием про-
граммного BSF-каркаса, основанного на модели параллельных вычислений BSF. Проведе-
ны эксперименты по исследованию масштабируемости алгоритма AlFaMove на кластерной
вычислительной системе. Вычислительные эксперименты показали, что задача линейного
программирования с 24 переменными и 49 ограничениями демонстрирует ускорение близкое
к линейному на 320 процессорных узлах кластера. Задачи большей размерности приводи-
ли к ошибке компилятора, связанной с превышением максимального допустимого размера
массивов.

В качестве направлений дальнейших исследований выделим следующие. Мы планируем
разработать новый, более эффективный метод построения пути на поверхности допустимо-
го многогранника, приводящего к решению задачи линейного программирования. Основная
идея состоит в сокращении перебираемых комбинаций гиперплоскостей при определении
направления движения. Это может быть достигнуто, если мы ограничимся перемещениями
только по ребрам многогранника (линейным многообразиям размерности один). Проблема
пространственной сложности может быть решена путем перехода к стохастическим методам
выбора направления движения.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ (проект №23-21-00356).
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The article is devoted to the numerical implementation of a new linear programming method called the surface
movement method. The implementation is based on the AlFaMove algorithm, which builds, on the surface of the
feasible polytope, the optimal objective path from an arbitrary boundary point to a point that is a solution to the
linear programming problem. The optimality of the path lies in the fact that the direction of movement along the
face of the polytope corresponds to the maximum increase in the value of the objective function. To calculate the
optimal direction of movement, a method based on the operation of pseudoprojection onto a linear manifold is
used. The pseudoprojection operation is a generalization of the notion of orthogonal projection. Pseudo projection
is implemented using an iterative projection-type algorithm. The proposition is proved that the pseudoprojection
coincides with the orthogonal projection in the case of a linear manifold that is the intersection of hyperplanes. It
is also proved that, in the case of a linear manifold, the pseudoprojection method calculates a movement vector
that coincides with the direction of maximum increase of the objective function. A parallel implementation of the
AlFaMove algorithm is performed. The results of computational experiments on a cluster computing system are
presented, which demonstrate the high scalability of the proposed numerical implementation.

Keywords: linear programming, surface movement method, numerical implementation, AlFaMove algorithm,
parallel implementation, cluster computing system, scalability evaluation.
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В статье рассматривается задача разработки системы для моделирования траекторий движения робота,
проводящего мониторинг в замкнутой области с земли: осмотр помещений, съемка промышленных объек-
тов, оценка состояния фруктовых деревьев и т.д. Во время мониторинга на пути робота могут возникнуть
некоторые препятствия: временно возникшие и устранимые (люди, небольшая мебель, бытовая техника,
зона чрезвычайной ситуации) или постоянные (стены, постоянно установленное оборудование, зафиксиро-
ванная мебель). Управление роботом осуществляется с помощью разработанной авторами программы, в
которой хранится база данных маршрутов, успешно преодоленных роботом ранее, для наиболее точного
определения траектории движения робота с учетом препятствий, встречающихся вдоль построенного пути.
В статье рассматривается алгоритм построения графовой модели области проведения мониторинга для по-
следующего поиска кратчайшего маршрута робота, заключающийся в дискретизации исследуемой области,
выявлении возможных путей перемещения робота, анализе имеющихся препятствий и задании расстоя-
ний между объектами исследования. Показано, что после построения такого графа возможно применить
один из алгоритмов поиска гамильтонова пути. Он соединяет вершины графа, соответствующие точкам
проведения мониторинга. Результатом применения алгоритма является кратчайший маршрут робота, либо
сообщение о невозможности проведения мониторинга (частичной или полной неразрешимости задачи), если
ряд возникших препятствий не позволяет проложить маршрут, проходящий через некоторые (либо через
все) вершины.

Ключевые слова: маршрутизация, плоский граф, алгоритм, оптимизация, ограничения, задача о дроне
и грузовике, точное земледелие, мониторинг.
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Введение

Мониторинг и анализ состояния различных наземных объектов является актуальной
задачей во многих сферах деятельности — от промышленности до сельского хозяйства.
Использование человеческих ресурсов в этом случае часто затруднено или невозможно, на-
пример, при обследовании нескольких гектаров посадок плодовых деревьев или сельскохо-
зяйственных культур, при мониторинге большой территории в помещении или с вредными
для человека условиями окружающей среды, при охране жилых помещений, обследовании
инфекционных отделений больниц и т.д.

Во всех рассмотренных выше случаях в обследуемом пространстве имеется ряд пре-
пятствий, которые можно разделить на постоянные (деревья, сооружения, неподвижная
мебель) и временные (люди, животные, грузы). Устройство (робот), осуществляющее мо-
ниторинг, должно учитывать эти препятствия при расчете оптимального способа проведе-
ния мониторинга и планировать маршрут своего передвижения с учетом этих препятствий.
Использование беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) могло бы позволить не учиты-
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вать препятствия, однако при обследовании закрытых помещений невозможно проводить
мониторинг с воздуха, в ряде случаев и в открытых пространствах (например, при обсле-
довании плодовых деревьев) целесообразно проводить съемку с земли, а не с воздуха.

Известные подходы в целом не учитывают каких-либо препятствий. Классическая по-
становка задачи учитывает количество объектов, которые необходимо посетить. В [1] ис-
пользуется подход к решению проблемы покрытия как к известной \scrN \scrP -трудной задаче
коммивояжера (Travelling Salesman Problem, TSP) путем включения алгоритмов выбора
дерева для повышения эффективности и точности. Этот подход представляет исследуемую
область в виде графа, где каждая вершина представляет точку покрытия, а ребра — воз-
можные переходы между ними. В этом случае граф является взвешенным, а веса ребер со-
держат расстояния между посещаемыми вершинами. С целью снижения сложности вычис-
лений, авторы используют различные алгоритмы выбора дерева, чтобы найти наилучшую
возможную отправную точку для алгоритма решения задачи коммивояжера. Результаты
моделирования показывают, что по сравнению с классическими алгоритмами решения TSP
предлагаемый метод значительно повышает качество покрытия при одновременном сниже-
нии вычислительных затрат. Этот подход довольно хорош, но он используется для решения
задачи для беспилотника, поэтому наличие препятствий там не учитывается.

Некоторые идеи о том, как найти путь, проходящий через все объекты интереса, по-
дробно изучены в [2] и [3], где авторы рассматривают так называемый мегаполис (непустое
конечное множество) для выполнения некоторой работы. Эта работа, с точки зрения данно-
го исследования, может и быть мониторингом. Выбор порядка выполнения задач зависит от
условий предшествования, которые локализованы для некоторого набора задач. Функции
затрат, используемые при формировании аддитивного критерия, могут включать в себя
зависимость от перечня задач. Для построения решения предлагается двухэтапная проце-
дура, основанная на методах динамического программирования. Тем не менее, эти подходы
также не учитывают ни постоянные, ни движущиеся препятствия. Поэтому целесообразно
разработать подход, учитывающий возможные препятствия.

Еще один подход для решения той же задачи рассмотрен в [4], но в этой статье также не
учитываются препятствия. Рассматриваемая в этой статье задача имеет общие черты с так
называемой задачей о дроне и грузовике [5], в которой также рассматриваются устройство
для проведения мониторинга (беспилотник) и устройство для обслуживания беспилотника
(грузовик). Отличия в рассматриваемой в нашей статье задаче заключаются в том, что ро-
бот должен уметь преодолевать препятствие, а в некоторых случаях грузовик не требуется.

В данной статье рассматривается алгоритм формализации задачи для построения крат-
чайшего маршрута для робота, осуществляющего мониторинг с земли. Управление роботом
осуществляется с помощью разработанной авторами программы, в которой хранится база
данных маршрутов, успешно преодоленных роботом, для наиболее точного определения
траектории движения робота с учетом препятствий, встречающихся на его пути. Статья
состоит из введения, трех разделов и заключения.

В первом разделе приводится постановка задачи, описание ограничений на построение
маршрута. Во втором разделе обсуждается общая схема алгоритма проведения мониторин-
га, графовая постановка задачи, описание структуры базы данных препятствий, определя-
ются условия разрешимости задачи для имеющихся условий. Третий раздел посвящен опи-
санию разработанного авторами программного обеспечения для проведения мониторинга.
В заключении приводятся выводы и определяются направления дальнейших исследований.
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1. Постановка задачи и описание ограничений

Допустим, необходимо осмотреть группу объектов Mi, i = 1, . . . ,K, расположенных
в некоторой ограниченной области F . Область F представляет собой многоугольник, как
правило, невыпуклый. Координаты N углов многоугольника (xj , yj), j = 1, . . . , N заданы
в виде вектора, координаты указаны по часовой стрелке, начиная с наименьшего значения
первой координаты. Исследуемые объекты Mi полностью расположены в области F . Рас-
стояния L(Mi,Mj), i, j = 1, . . . ,K, i \not = j между всеми парами объектов известны. Задача
состоит в том, чтобы проводить мониторинг объектов Mi, используя минимум ресурсов
устройства робота или беспилотника. В данном случае под ресурсами понимается: расход
заряда батареи (как правило, во время мониторинга требуется подзарядка), размер карты
памяти (как правило, объема памяти для мониторинга всех объектов недостаточно и требу-
ется замена карты). Подзарядку аккумулятора или замену карты памяти можно выполнить
как на месте, так и после возврата устройства мониторинга на стоянку. В первом случае
потребуется так называемый «грузовик», для которого строится маршрут доставки акку-
мулятора или карты памяти. Во втором случае необходимо учитывать время возвращения
на стоянку до того, как будет израсходован заряд аккумулятора, и выстраивать кратчай-
ший маршрут возвращения. Что касается карты памяти, можно осуществлять ее замену
в процессе проведения мониторинга либо осуществить алгоритм передачи полученной ин-
формации и автоматического удаления переданных файлов.

Таким образом, устройство мониторинга, в дальнейшем будем называть его «робот»,
находится на парковке с координатами (Px, Py). Задача состоит в том, чтобы проложить оп-
тимальный маршрут робота от точки (Px, Py), называемой парковкой, до выполнения работ
(мониторинга) вблизи объектов Mi, i = 1, . . . ,K. В общем случае объекты Mi определяются
векторами координат ограничивающих их полигонов. Целью мониторинга является полу-
чение изображений с помощью робота для изучения состояния объектов Mi и проведения
дальнейшего анализа.

В идеале мониторинг осуществляется без ограничений, но, очевидно, такой случай яв-
ляется исключительным. Чтобы решить поставленную задачу, можно рассмотреть один из
частных случаев решения задачи коммивояжера (TSP) [6] и использовать один из извест-
ных алгоритмов (после проведения вычислительных эксериментов, можно определить наи-
более подходящий алгоритм для рассматриваемой задачи). Однако при перемещении между
объектами могут возникать различного рода препятствия, которые робот по определенным
причинам не может преодолеть. Наличие этих препятствий может повлечь пересчет и пере-
смотр построенных ранее маршрутов и привести к частичной или полной неразрешимости
задачи.

Препятствия Si, i = 1, . . . , s подразделим на временные и постоянные. К временным
препятствиям относятся люди и животные (в т.ч. мертвые животные), а также техника
(автомобили, тракторы, погрузчики и т.д.), оставленная на пути движения робота, времен-
ные хранилища (например, стог сена, контейнер с посылками или товарами). Это времен-
ные препятствия, информация о размерах которых хранится и используется для анализа
при корректировке траектории в будущем, местоположение таких препятствий в базе не
сохраняется. Остальные препятствия являются постоянными (стационарными или мало-
подвижными). К ним относятся новые стены и перегородки, конструкции, закрепленная
мебель. Наличие и размеры этих препятствий также заносится в базу данных для анализа
маршрута, поскольку их местоположение является постоянным или долгосрочным.
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Чтобы определить траекторию движения робота, необходимо решить следующие зада-
чи.

1. Создать базу данных маршрутов: идеальных (без каких-либо препятствий), учиты-
вающих влияние внешних факторов (температура, сила ветра и т.д.), маршрутов с
непреодолимыми препятствиями (доступны только маршруты со стационарными и
подвижными препятствиями, добавленные ранее в базу данных). Под препятствием
мы будем понимать любой объект, который стоит на пути движения робота и пре-
пятствует дальнейшему следованию по заданному ранее маршруту.

2. Определить разрешимость задачи маршрутизации (возможно ли построить маршрут
для наблюдения за интересующими объектами при наличии существующих ограни-
чений и препятствий). Разрешимость может быть полной, когда возможно провести
мониторинг во всех указанных точках Mi, i = 1, . . . ,K; частичной, когда существу-
ют точки Ms, не достижимые при имеющемся наборе препятствий. Если все Mi,
i = 1, . . . ,K не достижимы, такая задача называется неразрешимой.

В общем случае, существует K объектов для мониторинга, координаты каждого из них
известны. Делается фото или видеозапись этого объекта, которая затем отправляется на
сервер для дальнейшего анализа и принятия решения. Робот делает снимки по указанным
координатам и переходит к следующему объекту. Когда съемка проведена по всем ука-
занным координатам или была выявлена невозможность дальнейшего наблюдения, робот
возвращается на парковку.

Если рабочий ресурс робота исчерпан, он либо возвращается на парковку (необходимо,
чтобы было достаточно ресурса для возврата), либо отправляет оператору сообщение о
необходимости устранения неполадки. В последнем случае необходимо решить проблему
построения маршрута для служебного «грузовика», доставляющего пополненные ресурсы.

2. Алгоритм маршрутизации робота

2.1. Схема алгоритма

Схема алгоритма движения робота во время мониторинга приведена на рис. 1.
На рисунке предполагается, что маршрут Pi уже учитывает все внешние воздействия, и

в нем учитываются все возможные подзарядки робота и замены карты памяти, если ресур-
са недостаточно для завершения полного цикла мониторинга. Перемещение вдоль марш-
рута Pi означает перемещение робота на одну позицию по маршруту. Считается, что все
пространство, исследуемое роботом, делится на элементарные сегменты (плитки) одинако-
вой длины и ширины.

Возможностью продолжить движение считается возможность добраться до централь-
ной точки следующего элементарного отрезка. Если на пути робота к этой точке обнару-
жено препятствие, дальнейшее продолжение движения по ранее выбранному пути счита-
ется невозможным и выполняется поиск обходного маршрута. Если на одном из этапов
мониторинга не удается найти обходной маршрут, робот отправляет оператору сообщение
о невозможности дальнейшего проведения мониторинга и отключается (возвращается на
стоянку для подзарядки). Маршрут по известной ранее области уже определен и может не
рассчитываться заново, тем не менее, после обнаружения препятствия и размещения его на
карте проведения мониторинга необходимо переопределить все длины путей, проходящих
через область, перекрытую препятствием, а также обновить информацию о достижимости
еще не обследованных объектов мониторинга. В большинстве случаев появление каждого
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Рис. 1. Схема алгоритма перемещения робота в зоне мониторинга

препятствия требует заново решить задачу TSP для обновленной карты. Хранение ранее
построенных маршрутов в базе данных позволит в ряде случаем избежать повторного реше-
ния TSP и выбрать уже имеющееся решение задачи. Например, если на пути робота закрыта
дверь либо шлагбаум, это постоянное препятствие, решение для которого хранится в ба-
зе данных. По известным габаритам временных препятствий (например, припаркованного
автомобиля или погрузчика) можно определить время для объезда и принять решение о
целесообразности повторного решения задачи маршрутизации.

Препятствия на пути робота могут отслеживаться несколькими способами:
\bullet ультразвук, который считается эффективным и быстрым, он позволяет рассчитать

расстояния с точностью до миллиметра, вплоть до расстояния в три метра (которое
может быть увеличено в зависимости от типа установленного ультразвукового датчи-
ка), чтобы определить расстояние между препятствием и роботом, а также габариты
препятствия;

Проектирование оптимальной траектории проведения мониторинга объектов

36 Вестник ЮУрГУ. Серия «Вычислительная математика и информатика»



\bullet программируемые интеллектуальные камеры для отслеживания новых препятствий
на пути робота.

Таким образом, на основе построенной алгоритмической схемы могут быть поставлены
следующие задачи.

1. Построение маршрута Pi с учетом внешних воздействий.
2. Определение возможности продолжения движения с помощью алгоритмов компью-

терного зрения.
3. Поиск обходного маршрута с учетом внешних воздействий и обнаруженных препят-

ствий.
4. Обновление информации в базе данных о препятствиях и обходных путях.

2.2. Графовая модель исследуемой области и алгоритм маршрутизации

Всю область, используемую для перемещения робота, разделим на небольшие квад-
ратные плитки Rj , j = 1, . . . ,M с помощью алгоритма дискретизации [7]. Длина стороны
каждой плитки равна расстоянию, проходимому роботом, между моментами передачи ин-
формации оператору. Обычно эта величина равна 30–50 см. Обозначим эту величину через l.
Робот может перемещаться между углами плитки по горизонтали либо вертикали (тогда
длина пути между парой моментов обмена информацией равна l), либо по диагонали (в этом
случае робот преодолеет расстояние

\surd 
2l до следующего момента передачи информации).

Представим исследуемую область как граф G = (V,E), множество вершин V которого
являются точками, в которых робот обменивается информацией с прикладной програм-
мой, а ребра E — связями между ближайшими вершинами (как отмечалось выше, перехо-
ды осуществляются по горизонтали, вертикали либо диагонали). Поскольку при решении
практической задачи точки дискретизации располагаются на расстоянии порядка 50 см, их
количество становится довольно большим, поэтому | V | может содержать тысячи вершин.
Следовательно, неразумно использовать все эти вершины для определения оптимального
маршрута. Кроме того, граф является разреженным — степень каждой его вершины равна
2–8, в то время как количество вершин значительно выше. Веса ребер (длины переходов)
будут равны либо l, либо

\surd 
2l. Для хранения информации о графе будем использовать

список смежных вершин.
Подразделим все вершины графа V = Vp \cup Vm \cup Vd \cup Vt на следующие подмножества:
\bullet вершины «парковки» (pi \in Vp) — вершины, с которых робот может подзарядить ак-

кумулятор либо получить сервисное обслуживание, стартовые вершины;
\bullet вершины мониторинга (mi \in Vm) — вершины, в которых проводится мониторинг;
\bullet вершины маршрута объезда (di \in Vd) вершины, принадлежащие маршруту объезда

препятствия;
\bullet транзинтые вершины v \in Vt — все остальные вершины графа, которые могут быть

включены в маршрут.
Рассмотрим пример, приведенный на рис. 2. На рисунке приведена невыпуклая об-

ласть, ограниченная жирной линией. Вершины, принадлежащие границе, в маршруте не
используются; P — вершины для парковки Vp; M1 . . . ,M6 — объекты мониторинга; S1, S2 —
некоторые препятствия. Вершины, отмеченные красным цветом, являются точками (вер-
шинами) мониторинга Vm, вершины, обозначенные черным цветом, являются вершинами
объезда Vd. Транзитные вершины Vt на этом рисунке не указаны, если их количество велико
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Рис. 2. Пример карты для проведения мониторинга

(это места пересечения прямых линий, используемые для дискретизации). Те же обозначе-
ния используются для всех последующих примеров.

Информация о графе хранится в текстовом файле, имеющем следующий формат:
\bullet Строка 1: количество вершин и ребер графа через пробел;
\bullet Строка i (i = 2, . . . , | V | ): тип текущей вершины (P — парковка, M — мониторинг, D —

объезд, T — транзитная), и далее список вершин, смежных vi, каждое значение через
пробел. Сначала указываются вершины, инцидентные ребрам с весом l, далее распо-
лагается служебный символ «|», после него следуют вершины, инцидентные ребрам с
весом

\surd 
2l. Если диагональных ребер нет, после символа «|» ничего не записывается.

Порядок следования вершин, инцидентных ребрам одного веса, не принципиален.
Если вершина одновременно является и вершиной объезда, и вершиной мониторинга (либо
парковки), то при задании информации в файле она маркируется как вершина для мони-
торинга (либо парковки).

Например, для графа, приведенного на рис. 3а, файл, его задающий, имеет следующий
вид (рис. 3б).

14 25
T 2 5 | 6
T 1 3 6 | 5 7
T 2 7 4 | 6 8
T 3 8 | 7
P 1 6 9 | 2
D 5 2 7 | 1 3
M 6 3 8 | 4 2
M 7 4 10 | 3
D 5 11 | 12
D 8 13 |
T 9 12 |
M 11 4 | 9
M 3 14 |
D 4 10 |

(а) Графическое представление (б) Представление в памяти компьютера

Рис. 3. Пример задания графовой модели исследуемой области
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Пользуясь информацией для этого графа можно построить производный взвешенный
граф G\ast = (VP \cup VM , E\ast ), вес каждого ребра которого равен длине кратчайшего пути
между соответствующими парами вершин в графе G. Рассмотрим вершины v, w \in VP \cup VM

в графе G. Если путь из вершины v в вершину w проходит через некоторую вершину
vk \in VP \cup VM , то вершины v и w не будут смежны в графе G\ast . Очевидно, если для всех
пар вершин v, w \in VP \cup VM пути, их соединяющие, не проходят ни через одну из вершин
vk \in VP \cup VM , то граф G\ast является полным.

Так, для графа, представленного на рис. 3, граф G\ast имеет вид, представленный на
рис. 4.

Рис. 4. Граф G\ast для рассмотренного примера

Заметим, что в графе отсутствуют ребра \{ P,M2\} (поскольку путь P  - 6  - M1  - M2

содержит вершину M1), \{ P,M4\} (поскольку путь P  - 9 - M3  - M3 содержит вершину M3),
\{ M1,M4\} (поскольку путь M1 - M3 - 10 - M4 содержит вершину M3), \{ M1,M3\} (поскольку
путь M1 - 6 - P - 9 - M3 содержит вершину P ), \{ M2,M3\} (поскольку путь M2 - 10 - M4 - M3

содержит вершину M4). Таким образом, имеем граф G\ast , соответствующий метрической
постановке задачи коммивояжера.

Приведем алгоритм поиска гамильтонова цикла T минимальной длины в графе G\ast .
Полученный в случае разрешимой задачи цикл T будет являться решением поставленной
задачи о маршрутизации робота, проводящего мониторинг при условии отсутствия ограни-
чений на время перемещения.

Задачу получения оптимального маршрута для проведения мониторинга можно разде-
лить на следующие этапы.

2.2.1. Определение идеального маршрута

Введем определения разрешимости задачи, которыми будем пользоваться в дальнейших
рассуждениях.

Определение 1. Задача маршрутизации является разрешимой, если граф G, задающий
исследуемую область, является связным, либо все вершины из Vm принадлежат компонен-
там связности содержащим хотя бы одну вершину из Vp.

В примере, показанном на рис. 2, эта задача разрешима, и линией из красных точек
показан маршрут мониторинга.

Определение 2. Задача является частично разрешимой, если существует b вершин из
Vm, b \not = | Vm| , принадлежащих компонентам связности графа G, не содержащим вершину
из Vp.

На рис. 5а приведена частично разрешимая задача.
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(а) Частично разрешимый маршрут (б) Полностью неразрешимый маршрут

Рис. 5. Пример карты для проведения мониторинга

Объект M6 не может быть включен в маршрут проведения мониторинга, поскольку все
пути к нему перекрыты препятствием S3. Если S3 является стационарным препятствием,
то M6 никогда не будет проверен. Если это временное препятствие, то необходимо при-
нять решения для его устранения. Здесь маршрут, отмеченный линией из красных точек,
проходит через все контролируемые объекты, кроме M6.

Определение 3. Задача является не разрешимой, если ни одна вершина из Vm не при-
надлежит компоненте связности графа G, содержащей Vp.

На рис. 5б приведена неразрешимая задача.
В данном случае верно то же рассуждение о препятствии S3, что и для предыдущего

случая.
Для построения маршрута Pideal наименьшей длины между вершинами мониторинга Vm

необходимо выполнить следующие действия.
Алгоритм МАРШРУТИЗАЦИЯ (G)
Исходные данные: граф G, l – размер плитки.
Выходные данные: – замкнутая гамильтонова цепь кратчайшей длины с началом в

вершине v0.
Шаг 1. Определить разрешимость задачи маршрутизации. Для этого, исполь-

зуя алгоритм просмотра вершин (поиск в ширину или глубину) определить количество
компонент связности заданного графа G = G1 \cup G2 \cup . . . ,\cup Gk. Если задача не разрешима,
завершить работу алгоритма.

Шаг 2. Построение графа для определения маршрута. Для каждой компоненты
связности Gi построить взвешенный полный граф GTi

= G\ast (| VP | \cup | VM | , E\ast ). Каждое ребро
e \in E\ast этого графа будет иметь вес, равный \phi (e) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} d(v1(e), v2(e)), определяемый как
кратчайший путь между соответствующими вершинами в графе Gi, длина каждого ребра
которого равна l либо

\surd 
2l. Для решения этой задачи используется алгоритм Дейкстры. Ес-

ли найденный путь P (v1(e), v2(e)) содержит в качестве транзитной вершину v \in VP \cup VM ,
то вершины v1(e) и v2(e) в графе G\ast не будут связаны отношением непосредственной до-
стижимости.

Шаг 3. Поиск гамильтонова цикла минимальной длины. В каждом графе
GTi

= K| VP | \cup | VM | определить гамильтонов цикл минимальной длины. Если длина цикла
больше критической Lcritical (например, для прохождения пути такой длины требуется
подзарядка), необходимо учесть посещение произвольной вершины v \in Vp. Такая задача
известна как метрическая задача VRP (Vehicle Routing Problem) [8]. Он и будет соответ-
ствовать маршруту робота для известной карты препятствий. Поскольку данная задача
является \scrN \scrP -трудной в сильном смысле, для ее решения можно использовать некоторую
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эвристику. Наиболее очевидной эвристикой является «ближайший непройденный город»,
позволяющей за время O(| V | 2) получить допустимое решение задачи, здесь V — число вер-
шин графа, для которого ищется решение. Возможными альтернативами являются методы
муравьиной колонии и алгоритм A* (метод поиска по первому наилучшему совпадению в
графе).

Для графа, представленного на рис. 3, может быть построено два кратчайших марш-
рута:

T1 = P,M1,M2,M4,M3, P и T2 = P,M3,M4,M2,M2, P.

Длина маршрута в данном случае равна 8l +
\surd 
2l. Этот пример является тривиальным

случаем, в котором построенный производный граф G\ast является простым циклом. В общем
случае полученный граф не является простым циклом и для поиска гамильтонового цикла
кратчайшей длины потребуется использование эвристических алгоритмов.

Полученный в результате работы алгоритма МАРШРУТИЗАЦИЯ(G) идеальный
маршрут изображен тонкой черной линией на рис. 2. В дальнейших рассуждениях будем
полагать, что идеальный маршрут уже найден.

2.2.2. Определение маршрутов обхода для каждого препятствия

На данном этапе предпожим, что все препятствия размещены на карте и их местопо-
ложение известно. Каждое препятствие Si покрыто плитками размером, равным шагу дис-
кретизации. Итак, каждая плитка прикрепляется к транзитным вершинам своими углами.
Плитка включается в перекрытие препятствия, если хотя бы одно ее внутренняя точка на-
ходится внутри контура препятствия. После того, как все плитки определены, вершины,
принадлежащие внешнему контуру полученного прямоугольника, помещаются в набор Vd.
Пример создания такого покрытия показан на рис. 6. Такой же подход используется для
определения маршрутов объезда проверяемой территории. Для каждого обнаруженного и
обследованного неподвижного препятствия маршрут его объезда сохраняется в базе дан-
ных. Если оно подвижное, то маршрут объезда может быть определен в режиме реального
времени с помощью оборудования компьютерного зрения устройства мониторинга. В этом
случае алгоритм получения вершин Vd будет другим.

2.2.3. Определение реального маршрута обхода для робота с учетом препятствий

Для этого нужно проанализировать идеальный маршрут Pideal и получить реальный
маршрут Preal, учитывающий все препятствия и проходящий через v \in Vt. Если найдется
участок маршрута, относящийся к препятствию (как на рис. 6), то заменить этот отрезок
маршрута кратчайшим путем, состоящим только из вершин v \in Vd. На этом шаге также
требуется проверить разрешимость задачи мониторинга.

Рис. 6. Путь, часть которого обходит препятствие
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2.2.4. Вычислительная сложность определения маршрута мониторинга

Говоря о вычислительной сложности представленного алгоритма, мы видим, что она
определяется вычислительной сложностью алгоритма, используемого для решения задачи
VRP на шаге 1 алгоритма. Шаг 2 может быть выполнен за полиномиальное время O(| V | 2),
потому что в худшем случае требуется просмотреть все вершины графа G. Даже в этом
случае время, необходимое для решения этой задачи, может быть достаточно большим,
поскольку | V | может содержать более 103 элементов. Для ускорения этого процесса могут
быть использованы технологии параллельных вычислений.

Если препятствие представляет собой выпуклую область, то оно делится на две части
идеальной траекторией, поэтому определение кратчайшего обходного пути заключается в
проверке только двух путей. Если препятствие не является выпуклой областью, то количе-
ство путей, подлежащих проверке, является конечным множеством, поскольку | Vdi

| для Si

является конечным множеством.

3. Программное обеспечение для проведения мониторинга

Основная идея работы системы мониторинга по отслеживанию и досмотру объектов с
помощью роботов и беспилотных летательных аппаратов показана на рис. 7.

Рис. 7. Технологический цикл работы системы мониторинга

Система функционирует циклически. Здесь на этапе «Смысл размещения» определяет-
ся пространство для проведения мониторинга, получается информация об известных систе-
ме с предыдущих этапов препятствиях: временных и постоянных. На этапе «Восприятие»
робот изучает текущее состояние окружающей среды. Возможно, здесь вносятся изменения
в информацию о препятствиях, если они были перемещены либо удалены из обследуемой
области. На этапе «План» выполняется построение либо корректировка маршрута от теку-
щей точки до оставшихся непройденными точек проведения мониторинга. Этап «Действие»
посвящен переходу устройства мониторинга в новую точку исследуемой области, сохране-
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Рис. 8. Окно интерфейса программы для управления роботом при мониторинге объектов

нию полученной текущей информации о препятствиях. Эта информация становится новы-
ми «данными для обучения» при построении дальнейших маршрутов и учитывается при
формировании фактического маршрута, по которому движется устройство мониторинга.

Поэтому для управления устройством мониторинга было разработано настольное при-
ложение для тестирования робота и получения данных с него (рис. 8), которое предназначе-
но для дистанционного управления роботом (посредством панели управления) и передачи
сообщений в консольном режиме, связи с роботом по Wi-Fi через IP-адрес устройства. Ко-
гда робот включен, данные передаются через ESP-карту (плата разработчика, на которой
установлен микроконтроллер ESP32 с беспроводными интерфейсами WiFi/Bluetooth для
передачи данных). Среди передаваемой информации:

\bullet данные о расстоянии между роботом и ближайшим препятствием;
\bullet данные о количестве шагов, необходимых для достижения этого препятствия по пря-

мой;
\bullet название файла с фотографией препятствия;
\bullet координаты препятствия на карте исследуемой области;
\bullet разрешение изображения;
\bullet информация о состоянии робота (движется, стоит, припаркован).

Полученные данные записываются в CSV-файл. Управление роботом осуществляется на
панели управления Send по аналогии с использованием пульта управления. При нажатии
кнопки мыши на одной из кнопок управления робот перемещается по траектории, заданной
оператором. Информация о командах, передаваемых роботу, передается на консольную
панель. Роботом также можно управлять, отправляя команды на консольную панель.
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Заключение

В статье рассмотрена задача планирования траектории мониторинга с препятствиями
на исследуемой территории. Приведен алгоритм, позволяющий улучшить заданную иде-
альную траекторию (то есть решение задачи TSP без ограничений) в соответствии с суще-
ствующими стационарными и подвижными препятствиями на пути робота. Информация о
стационарных препятствиях сохраняется в базе данных и может быть получена по запро-
су. Предполагается, что подвижные препятствия могут иметь не известное расположение
на карте исследуемой области и идентифицированы только после старта проведения мо-
ниторинга. Этот подход можно использовать для наблюдения за различными объектами с
земли, в частности, в промещении.

К задачам будущих исследований можно отнести следующие. Прежде всего, необходимо
определить наиболее подходящий для данной задачи алгоритм определения идеального пу-
ти и пересчета оптимальной траектории при возникновении подвижных препятствий. Они
могут возникнуть после определения начального маршрута, и в этом случае предлагается
использовать модуль искусственного интеллекта для распознавания препятствия, опреде-
ления его контуров, занесения информации о препятствии в базу данных и нанесении его
на карту проведения мониторинга. Информация о наличии временных препятствий должна
обновляться в соответствии с заданным расписанием. Если препятствие устранено, то оно
помещается в архивную таблицу базы данных и извлекается из нее, как только оно будет
распознано на карте при очередном мониторинге.
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The article considers the task of developing a system for modeling the trajectories of a robot monitoring in a
closed area from the ground: inspection of premises, survey of industrial facilities, assessment of the condition of
fruit trees, etc. During monitoring, some obstacles may arise in the robot’s path: temporary and removable (people,
small furniture, household appliances, emergency zone) or permanent (walls, permanently installed equipment,
fixed furniture). The robot is controlled using a program developed by the authors, which stores a database of
routes successfully overcome by the robot earlier, for the most accurate determination of the trajectory of the
robot, taking into account obstacles encountered along the constructed path. The article considers an algorithm
for constructing a graph model of the monitoring area for the subsequent search for the shortest route of the
robot, which consists in discretization the area, identifying possible ways to move the robot, analyzing existing
obstacles and setting distances between the objects of study. It is shown that after obtaining such a graph, it is
possible to apply one of the algorithms for finding the Hamiltonian path in a graph. It connects the vertices of
the graph corresponding to the monitoring points. The result of applying the algorithm is the shortest route of
the robot, or a message about the impossibility of monitoring (partial or complete insolubility of the problem) if
a number of obstacles do not allow you to plot a route passing through some (or all) vertices.
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ТРЕМЯ WORK-STEALING ДЕКАМИ
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При выполнении параллельных вычислений возникает проблема равномерного разделения задач между
потоками. Одним из способов решения этой проблемы является применение распределенной динамической
балансировки нагрузки. При таком способе балансировки каждый рабочий поток имеет свою очередь задач
и потоки сами занимаются дальнейшем распределением задач. Широкое распространение получил метод
балансировки «work-stealing», в котором один поток, у которого закончились задачи, может перехватывать
задачи других потоков. Для реализации такого метода у каждого потока должен быть свой специализи-
рованный дек, в котором хранятся указатели на задачи. В этой статье предлагается и исследуется новый
метод представления трех work-stealing деков в двухуровневой памяти. Рассматривается случай работы с
тремя деками, когда в одном разделе быстрой памяти расположены две LIFO-части деков — два стека,
которые растут навстречу друг другу, в другом разделе быстрой памяти расположены три FIFO-части,
которые объединены в одну FIFO-очередь, из которой элементы только исключаются (кражи), и третья
LIFO-часть. Средние части деков находятся в медленной памяти, обращение к ним происходит при пере-
полнении или опустошении LIFO-частей или опустошении FIFO-частей деков, расположенных в быстрой
памяти. Рассматривается задача оптимального разделения быстрой памяти для трех деков с заранее за-
данными вероятностями выполнения операций. Этот выбор зависит от характеристик уровней памяти,
вероятностей операций и критерия оптимальности. В качестве критерия оптимальности рассматривается
максимальное среднее время работы системы (среднее количество операций) до перераспределения памяти.

Ключевые слова: двухуровневая память, метод Монте-Карло, структуры данных, work-stealing деки.
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Введение

При выполнении параллельных вычислений возникает проблема равномерного разделе-
ния задач между потоками. Эту проблему решают с помощью статической и динамической
балансировки задач [1]. Если свойства и особенности вычисляемых задач известны заранее,
то применяют статическую балансировку. Такие задачи являются NP-полными [2], и для их
решения можно составить расписание. Если информации о вычисляемых задач недостаточ-
но, то целесообразно применять динамическую балансировку. В таком случае балансировка
задач происходит во время работы системы [3]. Стратегию динамической балансировки, в
свою очередь, можно разделить на централизованную и распределенную [4, 5]. В централи-
зованной балансировке назначением задач занят специально для этого отведенный поток.

В распределенной балансировке каждый рабочий поток имеет свою очередь задач и
потоки сами занимаются дальнейшем распределением задач. Существуют различные ме-
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тоды распределенной балансировки задач. По методу «work-dealing» поток, у которого на-
копилось много задач, перераспределяет их среди других потоков [6, 7]. По методу «work-
requesting» поток, у которого заканчиваются задачи, запрашивает их у других потоков [8].
Суть метода «work-stealing» в том, что если у потока заканчиваются задачи, он начинает
перехватывать их у других потоков [9]. Метод work-stealing имеет широкое распростране-
ние [10] и применяется в следующих балансировщиках задач: Cilk; Intel TBB; dotNET TPL;
X10 и других. Для реализации этого метода, у каждого потока должен быть свой специали-
зированный дек, в котором хранятся указатели на задачи. Дек (англ. «double ended queue»,
сокращенно «deque») — это структура данных, в которой операции добавления (операция
«push») и удаления (операция «pop») элементов происходят с обоих концов по принципу
LIFO (рис. 1).

Рис. 1. Принцип работы дека

Во время работы системы, реализованной на основе метода work-stealing, потоки об-
ращаются к своим декам по следующему принципу: после создания новой задачи, поток
добавляет указатель на нее в вершину своего дека; если потоку требуется задача для выпол-
нения и его дек не пуст, он берет указатель из вершины дека; если потоку требуется задача
для выполнения и его дек пуст, он перехватывает указатель из основания дека другого по-
тока. Таким образом, первые две операции выполняются c одного конца по принципу LIFO,
а перехват элементов происходит из основания структуры данных (принцип FIFO). Дек, ра-
ботающий таким образом, называется деком с ограниченным входом [11] или work-stealing
деком (рис. 2).

Рис. 2. Принцип работы work-stealing дека

Так как задачи балансировки нагрузки возникают в многопроцессорных системах [12] и
в вычислительных сетях [13, 14], требуется эффективно использовать метод work-stealing.
Для этого предлагают не только различные способы его реализации [15], но и способы
управления work-stealing деками [16, 17].

Модель work-stealing балансировщика, основанная на аппарате теории массового обслу-
живания, была предложена в [18]. В [19, 20] предлагается и исследуется реализация экс-
периментального динамического work-stealing балансировщика. Деки можно представить в
памяти с помощью различных методов [21]. Например, метод связного представления [22].
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Для стеков и очередей модель на основе этого метода уже построена [23]. Также можно
воспользоваться методом двухсвязного страничного представления [24]. Модель на основе
этого метода для деков будет похожа на уже построенную модель для других структур
данных [25].

В [26, 27] предлагались модели и методы оптимального управления двумя work-stealing
деками в общей памяти одного уровня. Было рассмотрено использование распространенно-
го метода раздельного последовательного циклического представления и применение нового
метода, где деки двигаются друг за другом по кругу [28]. В [29] были предложены и про-
анализированы модели и методы оптимального управления тремя work-stealing деками в
общей памяти одного уровня.

В двухуровневой памяти дек представлен таким образом: в быстрой памяти первого
уровня расположены концы дека с которыми будут происходить операции; в медленной па-
мяти второго уровня находится середина дека (рис. 3). В [30, 31] предлагались модели рабо-
ты дека в двухуровневой памяти и решалась задача о поиске оптимального числа элементов
концов дека, которые остаются в быстрой части после перераспределения двухуровневой
памяти. Задача оптимального управления двумя work-stealing деками в двухуровневой па-
мяти была исследована в [32].

Рис. 3. Принцип работы work-stealing дека в двухуровневой памяти

В этой статье предлагается и исследуется новый метод представления трех work-stealing
деков в двухуровневой памяти. В разделе 1 описан новый метод представления трех деков в
двухуровневой памяти и сформулирована задача оптимального управления деками. Реше-
ние задачи и результаты исследований даны в разделе 2. В заключении предложен вариант
использования этого метода и приведены некоторые направления дальнейших исследова-
ний.

1. Постановка задачи

Рассмотрим компьютерную систему, имеющую двухуровневую память. В медленной па-
мяти второго уровня расположены середины трех деков (De1, De2, De3), в которых хранят-
ся указатели на задачи. В быстрой памяти первого уровня расположены концы (Skn, Qen)
трех деков (Den): Skn — рабочий конец дека Den, в который происходят добавления и
удаления указателей; Qen — work-stealing конец дека Den, из которого посторонние (не
рассматриваемые здесь) деки перехватывают указатели.

Память первого уровня размером m единиц разделена на две части s и m - s (рис. 4):
в части s расположены work-stealing концы всех трех деков (Qe1, Qe2, Qe3), объединенные
в одну очередь Qe и рабочий конец первого дека Sk1, работающий как стек; в части m - s

расположены рабочие концы остальных двух деков (Sk2, Sk3), растущие навстречу друг
другу.
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2024, т. 13, № 3 49



Рис. 4. Расположение деков в памяти первого уровня

Один указатель на задачу равен одной единице памяти. Пусть начальные размеры
концов деков Sk1 = Qe1 = Sk2 = Qe2 = Sk3 = Qe3 = 10 указателей, общий размер
памяти первого уровня m = 100 указателей. Таким образом, разделение s может принимать
значения s = 40 . . . 80 единиц памяти. Начальные размеры концов деков и размер памяти
являются теоретическими значениями, взятыми для упрощения дальнейших расчетов. В
этой статье не рассматривается задача нахождения оптимальных начальных размеров. В
табл. 1 приведены операции, происходящие с каждым деком на каждом шаге дискретного
времени с заданной вероятностью. Сумма вероятностей возникновения операций для дека
Den: pn + qn + wn + pwn + qwn + rn = 1.

Таблица 1. Вероятности операций с деками

Обозначение Описание вероятности
pn Добавление указателя в рабочий конец Skn дека Den

qn Удаление указателя из рабочего конца Skn дека Den

wn
Перехват указателя из общей work-stealing очереди Qe,
в то время как дек Den обрабатывает задачу

pwn
Параллельное добавление указателя в рабочий конец Skn дека Den

и перехват указателя из общей work-stealing очереди Qe

qwn
Параллельное удаление указателя из рабочего конца Skn дека Den

и перехват указателя из общей work-stealing очереди Qe

rn
Операция не изменяющая размеры концов дека Den

(например, обработка задачи)

Система работает бесконечно и прекращает свою работу (происходит перераспределе-
ние быстрой памяти) при опустошении рабочего конца любого дека Skn < 0, при опусто-
шении общей work-stealing очереди Qe или при переполнении любой части быстрой па-
мяти Qe + Sk1 > s, Sk2 + Sk3 > (m  - s). В этой статье решается задача о нахождении
оптимального значения разделения s быстрой памяти m для трех деков с заранее заданны-
ми вероятностями выполнения операций. Критерий оптимальности: максимальное среднее
время работы системы (среднее количество операций) до перераспределения памяти.

2. Численный анализ

Для решения поставленной задачи была разработана имитационная модель процесса
на основе метода Монте-Карло. Входными данными модели значатся: размер памяти пер-
вого уровня (m); часть памяти отведенная паре Qe—Sk1 (s); вероятности возникновения
операций с деками (pn, qn, wn, pwn, qwn, rn). Результатом имитационного моделирова-
ния является среднее время работы системы (t) до перераспределения памяти. С помощью
имитационной модели был проведен ряд исследований. Взятые здесь вероятности операций
являются теоретическими, для упрощения расчетов и повышения наглядности результатов.
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В табл. 2 и 3 рассматривается ситуации, в которых указатели добавляются в один из
деков чаще, чем в остальные деки (p1 > p2, p1 > p3 и p2 > p1, p2 > p3). В табл. 4 и 5
анализируются случаи, где указатели добавляются в два дека чаще, чем в оставшийся дек
(p1 > p3, p2 > p3 и p2 > p1, p3 > p1). В табл. 6 рассматривается случай, где указатели
добавляются во все деки одинаково часто (p1 = p2 = p3).

Таблица 2. Среднее время работы системы, p1 > p2 и p3

Вероятности операций
Метод разделения памяти

Разделение пополам Оптимальное разделение
p1 = 0.50, p2 = p3 = 0.26,

27.90 66.72 (s = 69)q1 = 0.02, q2 = q3 = 0.26,
r1 = r2 = r3 = 0.45

p1 = 0.60, p2 = p3 = 0.31,
22.24 54.09 (s = 70)q1 = 0.02, q2 = q3 = 0.31,

r1 = r2 = r3 = 0.35

p1 = 0.70, p2 = p3 = 0.36,
18.49 45.55 (s = 70)q1 = 0.02, q2 = q3 = 0.36,

r1 = r2 = r3 = 0.25

p1 = 0.80, p2 = p3 = 0.41,
15.82 39.34 (s = 70)q1 = 0.02, q2 = q3 = 0.41,

r1 = r2 = r3 = 0.15

p1 = 0.90, p2 = p3 = 0.46,
13.83 34.63 (s = 70)q1 = 0.02, q2 = q3 = 0.46,

r1 = r2 = r3 = 0.05

Таблица 3. Среднее время работы системы, p2 > p1 и p3

Вероятности операций
Метод разделения памяти

Разделение пополам Оптимальное разделение
p2 = 0.50, p1 = p3 = 0.26,

60.16 64.55 (s = 46)q2 = 0.02, q1 = q3 = 0.26,
r1 = r2 = r3 = 0.45

p2 = 0.60, p1 = p3 = 0.31,
49.94 53.29 (s = 46)q2 = 0.02, q1 = q3 = 0.31,

r1 = r2 = r3 = 0.35

p2 = 0.70, p1 = p3 = 0.36,
42.69 45.36 (s = 46)q2 = 0.02, q1 = q3 = 0.36,

r1 = r2 = r3 = 0.25

p2 = 0.80, p1 = p3 = 0.41,
37.29 39.48 (s = 46)q2 = 0.02, q1 = q3 = 0.41,

r1 = r2 = r3 = 0.15

p2 = 0.90, p1 = p3 = 0.46,
33.10 34.94 (s = 46)q2 = 0.02, q1 = q3 = 0.46,

r1 = r2 = r3 = 0.05
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Таблица 4. Среднее время работы системы, p1 и p2 > p3

Вероятности операций
Метод разделения памяти

Разделение пополам Оптимальное разделение
p1 = p2 = 0.50, p3 = 0.26,

27.86 41.01 (s = 58)q1 = q2 = 0.02, q3 = 0.26,
r1 = r2 = r3 = 0.45

p1 = p2 = 0.60, p3 = 0.31,
22.24 33.73 (s = 58)q1 = q2 = 0.02, q3 = 0.31,

r1 = r2 = r3 = 0.35

p1 = p2 = 0.70, p3 = 0.36,
18.49 28.75 (s = 59)q1 = q2 = 0.02, q3 = 0.36,

r1 = r2 = r3 = 0.25

p1 = p2 = 0.80, p3 = 0.41,
15.83 25.12 (s = 59)q1 = q2 = 0.02, q3 = 0.41,

r1 = r2 = r3 = 0.15

p1 = p2 = 0.90, p3 = 0.46,
13.83 22.35 (s = 59)q1 = q2 = 0.02, q3 = 0.46,

r1 = r2 = r3 = 0.05

Таблица 5. Среднее время работы системы, p2 и p3 > p1

Вероятности операций
Метод разделения памяти

Разделение пополам Оптимальное разделение
p2 = p3 = 0.50, p1 = 0.26,

32.47 36.45 (s = 45)q2 = q3 = 0.02, q1 = 0.26,
r1 = r2 = r3 = 0.45

p2 = p3 = 0.60, p1 = 0.31,
26.92 30.13 (s = 45)q2 = q3 = 0.02, q1 = 0.31,

r1 = r2 = r3 = 0.35

p2 = p3 = 0.70, p1 = 0.36,
23.01 25.69 (s = 45)q2 = q3 = 0.02, q1 = 0.36,

r1 = r2 = r3 = 0.25

p2 = p3 = 0.80, p1 = 0.41,
20.09 22.39 (s = 45)q2 = q3 = 0.02, q1 = 0.41,

r1 = r2 = r3 = 0.15

p2 = p3 = 0.90, p1 = 0.46,
17.85 19.86 (s = 45)q2 = q3 = 0.02, q1 = 0.46,

r1 = r2 = r3 = 0.05
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Таблица 6. Среднее время работы системы, p1 = p2 = p3

Вероятности операций
Метод разделения памяти

Разделение пополам Оптимальное разделение
p1 = p2 = p3 = 0.50,

25.87 27.90 (s = 53)q1 = q2 = q3 = 0.02,
r1 = r2 = r3 = 0.45

p1 = p2 = p3 = 0.60,
21.14 23.17 (s = 53)q1 = q2 = q3 = 0.02,

r1 = r2 = r3 = 0.35

p1 = p2 = p3 = 0.70,
17.88 19.88 (s = 53)q1 = q2 = q3 = 0.02,

r1 = r2 = r3 = 0.25

p1 = p2 = p3 = 0.80,
15.49 17.49 (s = 53)q1 = q2 = q3 = 0.02,

r1 = r2 = r3 = 0.15

p1 = p2 = p3 = 0.90,
13.67 15.68 (s = 53)q1 = q2 = q3 = 0.02,

r1 = r2 = r3 = 0.05

На основе проведенных исследований можно сделать вывод, что среднее время работы
системы возрастает, если делить память оптимально. Например, по результатам табл. 2
для общей памяти m = 100 единиц и вероятностях p1 = 0.50, p2 = p3 = 0.26, оптимальные
размеры памяти составляют: s = 69 единиц для пары Qe—Sk1 и m  - s = 31 единиц для
пары Sk2—Sk3. При таком разделении памяти система в среднем совершает на 38.82 опера-
ций больше, чем при разделении памяти пополам. График зависимости среднего времени
работы (t) от разделения памяти (s) приведен на рис. 5.

Рис. 5. Зависимость времени работы от разделения памяти

Аналогичная ситуация наблюдается и для остальных случаев. Так, анализируя табл. 5
можно увидеть, что оптимальные размеры памяти для вероятностей p2 = p3 = 0.50,
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p1 = 0.26 составляют: s = 45 единиц и m  - s = 55 единиц. При оптимальном разделе-
нии памяти система в среднем совершает 36.45 операций, что на 3.98 операций больше,
чем при разделении памяти пополам. График зависимости среднего времени работы (t) от
разделения памяти (s) приведен на рис. 5.

Заключение

В статье решается задача о поиске оптимального значения разделения памяти пер-
вого уровня между тремя work-stealing деками, в качестве критерия оптимальности рас-
сматривалось максимальное среднее время работы системы до перераспределения памяти.
Имитационная модель этого процесса была построена на основе метода Монте-Карло и
проанализирована.

Предложенную модель можно использовать для оптимизации двухуровневой памяти
при разработке системного программного обеспечения. Для этого требуется провести пред-
варительный статистический анализ работы системы и на основе полученных данных рас-
считать значение оптимального разделения памяти.

В будущем можно рассмотреть другие критерии оптимальности, такие как минимиза-
ция суммы средних затрат или минимизация наибольших средних затрат на перераспреде-
ление быстрой памяти. Также можно обобщить эту задачу на произвольное число деков. В
таком случае надо будет рассматривать разные варианты совместного расположения LIFO-
и FIFO-частей деков в быстрой памяти.
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The problem of even balancing of tasks between threads may arise during parallel computations. One way
to resolve this issue is to implement distributed dynamic load balancing. In this balancing method each worker
thread has its own task queue, and threads themselves distribute further tasks. One of the widely used distributed
dynamic balancing methods is “work-stealing”: a thread that runs out of tasks begins to “steal” them from another
thread. To utilize this method, each thread must have its own specialized deque where pointers to tasks are stored.
In this paper, we propose and examine a new method for representing three work stealing deques in two-level
memory. We consider the case of working with three deques, where one section of fast memory contains two LIFO
parts of the deques, i.e., two stacks that grow towards each other. Third LIFO part and three FIFO parts are
located in the other section of fast memory. FIFO parts are combined into one FIFO queue, from which elements
are only deleted (being stolen). The middle parts of the deques are located in slow memory. They are accessed when
LIFO or FIFO parts located in fast memory are empty or overflowed. We consider the problem of finding optimal
partition of fast memory for three deques with predetermined probabilities of operations. This choice depends on
the characteristics of memory levels, operation probabilities, and optimality criteria. The optimality criterion is
the maximum mean system operating time (the average number of operations) before memory reallocation.

Keywords: data structures, Monte Carlo methods, two-level memory, work stealing deques.
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To ensure high operating efficiency of modern supercomputers, it is necessary to constantly analyze and
control various aspects of their behavior, paying special attention to the flow of supercomputer applications
running on these machines. To solve this problem, the TASC (Tuning Applications for SuperComputers) software
suite was previously developed. It automatically detects performance issues in HPC applications and evaluates the
efficiency of using supercomputer resources, provides supercomputer administrators with a flexible report tool for
analyzing different aspects of supercomputer functioning with the desired level of detail, and estimates the noise
level on compute nodes. This paper provides full-scale description of current TASC structure and capabilities,
including the stages of data processing and storing, as well as performing different types of analysis. It also
describes new results obtained and methods developed within one of the main TASC components — assessment
system for quick and accurate evaluation of HPC resources usage efficiency.
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Introduction

Supercomputers are used to substantially increase the speed of performing computational
experiments, which are needed in a wide variety of different scientific and commercial researches
in any major subject area. This means that the speed of supercomputer computations is one
of the key characteristics, and the task of increasing it is among the most important ones.
However, it turns out in practice that the performance of many supercomputer applications is
quite low [1], since they efficiently utilize only a fraction of resources provided to them. This is
due to both the extreme complexity of the structure of modern supercomputers (which leads to
the fact that correctly taking into account all the hardware peculiarities to achieve maximum
performance has become a very difficult task), and the complexity of writing high-performance
parallel applications in general. And this becomes more and more topical, since the HPC market
is growing [2, 3].

The problem is complicated by the fact that many users are unaware that their applications
are not working efficiently. And performance issues can arise for various reasons: inefficient
implementation of the application itself; poor matching of the selected software implementation
and the target hardware; external factors caused by the surrounding supercomputer environment,
and many others. One possible way to solve this problem of unawareness about inefficient use
of supercomputer resources is to constantly analyze the flow of running applications, notifying
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both the users about their inefficient applications and the supercomputer administrators about
the situation in general.

With this in mind, the TASC (Tuning Applications for SuperComputers) software suite was
previously developed at the Research Computing Center of Lomonosov Moscow State University.
This suite includes several software components that use different approaches for solving the
stated task. A tool for automatic detection of job-level performance issues [4] allows to promptly
notify users about potential performance issues in their applications, which is done based on a
set of predefined rules. An assessment system [1] is designed to automatically provide a quick and
accurate evaluation of the efficiency of using supercomputer resources. An “endless” web report
system [5] provides administrators with a very flexible set of performance-related dashboards
that allows them to analyze only the required data subset with desired level of detail. And a
noise level estimation system [6] helps to understand to what extent system processes (which are
always running in the background on compute nodes) actively interfere with the execution of user
applications. In this case, “noise” is defined as an external influence of the software and hardware
environment leading to a change in the execution time or other properties of user applications
running on the supercomputer, and one of the most common noise sources is operating system
processes.

This paper provides for the first time a full-scale description of the current state of the TASC
software suite, as well as presents the latest methods developed within it and results obtained
using this solution.

The question of the efficiency analysis of applications running on supercomputers is touched
upon in several existing studies. There are a number of papers like [7–9] presenting holistic reports
on the operation of specific HPC systems. In these papers, many major aspects of supercomputer
functioning are considered: job launch properties (duration, number of allocated processors, used
software libraries, etc.); job efficiency in terms of CPU or GPU load, intensity of communication
network usage; distribution of job, node-hours or efficiency characteristics between partitions
or subject areas; and many others. However, these were mostly manually performed studies,
therefore not portable and not directly applicable in other supercomputer centers. There are also
works that study the efficiency of individual aspects of supercomputer behavior in more detail.
For example, the authors of [10] in detail discuss how the job properties and trends in resource
consumption of two large supercomputers, Intrepid and Mira, have changed over several years of
operation. In paper [11], authors present a software solution for automatic detection of problems
with job efficiency and behavior. Another paper [12] discusses the causes of low I/O throughput
and provides a dedicated software solution to detect them. There are other similar works as
well, but the difference in TASC is that it aims at holistic automated analysis of many different
aspects, also focusing on thorough analysis of monitoring data.

The main paper is organized as follows. Section 1 shows the current TASC architecture
and capabilities, listing the input data being used and describing approaches to storing this data
(subsection 1.1), as well as showing main tools for performance analysis (subsection 1.2). Section 2
is devoted to the description of new methods, tools and results that have been obtained recently,
which are all related to the assessment system. In subsection 2.1, we describe new visualization
tools for the assessment system, new methods for informing users about the results obtained
are described in 2.2, and in 2.3 we describe the data mining method for continuous prediction
of assessments. We show interesting examples of using this system in section 3. Conclusions
summarize the work done.
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1. TASC Current State

TASC software suite is intended for carrying out ODA (Operational Data Analytics, e.g.,
see [13, 14]) on a supercomputer. It performs continuous performance analysis and visualization
of data on behavior of supercomputer in general and applications running on in particular. In this
section, we will describe TASC architecture and functionality, using its existing implementation
running on the Lomonosov-2 supercomputer [15] as an example.

The overall working algorithm of TASC software suite is quite straightforward. Most input
data needed for performance analysis carried out by TASC is collected using monitoring systems
running on compute and service nodes of a supercomputer. The data is sent via network to
the dedicated virtual machine running main TASC services, where it is processed and stored
into databases. Analysis tools are launched on this virtual machine at the selected frequency,
retrieving data from databases, studying it and storing results back to databases. The obtained
insights are available to supercomputer users and administrators via websites and notifications
using email or messengers. Thus, two main stages of TASC operation can be distinguished:
1) processing and storing the required input data, and 2) subsequent analysis of this data. We
will describe these stages in more detail below.

1.1. Processing and Storing Data for Subsequent Analysis

TASC does not directly collect raw data (monitoring systems are mainly used for this pur-
pose), so this process is not described here. However, the variety of collected input data is of
interest. Figure 1 lists the types and sources of data that are being regularly collected on the
Lomonosov-2 supercomputer. Each grey rectangle corresponds to a specific target (hardware or
software) being monitored, a yellow rounded rectangle — to a specific tool and the data it col-
lects. Within the rounded rectangle, it is shown what tool is used for data collection (top right),
what types of data is collected (center) and what the granularity of data collection is (bottom
right).

The main source of performance data is compute nodes, and we use DiMMon monitoring
system [16] developed in RCC MSU to collect it. This data is collected once per second, then it
is aggregated and sent to TASC once per minute. For each job running on Lomonosov-2, TASC
gets the following information:

\bullet CPU load and load average;
\bullet intensity of sent/received bytes and packets via MPI network;
\bullet GPU load and memory usage;
\bullet Lustre file system usage (amount of read/write bytes and opened/closed files);
\bullet performance monitoring counters describing CPU usage activity and cache misses;
\bullet amount of available RAM;
\bullet existence of ECC errors.
On compute nodes, we additionally collect information about noise level, which helps us to

detect cases when noise becomes notable. For this purpose, a special script was implemented,
which regularly runs quick noise measurement in the epilogue of user jobs (see [6] for more
details).

There is no need to study service nodes in such detail, however, it is also useful to collect
information about them, especially regarding their reliability. That is why we obtain such basic
data as server availability using ping command, load average and available disk space. On head
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Figure 1. Monitoring data collected on the Lomonosov-2 supercomputer

node, we are interested in the number of active users currently working on Lomonosov-2, as well
as in load average.

In order to get a detailed picture of supercomputer behavior, information from compute and
service nodes alone is not enough. We additionally collect data from different system software. Of
course, SLURM is used to get information about launches of user jobs — who, when and where
launched each job, how many nodes were allocated, what the job exit state was, etc. We also use
XALT [17] to get useful information about popular software packages (like NAMD, GROMACS,
etc.) and compilers being used in jobs.

There is one source of data for TASC that does not run on the supercomputer itself. We
regularly request Octoshell [18] (supercomputer center management system developed in RCC
MSU) located on a separate server to obtain information about users as well as scientific projects
and organizations they work in.

All this variety of data needs to be properly stored, so that TASC analysis modules can easily
and quickly retrieve all the information they need. The overall data storage organization scheme
is shown in Fig. 2. The main database used to store almost all types of data is a MongoDB
database. This DB type was initially chosen because we work with very diverse data, and we
also need to be able to easily add new data sources. For this purpose also, we have developed
our own unified API, which significantly simplifies this process of importing different types of
data in our MongoDB. All the data in this database is never deleted, enabling us to work with
all the historical information we want.

The only exception is the main performance-related data from compute nodes. The reason
why it is imported differently is the volume of this data. More than 40 characteristics are collected
on each compute node using DiMMon, and for each of them minimum, average and maximum
value is sent every minute. Taking into account that the number of nodes in the Lomonosov-2
supercomputer is more than 1500, and also considering our desire to store this information for a
long time, it is obvious that the main database will very quickly become too large and slow. That
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Figure 2. Data storage organization in TASC

is why we decided to use the following approach. All DiMMon data with 1-minute granularity
is stored to PostgreSQL database called Main PSQL. This data is regularly aggregated per job
and sent to MongoDB. Since this database is used frequently and queries to it must be executed
quickly, it can not be very large, so it rotates the data and stores data for the last \sim 3 weeks. But
we want the data not to disappear so quickly, so it was decided to add two more databases —
Detailed and Persistent PSQL. The first one stores the same data, but for a much longer time
period (\sim 5 months). It is rarely used, usually to perform heavy queries involving large amounts
of data. The Persistent PSQL stores data almost endlessly (for 3 years now, planned to make
it even longer), but since the database would become unacceptably large over such a period of
time, the data granularity was reduced from 1 minute to 10 minutes.

The described scheme has proven itself well in practice, allowing to easily deal with large
amounts of real-life data.

1.2. Performing Data Analysis

The part of TASC responsible for performance analysis consists of several generally inde-
pendent solutions, each of which is aimed at carrying out ODA for studying different aspects
of supercomputer behavior. The main analysis software tools implemented and used in practice
are:

\bullet tool for automatic detection of job-level performance issues;
\bullet web report system of “endless” workload analysis;
\bullet assessment system for evaluating HPC resource efficiency;
\bullet noise measurement tool.
The first solution automatically detects performance issues in all user jobs running on the

supercomputer. This is performed using a set of predefined rules; each rule describes one particu-
lar issue with job performance and includes issue description, criteria for its automatic detection
using monitoring data, supposition of its root cause as well as recommendation on possible fur-
ther steps for its elimination. On the Lomonosov-2 supercomputer, there are currently \sim 30 rules
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implemented that are aimed at capturing MPI usage inefficiency, imbalance, usage of wrong
partitions, abnormally inefficient jobs, etc. The examples and more detailed description of these
rules can be found in [4].

“Endless” workload analysis [5] is a web-based system for HPC system administrators that
can provide performance-related reports with a desired level of detail. This flexible tool can show
only the needed subset of data for a specified level of consideration, starting from particular job
launches and to the HPC system as a whole. The ability to fine-tune both the subset of data
being considered and the object of consideration (job launch, user, project, organization, software
package, scientific area) generates a tremendous number of possible report variants, which gives
this system its “endless” name.

One way to assess the performance of an HPC application is to determine how efficiently it
uses resources allocated to it. However, commonly used metrics, which are collected on-the-fly for
all applications running on the supercomputer (i.e., without the need to restart the application
in profiling, tracing, or debugging mode), usually do not allow estimating this with sufficient
accuracy. For example, CPU user load shows processor utilization, but it does not indicate if
CPU is busy with useful calculations. Further, common memory-related characteristics like the
frequency of cache misses or read/write operations also do not allow one to accurately assess
whether memory is being used efficiently. In order to solve this problem, a set of assessments was
proposed [1], which automatically calculate accurate measurements of resource usage efficiency
(CPU, memory, MPI network, I/O, GPU) for all jobs being executed on the supercomputer. The
main idea is to estimate to what extent dealing with a specific resource interferes with useful
computations. This allows both identifying applications that show low efficiency and determining
directions for further performance analysis using existing profilers, debuggers, etc.

Most modern supercomputers contain so-called noise on compute nodes, which was previ-
ously defined as an external influence of the software and hardware environment leading to a
change in the behavior of user applications. It is usually quite insignificant, but in some cases
it can notably affect the behavior of user applications. In order to assess the noise level, a tool
within TASC was proposed and developed [6] that allows regular estimation of the noise level on
compute nodes. This tool is based on Netgauge software [19, 20] aimed at measuring OS noise.
It starts in the SLURM epilogue after each job completion (but no more than once a day, so as
not to impact user applications itself) and provides a noise level metric ranging from 0 (no noise
at all) to 100 (maximum possible noise level). This helps, for example, to identify dysfunctional
nodes and send them to system administrators for further detailed study and repair.

2. TASC Recent Developments

The main recent developments within TASC are aimed at enhancing one analysis compo-
nent — the assessment system. In this section, we will describe them as well as provide real-life
examples of useful insights obtained using this system.

As mentioned earlier, the assessment system allows for automatic estimation of the efficiency
of using various resource types for all jobs running on the supercomputer. Previously, an approach
for creating such assessment system was proposed [1], as well as a software implementation of
the assessments and its evaluation in practice were performed. This system provides assessment
scores for 4 main types of resources (GPU scores were proposed but not implemented due to
limitations of currently available hardware): CPU, memory subsystem, MPI network, I/O. Each
score estimates resource usage efficiency ranging from 0 (working with this resource did not
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hinder useful computations in any way during job execution) to 100 (it constantly hindered
useful computations during job execution).

This section describes further work in this direction. An approach to visualizing the collected
information on assessments was developed, a method for informing supercomputer users about
detected efficiency problems was proposed, and an analysis of the collected statistics on the
assessments obtained on the Lomonosov-2 supercomputer was conducted. Also, we implemented
a solution for continuous prediction of assessment values in cases when the main method of their
calculation is not applicable.

2.1. Dashboards for Assessment Results Visualization

The main goal of this service is to provide a convenient web tool for studying all the main
results obtained by the assessment system. It should be noted that it is only available to su-
percomputer administrators; users receive results from the assessment system in a much smaller
volume and in a simpler and more convenient way (see subsection 2.2). This is done, in particu-
lar, because excessively detailed information is not required by users and will only confuse them;
moreover, users should not have access to information about the performance of other users and
projects.

To provide detailed information about the quality of supercomputer resources usage, this web
service uses so-called dashboards — web reports dedicated to a certain part of results available
in the assessment system. In total, three main dashboards are implemented: 1) general informa-
tion about resource usage efficiency; 2) detailed information about particular user; 3) detailed
information about particular scientific project. Each dashboard can be flexibly configured using
different filters, such as specific time period, user, project, organization, used software package,
supercomputer partition, number of nodes or node-hours, presence of particular performance
issues automatically detected by rules in TASC (briefly described in subsection 1.2). It should be
noted that all figures shown below in the paper are screenshots obtained from these dashboards.

The general information dashboard is designed to provide primary insights about what is
happening on the supercomputer in general. The dashboard provides the following information:

\bullet integral values of different assessment scores;
\bullet dynamics of change in score values over time;
\bullet distribution of score values for different jobs;
\bullet top worst values for particular jobs, users and projects.
For example, Fig. 3 shows the distribution of scorecpu (axis X) and scoremem (axis Y) for

individual jobs, where each point corresponds to one job and its color — to different users.
Consider, for example, the point in the upper left corner, highlighted by the green circle in the
figure. This job has a scorecpu of 45, which is generally within the normal range, and a scoremem

of 80, which is much higher (i.e., worse) than normal. In this case, we can conclude that the
processor often waits for data from memory during the execution of this application, though this
is not a significant bottleneck, since the share of useful calculations is still high. The situation
is quite different for the application highlighted by the red circle: here, the scorecpu is above 90,
and the scoremem is slightly above 40. Such a high scorecpu value indicates serious performance
problems, and memory usage is likely one of the reasons for this (although clearly not the only
one, since the scoremem value is not so high). This job definitely requires a more detailed study,
as can be concluded based on this graph.
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Figure 3. 2D graph showing distribution of values for scorecpu and scoremem for individual
jobs (screenshot from web dashboard)

The dashboard with detailed information about particular user shows the following informa-
tion:

\bullet overall user activity: number of job launches and consumed node-hours for the selected
time period;

\bullet aggregated score values for the selected period, as well as user rank according to these
scores (in general and for the selected software package);

\bullet distribution of score values, separately for each resource type;
\bullet detailed information on each job;
\bullet the same information as for the first dashboard (but filtered for this user only): dynamics

of change in score values over time and distribution of score values for different jobs.
As an example, Fig. 4 shows aggregated score values with user ranks (the lower the ranking,

the worse). This figure shows that the user has no problems with I/O (the average score is 0,
so no I/O-related issues at all, which obviously corresponds to the 1st place in the rating), but
the share of useful calculations is not so great — scorecpu is 67, and this is the 91st place out
of 115 (this is the total number of users who launched their tasks during the time period under
review). At the same time, note that the average scoremem value is less than 40, which is generally
considered a normal value for supercomputer applications. But the low rank, according to this
assessment, suggests that memory usage can be probably optimized, since most of other users
show better memory usage efficiency.

These dashboards can be useful for quick but multi-sided primary analysis of resource usage
efficiency, starting from the most general level and gradually getting a more detailed picture. Of
course, to get conclusions about specific performance issues and ways to deal with them, one
need to use specialized software for more detailed performance analysis, but this solution helps
to take the first step and understand whether there are issues in general and in what direction
to move further during performance analysis.

2.2. Informing Users about Performance Issues

As said earlier, users do not need to be provided with such detailed information. In the vast
majority of cases, users are not interested in values of some scores they are not aware of. They
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Figure 4. Score values and user rank according to these assessments
(screenshot from web dashboard)

want to know whether there are performance issues in their applications and how to fix them.
For this purpose, automatic notification of users about such cases based on the results of the
assessment system was developed.

This is implemented as follows. Within the framework of TASC, rules were previously pro-
posed that automatically detect certain performance issues. In order to notify users of the
Lomonosov-2 supercomputer about these issues, a reporting system was implemented within
the Octoshell web-site (used as a “single window” for organizing the work with Lomonosov-2 for
all users). Among other, this reporting system shows a list of detected issues for each launched
job, along with an assumption about their occurrence and recommendations for their elimination.
It was decided to add additional rules to this solution that notify users about issues detected
by the assessment system. To do this, it was necessary to draw up criteria for rule triggering,
including defining threshold values for each score, which was done both on the basis of our own
experience and existing materials [21].

As a result, each user always gets notifications about whether his applications have significant
issues with the efficiency of using various resources, and what software can be further used to
study these issues in more detail. Figure 5 shows an example of such output for a job. The top
record is associated with scorecpu, middle one — with scoreio, lower one — with scoremem. In all
cases, the corresponding rule triggered due to the score being so high that it indicates significant
impact on overall job performance, leading to this notification to appear. It should be noted that
such notifications appear only if resource usage efficiency was really low, which means that false
positives are rare in this case.

2.3. Development of Method for Continuous Assessment Prediction

All assessments within the proposed system are calculated based on monitoring data. Two of
them — scorecpu and scoremem — require collecting additional data from hardware performance
monitoring counters, which leads to overheads due to the usage of multiplexing mode (see [22]
for details on estimation of such overheads). Therefore, on the Lomonosov-2 supercomputer this
data collection is currently organized only for a part of the jobs (for every third job at this
moment, in the future this will likely be increased). In addition, technical problems with the
monitoring itself may arise. This leads to the fact that assessments are not available for all jobs.
Therefore, the task of predicting scores for the remaining jobs arise.
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Figure 5. Examples of user notification about resource usage efficiency being too low, notably
interfering with useful computations (screenshot from web dashboard for users)

A general method has been earlier proposed that allows for highly accurate score predictions
based on data mining methods [1]. However, this method cannot be used on a regular basis be-
cause it is too computationally expensive, in particular because it analyzes data on all previously
completed jobs. We propose an adapted, faster version of this method that works as follows:

\bullet The prediction process is started every 30 minutes. At each iteration, a list of jobs that were
completed after the previous iteration and the duration of which was more than 30 minutes
is extracted (if duration is less, the volume of collected monitoring data is insufficient to
accurately assess job behavior).

\bullet The knowledge base is loaded. The knowledge base includes the data on N previous jobs
with known score values that were calculated using main method without prediction (we
will further talk about selecting the optimal value of N).

\bullet The jobs are traversed from older to newer ones, for each of them the following is performed:
– Prediction is performed based on static information about program source code and

system monitoring data collected during program execution. Prediction is based on
searching for similar supercomputer jobs in the knowledge base and subsequent aggre-
gation of assessments for the list of detected similar jobs (this has not changed from
the original method, see [1]).

– If it was possible to predict scores, these assessment values are saved.
– Also, if the true values of the predicted assessments (obtained from the main method)

are known for the current job, the knowledge base is updated in FIFO (first in first
out) mode.

One of the main questions that arises here is the selection of the N value, which sets the
number of jobs under consideration, on the basis of which the prediction will be made. To solve
the problem of selecting N , an experiment was conducted in which the method accuracy was
evaluated depending on the value of N . In this experiment, the prediction of scores was carried
out for the jobs, for which the true score values (obtained using the main method) were known.
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Accuracy was evaluated based on 2 metrics: Mean Absolute Error (MAE) и Mean Squared Error
(MSE). Both MSE and MAE are positive numbers, and the lesser the value — the better. The
task of predicting assessment values is the regression task, and MAE shows average error of the
regression model. MSE squares the error, and only then an average value is computed. This way
it ensures that predictions with high error have greater effect on the score, which, in combination
with MAE, allows for a more precise accuracy evaluation.

Within the experiment, jobs for several months of the Lomonosov-2 supercomputer operation
were studied. We only considered jobs with known assessments that lasted more than 30 minutes.
The total number of such jobs was \sim 4600. Accuracy comparison based on MAE and MSE metrics
showed that the best results are achieved with N = 1250. Table 1 shows the corresponding metric
values. Note that for assessment scores an error of \pm 10 is considered acceptable, so the proportion
of predictions for which the error was more than 10 is evaluated separately.

Table 1. Accuracy results for the continuous assessment prediction method, N = 1250

% of jobs with predicted values MAE MSE % of jobs with AE>10
scorecpu 81.39 2.18 24.83 3.68
scoremem 81.41 2.53 32.59 4.51

It is worth noting that the proposed method for continuous prediction can predict 7% fewer
jobs than the original method. However, the proportion of jobs for which scores were predicted,
as well as the accuracy of these predictions, are quite high. For example, the average error is less
than 3, and the proportion of notable errors (greater than 10) does not exceed 5%.

The proposed method was implemented and is used on a regular basis in everyday practice
on the Lomonosov-2 supercomputer. It should be also noted that if both the true and predicted
scores (calculated using main and proposed methods, respectively) are available for a certain job,
then the true value is used for further analysis as the more accurate one. However, the predicted
value is also saved; this will be useful, in particular, for subsequent accuracy evaluations of the
prediction method in the future.

We also evaluated the performance of the proposed method on the same experiment data as
described earlier. This evaluation was performed on a single Intel Xeon Silver 4214 (1 core was
used) with 8 GB RAM (usually less than 2 GB was used). It showed that on average it takes only
1.6 seconds to predict estimates for one job, which is orders of magnitude faster than current
real-life needs of the Lomonosov-2 supercomputer.

3. Real-life Application of the Assessment System

In this section, we will describe several examples obtained on real-life data from the
Lomonosov-2 supercomputer to demonstrate practical application of the proposed assessment
system. All these examples were found out using dashboards described earlier.

We have studied a list of individual job launches with the highest scorecpu scores for May-
June of this year. Of interest were the jobs with high scorecpu combined with high CPU user
load — these are the cases when the processor is actively utilized, but at the same time the
share of useful calculations is small. As a result, we found launches by two users from the same
project with an average CPU load of about 95% (HyperThreading is enabled on most nodes
of the Lomonosov-2 supercomputer, so such a load means that not only all physical, but also
all logical cores were almost completely utilized in these programs), while the scorecpu was \sim 85
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(which means that the processor was fully occupied by useful calculations only 15% of the time
during job execution).

Further analysis of these jobs showed that the GROMACS package [23] was used in all cases.
So we analyzed the table showing the most active GROMACS users within the year of 2024
(Fig. 6). For each user, this table shows total amount of consumed node-hours with GROMACS
launches, number of job launches, as well as average values of scorecpu and scoremem. It is clear
from this table that the scorecpu assessments are usually much better (less than 60, which is
typically OK for HPC programs), meaning that scorecpu equal to 85 is not typical for this
package. Moreover, jobs showing high CPU load together with high scorecpu appeared for these
two GROMACS users only.

Figure 6. Top users of GROMACS software packages sorted by consumed node-hours
(screenshot from web dashboard described in 2.1)

It was decided to take a more detailed look at the list of all last GROMACS package launches
by these two users. It turned out that they each have several such launches, and these launches
are notably different from the rest, since the activity of using other resources (except for the
CPU) in them is noticeably lower. In particular, they show very low GPU load at less than
2%, while these users (and other users as well) usually launch GROMACS jobs that show much
higher GPU load — up to 50% and higher. Other performance indicators like frequency of cache
misses or amount of MPI data sent were also significantly lower. Based on this information,
we can conclude that most likely these job launches for some reason did not execute properly.
The exact reason can not be determined using the assessment system only, since its purpose is
to provide a quick view of whether resources are being utilized efficiently or not. But further
analysis, performed by other parts of TASC (“endless” report system and noise measurement
tool), showed that these jobs were executed on two noisy compute nodes that were misbehaving
at that moment of time. These nodes were sent to repair, and the problem was solved.

This information is surely of interest for both users and supercomputer administrators. It
should be noted that these jobs in general showed “normal” performance indicators, did not fail
and even completed with a successful finish state, meaning that it would be difficult to determine
the root causes of these performance issues without the assessment system.
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Let us switch to another example. We considered launches of the popular LAMMPS software
package [24] for a couple of months on the Lomonosov-2 supercomputer. Sorting the jobs by the
maximum scorempi value showed that the top 35 job launches were all performed by 3 users of
the same project. This being said, the MPI network usage activity in these jobs was far from the
highest — in many cases less than 200 MB/sec on average, while for other users of this package
it is more than 1.5 GB/sec. Further study of these jobs with unusually high scorempi showed that
almost all of them had two performance issues — too small average size of MPI packages, as
well as too low network locality (compute nodes allocated for the job were located far from each
other). The first issue often leads to additional overheads due to the need to transfer system data
and due to higher impact of latency, the second one leads to increased latency. The presence of
these issues can be noticeable, which seems to be the case here due to the high scorempi. These
cases should be reported to users so that they can be aware of such situations and try, if necessary,
to optimize data transfer in these applications.

Here is another useful, though somewhat unexpected result obtained using the assessment
system. Studying the list of individual job launches with the highest scoremem values, it was
found that almost all jobs with a score above 80 (which corresponds to CPU almost constantly
stalled waiting data from memory) have a distinctive feature — only one of the nodes allocated
to such job is actively used during execution. For example, a job with 45 allocated nodes was
found, and the average CPU user load on 44 of them was less than 1% (the 45th node shows
fairly high activity). All other such jobs behave similarly. In this case, it can be assumed that
either users incorrectly submitted these jobs (for example, several nodes were requested while
starting a single-node program), or some technical issues occurred during job launch process.
It is not yet entirely clear why this behavior results in extremely high scoresmem, but detecting
such incorrect launches is certainly useful, and measures will be taken to promptly identify and
fix such situations.

Conclusions

This paper describes the current state and functionality of the TASC software suite. It
mentions the data types being collected and analyzed, as well as how this variety of information
is stored. The main analytical TASC capabilities are also briefly presented: 1) tool for automatic
detection of job-level performance issues for all jobs running on a supercomputer; 2) “endless”
workload analysis solution for detailed study of supercomputer performance with a needed level
of detail; 3) assessment system for initial, but quick and accurate evaluation of HPC resource
efficiency; 4) system for regular measurement of noise level on compute nodes.

The second part of the paper is devoted to the description of recent developments and up-
dates within TASC, which are all related to the assessment system. An approach to visualizing
the collected information on assessments was developed, a method for automatic informing super-
computer users about detected performance issues was proposed, and an analysis of the collected
statistics on the assessments obtained on the Lomonosov-2 supercomputer was conducted. Also,
we proposed a solution for continuous prediction of assessment values, which demonstrates high
accuracy and performance.

The results shown in Section 2 were achieved at Lomonosov Moscow State University with the
financial support of the Russian Science Foundation, agreement No. 21-71-30003. The research
is carried out using the equipment of shared research facilities of HPC computing resources at
Lomonosov Moscow State University.
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Для обеспечения высокой эффективности работы современных суперкомпьютеров необходимо посто-
янно анализировать и контролировать различные аспекты их функционирования, уделяя особое внимание
изучению потока суперкомпьютерных приложений, выполняющихся на таких системах. Для решения этой
задачи ранее был разработан программный комплекс TASC (Tuning Applications for SuperComputers). Он
автоматически обнаруживает проблемы с производительностью в суперкомпьютерных приложениях и оце-
нивает эффективность использования ресурсов суперкомпьютера, предоставляет администраторам гибкий
инструмент создания отчетов для анализа различных аспектов работы суперкомпьютера с требуемым уров-
нем детализации, а также оценивает уровень шума на вычислительных узлах. В данной работе приведе-
но детальное описание текущей структуры и возможностей TASC, включая этапы обработки и хранения
данных, а также выполнения различных видов анализа. Также описаны новые полученные результаты и
разработанные методы в рамках одного из основных компонентов TASC — системы оценок для быстрого и
точного определения эффективности использования суперкомпьютерных ресурсов.

Ключевые слова: высокопроизводительные вычисления, суперкомпьютер, анализ производительности,
анализ качества работы, анализ операционных данных, мониторинг.
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В статье представлен метод SALTO (Snippet and Autoencoder-based Labeling of Time series coming
Online), позволяющий выполнять классификацию подпоследовательностей временного ряда, элементы ко-
торого поступают для обработки непрерывным потоком в режиме реального времени. Областью применения
разработанного метода являются приложения персональной медицины, промышленного Интернета вещей
и цифровой индустрии, в которых предъявляются высокие требования ко времени реакции системы: не
более 10 мс в соответствии со стандартом URLLC (Ultra-Reliable Low Latency Communications, сверхнадеж-
ная связь с малой задержкой). Метод SALTO предполагает предварительную обработку предварительно
сохраненного репрезентативного фрагмента потокового временного ряда и распознавание подпоследова-
тельностей этого ряда, поступающих в реальном времени, c помощью нейросетевой модели. Предобработка
выполняется без участия учителя c помощью параллельного алгоритма, который автоматизирует поиск
поведенческих шаблонов (сниппетов) ряда, используемых для формирования обучающей выборки. Ней-
росетевая классификационная модель использует архитектуру автоэнкодеров. Энкодер модели преобразу-
ет входную подпоследовательность в скрытое представление и включает в себя два сверточных слоя и
один рекуррентный слой. Декодер модели состоит из одного рекуррентного слоя и двух транспонирован-
ных сверточных слоев, зеркально отражающих параметры Энкодера. В вычислительных экспериментах на
стандартных тестах метод SALTO более чем в полтора раза опережает в среднем передовые аналоги по
быстродействию, вписываясь в рамки стандарта URLLC, и при этом показывает в среднем более высокую
точность, чем большинство указанных аналогов.

Ключевые слова: временной ряд, классификация временных рядов, автоэнкодер, поведенческие шабло-
ны (сниппеты) временного ряда, нейронные сети.
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Введение

В настоящее время классификация потоковых временных рядов является одной из ак-
туальных задач, востребованных в широком спектре приложений Интернета вещей [1], циф-
ровой индустрии [2], персональной медицины [3]. В указанных приложениях исследуемый
субъект демонстрирует поведение c фиксированным количеством предопределенных видов
активности и снабжается датчиком, который непрерывно снимает показания деятельности
данного субъекта с высокой частотой. Классификация получаемого таким образом времен-
ного ряда подразумевает распознавание в реальном времени вида активности субъекта.
Примером подобной задачи в области цифровой индустрии может служить случай кле-
ти прокатного стана металлургического завода [4], на которой устанавливаются датчики,
измеряющие деформацию, механическое напряжение и проч. показатели несколько раз в
секунду, и в реальном времени выполняется распознавание режима работы клети с целью
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контроля ее остаточного ресурса. Более того, в настоящее время для приложений циф-
ровой индустрии разработан стандарт сверхнадежной связи с малой задержкой URLLC
(Ultra-Reliable Low Latency Communications), который предписывает обработку данных за
время от 1 до 10 мс [5].

На сегодня разработан ряд нейросетевых моделей для решения задачи классификации
данных потокового временного ряда: FCN [6], Rocket [7], ResNet [8], InceptionTime [9] и
др., применение которых, однако, требует накладных расходов, связанных c вовлечением
эксперта в предметной области для ручной разметки данных обучающей выборки.

В данной статье представлен новый метод решения рассматриваемой задачи, получив-
ший название SALTO (Snippet and Autoencoder-based Labeling of Time series coming Online),
который объединяет в себе разметку обучающей выборки при минимальном участии экспер-
та в предметной области и нейросетевую модель классификации подпоследовательностей
потокового временного ряда. Разметка выполняется c помощью параллельного алгоритма
поиска поведенческих шаблонов [10] (называемых сниппетами [11]), которые представляют
собой подпоследовательности, отражающие типичные активности субъекта. При этом точ-
ность классификации снижается незначительно по сравнению c использованием разметки,
подготовленной экспертом. Нейросетевая классификационная модель использует простую
архитектуру автоэнкодеров, что обеспечивает высокое быстродействие классификации в
соответствии со стандартом URLLC.

Статья организована следующим образом. Раздел 1 содержит краткий обзор работ по
тематике исследования. В разделе 2 приводятся формальные определения понятий и нота-
ция, используемые в статье. Предложенный метод описан в разделе 3. Результаты вычис-
лительных экспериментов, исследующих точность и быстродействие SALTO по сравнению
c передовыми аналогами, приведены в разделе 4. Заключение содержит сводку полученных
результатов и направления будущих исследований.

1. Обзор связанных работ

В настоящее время существует множество как аналитических методов, так и нейросе-
тевых подходов к решению задачи классификации временных рядов. Среди аналитических
методов [12] можно выделить шейплеты [13], рекуррентные диаграммы (recurrence plots) [14]
и методы, основанные на дискретном преобразовании Фурье [15]. В настоящее время одним
из основных подходов к классификации временных рядов считается использование нейросе-
тевых технологий [16]. Нейросетевые методы классификации временных рядов используют
широкий спектр архитектур: сверточные нейронные сети [6], энкодеры [17], рекуррентные
нейронные сети [18] и др. Среди нейросетевых архитектур в данной области наиболее рас-
пространены сверточные нейронные сети, поэтому далее в обзоре кратко будут рассмотрены
нейросетевые модели этого типа.

Модель FCN (Fully Convolutional Network) [6] cостоит из трех сверточных блоков, каж-
дый из которых выполняет свертку и далее пакетную нормализация, результат которой
передается в функцию активации Линейный выпрямитель (ReLU, Rectified linear unit) [19].
Особенностью модели является отсутствие локальных слоев пулинга, что делает длину вре-
менного ряда неизменной на протяжении всех операций свертки. Данная модель имеет вы-
сокое быстродействие и представляет собой хороший базовый уровень для оценки других
нейросетевых моделей классификации временных рядов.
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Модель Rocket [7] представляет собой однослойную сверточную сеть, использующую
ядра свертки со случайными значениями длины, веса и смещения. Размер ядер свертки и
смещения выбираются случайным образом, подчиняясь равномерному распределению, веса
выбираются случайно, подчиняясь нормальному распределению. Случайные ядра свертки
преобразуют признаки, которые используются для обучения модели, на основе логистиче-
ской регрессии. Совместное использование нейросетевой модели и логистической регрессии
позволяет сократить время обучения и вывода модели.

Модель ResNet [8] использует концепцию остаточных соединений (residual connection),
которые представляют собой дополнительные связи, обеспечивающие прямое прохождение
градиентов по слоям сети без вычисления нелинейных функций активации. Архитектура
ResNet обычно делится на четыре части, каждая из которых содержит несколько оста-
точных блоков (residual block) с различной глубиной. Первая такая часть сети включает
один сверточный слой, за которым следует операция подвыборки по максимальному зна-
чению (MaxPooling) для уменьшения пространственных размеров входных данных. Вторая
часть сети содержит 64 фильтра, а третья и четвертая части содержат 128 и 256 филь-
тров соответственно. Последняя часть сети обеспечивает операцию глобальной подвыборки
по среднему значению (global average pooling) и полносвязный слой, который производит
выходные данные. Данная архитектура решает проблему затухания градиента [19], что
позволяет ускорить обучение модели.

Модель InceptionTime [9] вместо традиционных сверточных слоев применяет Inception
модули, которые, как и в случае с моделью ResNet, используют остаточные соединения для
решения проблемы затухающего градиента. Основным компонентом Inception модуля явля-
ется слой «бутылочного горлышка» (bottleneck), который представляет собой скользящий
фильтр длины 1 с шагом 1. Его задача заключается в уменьшении размерности данных,
что позволяет уменьшить сложность модели и предотвратить переобучение. Вторым важ-
ным компонентом данного модуля являются скользящие фильтры различных длин, кото-
рые применяются ко входным данным. Данный подход делает модель InceptionTime более
устойчивой к аномалиям в данных.

2. Теоретический базис

Временной ряд (time series) T представляет собой последовательность хронологически
упорядоченных вещественных значений:

T = (t1, . . . , tn), ti \in R. (1)

Число n обозначается как | T | и называется длиной ряда.
Подпоследовательность (subsequence) Ti,m временного ряда T представляет собой

непрерывное подмножество T из m элементов, начиная с позиции i:

Ti,m = (ti, . . . , ti+m - 1), 1 \leqslant m \ll n, 1 \leqslant i \leqslant n - m+ 1. (2)

Временной ряд T может быть логически разбит на сегменты — непересекающиеся под-
последовательности заданной длины m. Здесь и далее без существенного ограничения общ-
ности мы можем считать, что n кратно m, поскольку m \ll n. Множество сегментов ряда,
имеющих длину m \ll n, обозначим как Sm

T , элементы этого множества как S1, . . . , Sn/m:

Sm
T = (S1, . . . , Sn/m), Si = Tm\cdot (i - 1)+1,m. (3)
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Концепция сниппетов (snippet) предложена Кеогом и др. в работе [20] и уточняет по-
нятие типичных подпоследовательностей временного ряда следующим образом. Каждый
сниппет представляет собой один из сегментов временного ряда. Со сниппетом ассоции-
руются его ближайшие соседи — подпоследовательности ряда, имеющие ту же длину, что
и сниппет, которые более похожи на данный сниппет, чем на другие сегменты. Для вы-
числения схожести подпоследовательностей используется специализированное расстояние
MPdist, основанное на евклидовом расстоянии. Сниппеты упорядочиваются по убыванию
мощности множества своих ближайших соседей. Множество сниппетов ряда T , имеющих
длину m, назовем словарем сниппетов и обозначим как Cm

T , а элементы этого множества —
как C1, . . . , CK :

Cm
T = (C1, . . . , CK), Ci \in Sm

T . (4)

Число K (1 \leqslant K \leqslant n/m) представляет собой параметр, задаваемый экспертом в пред-
метной области, и отражает соответствующее количество наиболее типичных активностей
субъекта. С каждым сниппетом ассоциированы следующие атрибуты: индекс сниппета (по-
рядковый номер сегмента), ближайшие соседи (подпоследовательности, наиболее похожие
на сниппет) и значимость данного сниппета (доля подпоследовательностей временного ря-
да, которые репрезентует сниппет). В словаре сниппеты упорядочиваются по убыванию их
значимости.

Для вычисления схожести временных рядов при нахождении сниппетов используется
расстояние MPdist [21]. Оно пропорционально количеству подпоследовательностей наперед
заданной экспертом длины \ell (3 \leqslant \ell \leqslant m), близких к сниппету в смысле z-нормализованного
евклидового расстояния, которое определяется следующим образом. Пусть имеются времен-
ные ряды X и Y , | X| = | Y | = m. Тогда z-нормализованное евклидово расстояние между X

и Y обозначается EDnorm(X,Y ) и

EDnorm(X,Y ) = ED( \^X, \^Y ) =

\sqrt{}    
m\sum 

i=1

(\^xi  - \^yi)2, (5)

\^xi =
xi  - \mu x

\sigma x
, \mu x =

1

m

m\sum 

i=1

xi, \sigma 2
x =

1

m

m\sum 

i=1

x2i  - \mu 2. (6)

3. Модель классификации потоковых временных рядов

3.1. Архитектура

На рис. 1 представлена архитектура предложенного метода, которая предполагает два
этапа: предобработку и классификацию. Препроцессор обрабатывает предварительно со-
храненный фрагмент временного ряда, который адекватно отражает все активности субъ-
екта. В данном методе участие эксперта сведено к минимуму, поскольку он задает лишь
диапазон длины сниппетов [mmin,mmax]. Далее Препроцессор выполняет поиск значения
длины сниппета, дающее наибольшую точность автоматической разметки временного ряда.
Полученная разметка используется для создания обучающей выборки и словаря сниппетов
Cm
T , которые будут использованы для обучения Экстрактора. По сравнению с аналогами

предложенный метод самостоятельно размечает данные, что позволяет избежать наклад-
ных расходов, связанных с ручной разметкой временных рядов.
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Рис. 1. Архитектура метода SALTO

Полученная выборка используется для обучения Экстрактора, который представляет
собой автоэнкодер со стандартной архитектурой [22]. Задача Экстактора заключается в из-
влечении сниппета из входной подпоследовательности обрабатываемого временного ряда.
Полученный сниппет сравнивается с каждый элементом словаря Cm

T , и в качестве мет-
ки класса подпоследовательности присваивается порядковый номер ближайшего соседа из
словаря сниппетов. Особенностью данной модели по сравнению с аналогами является бо-
лее простая архитектура, позволяющая добиться высокого быстродействия модели как при
обучении, так и при выводе.

3.2. Препроцессор

Препроцессор выполняет разметку предварительно сохраненного репрезентативного
фрагмента исходного временного ряда и формирует словарь сниппетов Cm

T , что позволяет
подготовить выборку для обучения Экстрактора. На первом шаге работы Препроцессора
выполняется z-нормализация всех подпоследовательностей репрезентативного фрагмента
по формуле (6).

Дальнейшая обработка входных данных осуществляется при помощи предложенного
автором данной статьи алгоритма PaSTiLa [10] (Parallel Snippet-based Time series Labeling),
который выполняет поиск сниппетов и разметку фрагмента на высокопроизводительном
кластере с узлами, оснащенными графическими процессорами. Алгоритм автоматически
подбирает значение длины сниппета mbest из указанного диапазона [mmin,mmax] с помо-
щью эвристического критерия. Неформально данный критерий можно описать следующим
образом: наилучшим значением длины сниппета mbest \in [mmin,mmax] будет то, которое даст
максимально различающиеся сниппеты в смысле расстояния MPdist.

Для ускорения вычислений PaSTiLa задействует ранее предложенный параллельный
алгоритм поиска сниппетов PSF (Parallel Snippet-Finder) [23]. Данный алгоритм выполня-
ется на различных узлах кластера для каждого значения из диапазона [mmin,mmax], после
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чего результаты, полученные каждым узлом, пересылаются на узел-мастер, который с по-
мощью вышеуказанного критерия вычисляет значение mbest.

Результатом работы Препроцессора является обучающая выборка Экстрактора, кото-
рая обозначается далее как D и представляет собой множество пар \langle X,Y \rangle , где X — входная
подпоследовательность фрагмента, имеющая длину mbest, а Y — соответствующий сниппет
той же длины. Полученная выборка формально определяется следующим образом:

D = \{ \langle X,Y \rangle | X = Ti,mbest , Y = Cj , 1 \leqslant i \leqslant n - mbest + 1, j = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
Ck\in Cmbest

T

MPdist(Ti,m, Ck)\} .
(7)

3.3. Экстрактор

а) Энкодер

б) Декодер

Рис. 2. Структура Экстрактора

Задачей Экстрактора является извлечение сниппетов из входных подпоследователь-
ностей, его архитектура представлена на рис. 2. На вход сети поступает подпоследова-
тельность временного ряда длины mbest. Выводом сети является извлеченный из входной
подпоследовательности сниппет Crecov той же длины.

Нейронная сеть состоит из Энкодера и Декодера. Энкодер выполняет преобразование
входных данных в скрытое представление (hidden state). Энкодер состоит из двух сверточ-
ных слоев и одного рекуррентного слоя. Первый сверточный слой содержит 128 фильтров,
второй — 64 фильтра, оба слоя имеют размер ядра свертки 3. Сверточные слои исполь-
зуются для выявления значимых признаков, определяющих схожесть входной подпосле-
довательности и одного из элементов Cmbest

T . Рекуррентный слой реализуется при помощи
управляемого рекуррентного блока (Gated Recurrent Units, GRU) [24] и имеет в скрытом
состоянии mbest признаков. Использование управляемого рекуррентного блока позволяет
сохранять долгосрочные зависимости в последовательных данных, тем самым повышая ка-
чество извлечение сниппетов. Каждый из слоев использует в качестве функции активации
Линейный выпрямитель (ReLU, Rectified linear unit) [19]. Задача Декодера заключается в
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преобразовании скрытого представления в сниппет. Декодер состоит из одного рекуррент-
ного слоя и двух транспонированных сверточных слоев. Транспонированный сверточный
слой (transposed convolutional layer) [25] используется для увеличения пространственного
разрешения входных данных. Этот слой выполняет преобразование, противоположное нор-
мальной свертке, путем перемножения элементов входных данных и ядра свертки.

Для извлеченного при помощи Энкодера сниппета Crecov выполняется поиск его бли-
жайшего соседа в словаре сниппетов Cmbest

T в смысле расстояния MPdist. Обозначим ре-
зультирующую метку класса как label, тогда label принимает значение номера ближайшего
соседа Crecov в словаре Cmbest

T :

label = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
Ci\in Cmbest

T

MPdist(Crecov, Ci). (8)

4. Вычислительные эксперименты

Для исследования эффективности предложенного метода были проведены вычисли-
тельные эксперименты, в которых точность классификации, время обучения нейросетевой
модели и быстродействие ее вывода сравнивались c показателями передовых аналогов, рас-
смотренных выше в разделе 1.

4.1. Описание экспериментов

Наборы данных. Для экспериментов были использованы стандартные наборы дан-
ных TSSB и HAR. TSSB (Time Series Segmentation Benchmark) [26] представляет собой
набор из 75 временных рядов разной длины из различных предметных областей, где каж-
дый временной ряд представляет некоторую деятельность субъекта, где количество видов
деятельности варьируется от 2 до 7, и субъект меняет вид деятельности с одного на другой
до 8 раз.

Набор данных HAR (Human Activity Recognition Dataset) [27] был собран у 30 субъ-
ектов, выполняющих шесть различных видов деятельности: ходьба, подъем по лестнице,
спуск по лестнице, сидение, стояние, лежание. Набор включает в себя временные ряды
данных инерционных датчиков, которые были собраны с помощью смартфонов, носимых
субъектами.

Аппаратная платформа и гиперпараметры. Эксперименты были проведены на
оборудовании Лаборатории суперкомпьютерного моделирования ЮУрГУ [28]. Аппаратная
платформа экспериментов резюмирована в табл. 1.

Таблица 1. Аппаратная платформа экспериментов

Характеристика Центральный процессор Графический процессор
Модель Intel Xeon Gold 6254 NVIDIA Tesla V100 SXM2
Количество ядер 18 5120
Тактовая частота ядра, GHz 4.0 1.3
Оперативная память, Gb 64 32
Пиковая произв-ть, TFLOPS 1.2 15.7

В табл. 2 даны гиперпараметры модели, использованные в экспериментах. Прочие па-
раметры (диапазон длины подпоследовательности, количество активностей субъекта и др.)
зависят от предметной области входного временного ряда.
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Таблица 2. Значения гиперпараметров модели

Гиперпараметр Значение
Оптимизатор Adam
Начальная скорость обучения 0.01
Размер батча 32
Количество эпох обучения 100
Функция потерь RMSE

Для оценки точности работы Экстрактора в качестве функции потерь использован ко-
рень средней квадратичной ошибки RMSE (Root Mean Squared Error), который является
одной из наиболее применяемых метрик для оценки моделей автоэнкодеров [29]. Формально
данная метрика определяется следующим образом:

RMSE =

\sqrt{}    1

mbest

mbest\sum 

i=1

(ci  - \^ci)2, (9)

где mbest — длина сниппета, ci и \^ci – фактическое и предсказанное значения сниппета
соответственно.

а) набор данных TSSB б) набор данных HAR

Рис. 3. Время обучения моделей

Метрика точности. Для оценки точности разработанного метода SALTO использо-
вана стандартная мера качества классификации F1. Для рассматриваемой в данной статье
задачи мультиклассовой классификации данная мера определяется следующим образом:

Precisioni =
TPi

TPi + FPi
, Recalli =

TPi

TPi + FNi
, F1i = 2 \cdot Precisioni \cdot Recalli

Precisioni + Recalli
, (10)

F1 =
1

K

K\sum 

i=1

F1i, 1 \leqslant i \leqslant K,

где TPi, FPi, TNi и FNi — количество истинно положительных, ложно положительных,
истинно отрицательных и ложно отрицательных элементов ряда соответственно при срав-
нении истинной и полученной при помощи алгоритма разметок ряда для i-го класса, K —
количество классов (поведений), содержащихся в репрезентативном фрагменте временного
ряда.
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4.2. Анализ результатов

Оценка производительности. На рис. 3 представлены результаты по полному време-
ни обучения рассматриваемых моделей. Можно видеть, что предложенная модель SALTO
имеет наименьшее время обучения.

а) набор данных TSSB б) набор данных HAR

Рис. 4. Время классификации одной подпоследовательности

На рис. 4 даны результаты по времени классификации одной подпоследовательности
рассматриваемыми моделями. По полученным результатам можно сделать вывод, что пред-
ложенная модель имеет наилучшую производительность по сравнению с аналогами. Метод
SALTO опережает аналоги по производительности более чем в полтора раза. Предложен-
ный метод выполняет классификацию одной подпоследовательности менее чем за 10 мс,
что позволяет применять SALTO, в отличие от большинства конкурентов, в приложениях
промышленного интернета вещей с высокими требованиями к производительности в соот-
ветствии со стандартом URLLC [5].

а) набор данных TSSB б) набор данных HAR

Рис. 5. Точность классификации при использовании длины подпоследовательности mrand

Оценка точности. На рис. 5 представлены результаты по оценке точности работы
моделей в случае, когда для конкуренты используют случайное значение длины подпосле-
довательности mrand, которое случайным образом выбиралось как 0.85mbest или 1.15mbest.
Для метода SALTO даны результаты с использованием mbest при обучении на разметке,
полученной Препроцессором, и экспертной разметке. На основе полученных результатов
можно сделать вывод, что без рекомендации Препроцессора большинство конкурентов по-
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казывают меньшую точность по сравнению с предложенным методом. При сравнении ре-
зультатов метода SALTO на сгенерированной и экспертных разметках можно видеть, что
использование разметки, полученной Препроцессором, дает незначительное отставание в
2% по точности классификации

На рис. 6 представлены результаты по оценке точности работы моделей в случае, ко-
гда конкуренты использовали для обучения значение длины подпоследовательности mbest.
Можно видеть, что использование длины подпоследовательности, найденной Препроцессо-
ром, позволяет передовым аналогам добиться значительного увеличения точности: вплоть
до 8%.

а) набор данных TSSB б) набор данных HAR

Рис. 6. Точность классификации при использовании длины подпоследовательности mbest

Заключение

В статье рассмотрена задача классификации подпоследовательностей потокового вре-
менного ряда, элементы которого поступают для обработки в режиме реального времени.
Классификация подразумевает распознавание одного из предопределенных видов активно-
сти субъекта, поведение которого отражает обрабатываемый временной ряд. В настоящее
время данная задача является актуальной в широком спектре приложений Интернета ве-
щей, цифровой индустрии, персональной медицины и др. Постановка задачи предполагает
высокие требования к времени реакции системы: не более 10 мс в соответствии с промыш-
ленным стандартом URLLC (Ultra-Reliable Low Latency Communications, сверхнадежная
связь с малой задержкой).

В статье предложен метод решения рассматриваемой задачи, получивший название
SALTO (Snippet and Autoencoder-based Labeling of Time series coming Online), предполага-
ющий этапы предобработки и классификации. На первом этапе в предварительно сохра-
ненном репрезентативном фрагменте потокового временного ряда осуществляется поиск
поведенческих шаблонов (сниппетов), которые представляют собой подпоследовательности,
отражающие типичные активности субъекта. Поиск сниппетов выполняется c помощью раз-
работанного автором статьи параллельного алгоритма. При этом участие эксперта в пред-
метной области сведено к минимуму, поскольку он задает лишь диапазон длин сниппетов,
что существенно снижает накладные расходы на подготовку обучающих данных. Алгоритм
автоматизирует подбор длины сниппета на основе эвристического критерия, предписыва-
ющего выбирать такую длину сниппета, при которой полученные сниппеты, соответствую-
щие различным активностям, максимально отличны друг от друга. Найденные сниппеты
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используются для разметки репрезентативного фрагмента: подпоследовательность фраг-
мента, наиболее похожая на один из сниппетов, получает метку соответствующей актив-
ности субъекта. Итогом этапа предобработки является обучающая выборка для нейросете-
вой модели, выполняющей классификацию на втором этапе. Элемент обучающей выборки
представляет собой кортеж, состоящий из подпоследовательности и соответствующего ей
сниппета. Нейросетевая классификационная модель использует архитектуру автоэнкоде-
ров. Энкодер модели преобразует входную подпоследовательность в скрытое представление
и включает в себя два сверточных слоя и один рекуррентный слой. Декодер модели состо-
ит из одного рекуррентного слоя и двух транспонированных сверточных слоев, зеркально
отражающих параметры Энкодера. Указанная архитектура не использует вычислительно
емкие операции, что снижает время обучения модели и обеспечивает высокое быстродей-
ствие классификации в соответствии со стандартом URLLC.

В вычислительных экспериментах на стандартных тестах TSSB (Time Series
Segmentation Benchmark) и HAR (Human Activity Recognition) метод SALTO выполняет обу-
чение модели от двух раз быстрее, а классификацию — в среднем более чем в полтора раза
быстрее, чем передовые аналоги (модели FCN [6], Rocket [7], ResNet [8], InceptionTime [9]).
При выполнении классификации быстродействие SALTO, в отличие от большинства кон-
курентов, вписывается в рамки стандарта URLLC. Разработанный метод дает в среднем
более высокую точность классификации, чем большинство передовых аналогов, когда при
их запуске в качестве входного параметра используется случайная длина подпоследова-
тельности, отличная от длины сниппета, которая в методе SALTO выбирается c помощью
препроцессора. При этом средняя точность классификации конкурентов повышается, ес-
ли ими используется указанное значение входного параметра. Исходные коды реализации
свободно доступны в сети Интернет по адресу https://github.com/goglachevai/SALTO.

В будущих исследованиях планируется изучить возможность использования в методе
SALTO иных функций расстояния [30] для поиска сниппетов временного ряда, основанных
на вычислении статистических характеристик подпоследовательностей ряда.
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Data mining of streaming time series is a topical task that occurs in a wide range of subject areas. This article
presents the SALTO method (Snippet and Autoencoder based Labeling of Time series coming Online), which
combines a neural network model for classifying streaming time series and an analytical method for automatic
labeling of training set based on behavioral patterns (snippets). The lightweight architecture of the neural network
model used makes it possible to achieve low latency when classifying streaming data. The method involves two
stages: preprocessing and classification. At the preprocessing stage, the Preprocessor searches for the optimal
value of the length of the subsequence of the input series and performs its labeling. The resulting labels are used
to create a training set for the Extractor. The Extractor performs the extraction of the snippet of the input
subsequence and assigns it a class based on the similarity of the extracted snippet with snippets from the training
set. The experimental results showed that the proposed method performs the classification of a single subsequence
in less than 10 ms, which allows SALTO, unlike other competitors, to be used in industrial Internet of Things
applications with high performance requirements in accordance with the URLLC (Ultra-Reliable Low Latency
Communications) standard.
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