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Введение 
Основная проблема механики манипуляционных систем (МС) роботов – громоздкость фор-

мул математических моделей МС, что является следствием сложности МС, зависящей от количе-
ства её подвижных тел‚ связей между ними и числа степеней подвижности. К сложным относят-
ся, например, МС универсальных промышленных и специализированных роботов [1]. Такие МС 
состоят из шести следующих друг за другом тел и имеют шесть степеней подвижности в про-
странстве. Как правило, первые три управляемых тела переносят захват в нужную точку рабочей 
области. Последние три управляемых тела обеспечивают необходимую ориентацию в простран-
стве объекта манипулирования в захвате, например, переносимого груза, горелки сварочного ап-
парата, краскораспылителя, гаечного ключа и т. д. [2]. По уровню возрастания сложности шести-
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Решается проблема громоздкости математических моделей манипуляционных систем 
промышленных роботов. Здесь рассматриваются формулы вычисления статических реакций в 
сочленениях и активных сил, уравновешивающих силы тяжести, действующие на тела мани-
пулятора в его неподвижном состоянии. В этом состоянии манипулятор находится, например, 
перед захватом объекта манипулирования и его освобождением, при выполнении некоторых 
сборочных операций, в процессе точечной сварки, в медленных (квазистатических) процессах 
дуговой сварки и покраски. Цель исследования. Вывести общие рекуррентные и конечные 
формулы вычисления сил реакций в сочленениях, а также их проекций на оси системы коор-
динат, жестко связанной с выбранным телом. Формулы проекций сил выразить через направ-
ляющие косинусы и обосновать их оптимальность в смысле минимума арифметических опе-
раций. Вывести общие обратные рекуррентные формулы для выписывания направляющих 
косинусов осей, связанных с подвижными телами системы координат относительно непод-
вижной системы координат. Методы исследования относятся к векторной механике и сис-
темному анализу, а также алгоритмизации вычислений путем их сведения к использованию 
рекуррентных формул. Результаты. Выполнен системный анализ общих формул, в которых 
выделены все возможные регулярные выражения, однозначно соответствующие кинематиче-
ским параметрам манипуляторов. Эти регулярные выражения используются в программном 
обеспечении аналитического моделирования манипулятора, в частности, аналитического ре-
шения задач статики манипулятора. Описана методика аналитической верификации выписан-
ных формул. Решены задачи выписывания оптимальных формул вычисления проекций сил 
статических реакций в сочленениях, а также активных сил в поступательных сочленениях 
универсальных манипуляторов с шестью степенями свободы, работающих в декартовой, ци-
линдрической, сферической и ангулярной системах координат. Выполнена аналитическая ве-
рификация выписанных уравнений статики. Продемонстрированы примеры повторного ис-
пользования выписанных формул для манипуляторов с совпадающими кинематическими 
схемами их подсистем. Заключение. Выражения уравнений статики мaнипуляторов через 
направляющие косинусы осей связанных систем координат их тел позволяют записать эти 
уравнения через известные параметры ориентации тел. Рекуррентный вид формул вычисле-
ния направляющих косинусов позволяет в их программной реализации использовать рекур-
сивные функции, т. е. повысить вычислительную эффективность ПО. 

Ключевые слова: движущие силы, силы реакции, задачи статики, направляющие косинусы, 
верификация формул, регулярные выражения, оптимизация вычислений. 

 
 



Управление в технических системах 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
2021, vol. 21, no. 3, pp. 47–58 

48

степенные МС можно выстроить в следующий ряд: МС с декартовой, цилиндрической, сфериче-
ской и ангулярной системой координат (СК) [3]. 

Математические модели МС содержат уравнения кинематики, статики и динамики. Для уве-
личения быстродействия и точности решения различных задач эти уравнения приводят к анали-
тическим видам с минимальным числом арифметических операций. Предлагаются новые спосо-
бы решения прямых и обратных задач кинематики МС промышленных роботов [4], шагающих 
аппаратов [5], трех и шестиколесных мобильных роботов [6, 7], роботов с параллельной кинема-
тикой [8–10]. Для быстрого решения обратных задач кинематики используются генетические ал-
горитмы [11], где обратная задача кинематики формулируется как задача оптимизации.  

В решении задач статики рассматриваются квазистатические режимы функционирования 
МС, что упрощает математические модели без существенной потери точности вычислений. На-
пример, при решении задач управления сверхмощным шестиногим шагающим аппаратом в ква-
зистатическом режиме ходьбы потеря точности вычисления движущих моментов сил не превы-
шала пяти процентов, что подтверждено результатами динамического анализа в программной 
среде ADAMS [12]. 

Существенную роль в математических моделях МС играют направляющие косинусы (НК) 
как параметры ориентации тел в пространстве [13]. В классических работах по механике пред-
ставлены выражения всех известных параметров ориентации тел в пространстве через НК, что 
позволяет перейти от уравнений в НК к уравнениям в других параметрах ориентации тел [14–16]. 
Поэтому задача выписывания оптимальных (в смысле быстродействия вычислений) аналитиче-
ских формул для НК сложных МС и использование их в математических моделях МС является 
актуальной. 

Постановка задачи. Вывести общие векторные и скалярно-координатные формулы вычис-
ления сил реакций и движущих сил в сочленениях МС. Вывести общие рекуррентные формулы 
вычисления направляющих косинусов осей связанных систем координат тел относительно не-
подвижных осей. Обосновать вычислительную эффективность полученных формул и продемон-
стрировать их на примерах основных схем построения промышленных роботов. 

 
1. Используемые понятия и обозначения 
Два связанных тела МС образуют кинематическую пару (КП). Неподвижное относительно 

земли тело, образующее КП с первым телом МС, назовем неподвижным телом отсчета (НТО). 
Количество подвижных тел МС обозначим буквой ܰ. Следующие друг за другом тела МС зану-
меруем числами 1, 2, ..., ܰ. Для произвольных номеров тел используем обозначения ݅, ݆, ݇. Если но-
мер тела равен ݅, то это тело и его массу обозначим через ݉. Цифрой 0 (ноль) занумеруем НТО. 

Рассмотрим произвольное тело ݉. Если оно образует КП с одним телом МС, то ݉ явля-
ется концевыми телом и ݇ = ܰ. Если тело ݉ образует КП с двумя соседними телами, то тело 
݉ିଵ назовем базовым телом (БТ) для тела ݉, а тело ݉ାଵ назовем смежным телом для тела 
݉. У единственного концевого тела ݉ே нет смежного тела. Базу тела ݉ обозначим через 
БТ(݇). Тело ݉ и его БТ(݇) образуют КП(݇). Здесь и далее число в скобках после аббревиатуры 
указывает на номер тела. Номер КП равен номеру ее смежного тела, т. е. тела с большим номе-
ром в паре. Поэтому тело ݉ଵ и НТО образуют КП(1). 

Для описания положений тела ݉ введем в обращение точку ܱ. Жестко свяжем ее с этим 
телом. Назовем ее полюсом тела (ПТ) ݉ или ПТ(݅). С НТО жестко свяжем точку отсчета ܱ. Для 
каждого тела введем связанную систему координат (ССК) с началом в его полюсе, и орты осей 
ССК(݅) обозначим через ݔ, ݕ , -. Произвольное положение тела ݉ можно описать координатаݖ
ми ПТ(݅) и параметрами ориентации ССК(݅). Различают относительное и абсолютное положение 
тела ݉. Положение тела ݉ относительно БТ(݅) называют относительным. Положение тела 
݉ относительно НТО называют абсолютным. С НТО жестко свяжем неподвижную систему ко-
ординат (НСК). В исходном положении тел МС оси всех ССК направим параллельно соответст-
вующим осям НСК с ортами ݔ, ,ݕ  направим горизонтально вправо, ось ординат ݔܱ Ось абсцисс .ݖ
 .направим так, чтобы НСК была правой ݖܱ направим вертикально вверх и ось аппликат ݕܱ

Из уравнений кинематики здесь выписываются формулы вычисления направляющих коси-
нусов (НК) осей КП в НСК. Для сокращения записей таких формул введем в обращение грече-



Пудовкина С.Г., Телегин А.И.         Выписывание формул вычисления сил 
                 в сочленениях манипуляторов в статике 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Компьютерные технологии, управление, радиоэлектроника».  
2021. Т. 21, № 3. С. 47–58  

49

ские буквы ߞ ,ߟ ,ߦ, принимающие значения на множестве символов {ݔ, ,ݕ -Тогда, например, де .{ݖ
вять известных формул скалярных произведений орт осей СК можно коротко записать в виде 
ߦ ⋅ ߦ = ߦ ,1 ⋅ ߟ = 0, где ߦ ≠  Для произвольных НК используем обозначение .ߟ

ߦ
ఎ = ߦ ⋅ ߟ = ߟ ⋅ ߦ = cos(ߟ,  ),                 (1)ߦ

где ߦ
௫ , ߦ

௬ , ߦ
௭  – НК орта ߦ в ССК(݅) и ݅ ≤ ݆. 

 
2. Силы и моменты сил в КП 
Мерой взаимодействия двух тел является сила. Для формального описания взаимодействия 

тел КП(݇) приведем к ПТ(݇) систему сил, действующих на тело ݉ со стороны БТ(݇). Получим 
главный вектор ܨ и главный момент ܯ этой системы сил относительно ПТ(݇). 

Связью для тела ݉ в КП(݇) является БТ(݇), которое ограничивает свободу относительного 
перемещения тела ݉ , т. е. перемещения смежного тела КП(݇) относительно БТ(݇). Эту связь 
можно мысленно разорвать. Для описания разрываемой связи используют принцип освобождае-
мости от связи, где мысленно разрываемую связь заменяют соответствующей силой и моментом 
силы относительно выбранной точки. Здесь мысленно разрываемая связь тел КП(݇) заменяется 
силой ܨ и моментом силы ܯ относительно ПТ(݇). 

Из ܨ и ܯ можно выделить реакции связей (реактивные составляющие), а также активные 
составляющие, т. е. силы и/или моменты сил, развиваемые приводами в КП(݇). Реактивные со-
ставляющие удерживают тело ݉ от относительных движений, не допускаемых связями в 
КП(݇). В статике активные составляющие обеспечивают равновесие тела ݉ в направлениях, 
допускаемых связями КП(݇). Выделим из ܨ   реактивные и активные составляющие вܯ ,
КП(݇) МС, т. е. в поступательных КП (ПКП) и вращательных КП (ВКП). 

В ПКП(݇) тело ݉ может двигаться поступательно относительно БТ(݇) вдоль оси ܱ, же-
стко связанной с БТ(݇), где  – орт оси ПКП(݇), указывающий положительное направление 
возможного относительного поступательного движения, допускаемого связью. Реактивной в 
ПКП(݇) является сила ܨ, перпендикулярная оси ܱ, и момент силы ܯ, неизвестный по мо-
дулю и направлению. Для ܨ неизвестны модуль и направление в плоскости, перпендикулярной 
оси ܱ. К активной в ПКП(݇) относится сила ܨ =  ⋅  , включающая силу трения. Проекцияܨ
вектора ܨ на плоскость, перпендикулярную оси ܱ, равна ܨ, т. е. ܨ = ܨ +  , гдеܨ
 ⋅ ܨ = 0. 

В ВКП(݇) тело ݉ может вращаться относительно БТ(݇) вокруг оси ܱݍ, где ݍ – орт оси 
ВКП(݇), неподвижный как в теле ݉, так и в БТ(݇). К реактивной в ВКП(݇) относится сила ܨ, 
неизвестная по модулю и направлению, и момент ܯ относительно ПТ(݇) силы реакции, пер-
пендикулярный оси ܱݍ. Активным в ВКП(݇) является момент силы ܯ = ݍ  ⋅ - относительܯ 
но оси ܱݍ, т. е. ܯ = ܯ + ݍ , гдеݍܯ ⋅ ܯ =  .(݇) содержит момент сил трения в ВКПܯ .0

Если мысленно разорвать связи тела ݉ с БТ(݇) с телом ݉ାଵ, то на тело ݉ со стороны 
его смежного тела ݉ାଵ будут действовать сила (−ܨାଵ) и момент силы (−ܯାଵ) относительно 
ПТ(݇ + 1). Следовательно, с учётом силы тяжести ݉݃, действующей на тело ݉, получим 
следующее уравнение равновесия сил ݉݃ + ܨ − ାଵܨ = 0. Отсюда получим  

ܨ = −݉݃ +  ାଵ.                    (2)ܨ
Из обратной рекуррентной формулы ܨ = −݉݃ + ݅ ାଵ, гдеܨ = ܰ, ܰ − 1, . . . , ݇ и ܨேାଵ = 0, 

после рекуррентных вложений получим  
ܨ = − ∑  ே

ୀ ݉݃ = −݃ ∑  ே
ୀ ݉ = −݉݃,               (3) 

где ݉ = ∑  ே
ୀ ݉ = ݉ + ݉ାଵ – масса и обозначение -й подсистемы, т. е. части МС, состоя-

щей из тел ݉, ݉ାଵ, ..., ݉ே. 
Формулы (2), (3) можно получить из уравнения равновесия подсистемы ݉ в поле сил 

тяжести. Действительно, если мысленно разорвать связь тела ݉ с БТ(݇), то получим сле-
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дующее уравнение статического равновесия ܨ + ݉݃ = 0, т. е. формулу (3). Отсюда имеем 
ାଵܨ = −݉ାଵ݃ = −(݉ − ݉)݃ = ܨ− + ݉݃, т. е. получаем формулу (2). 

Учитывая, что ݃ =   ССК(݅) можно вычислять по формулеߟ на ось ܱܨ проекцию силы ,ݕ݃−
ܨ

ఎ = ܨ ⋅ ߟ = ݉݃ݕ ⋅ ߟ = ݉ߟ
௬ , где ݉ = ݉݃. В случае ݅ = ݇: 

ܨ
ఎ = ݉ߟ

௬                       (4) 

– проекция силы ܨ на ось ܱߟ ССК(݇), где ߟ
௬ = ݕ ⋅ ݕ ,ߟ =  .орт вертикали – ݕ

 
3. Выписывание НК 
В отличие от вывода формул процесс их выписывания не требует выполнения математиче-

ских операций. Выписывание сводится к подстановке конкретных значений входных параметров 
МС в общие формулы, что приводит к конкретизации этих формул. Найдем общие формулы свя-
зи НК осей ССК(݆) в ССК(݅) и в ССК(݅ − 1), где ݅ ≤ ݆. 

По обозначению (1) ߟ
௫ , ߟ

௬ , ߟ
௭  – проекции орта ߟ ССК(݆) на оси ССК(݅), где ݅ ≤ ݆. Следова-

тельно, ߟ = ߟ
௫ ݔ + ߟ

௬ ݕ + ߟ
௭ ݔ (݅). В ПКПݖ = ݕ ,ିଵݔ = ݖ ,ିଵݕ =  ିଵ. Следовательно, поݖ

определению 
ିଵߟ

௫ = ߟ ⋅ ିଵݔ = ߟ ⋅ ݔ = ߟ
௫ ݔ ⋅ ݔ + ߟ

௬ ݕ ⋅ ݔ + ߟ
௭ ݖ ⋅ ݔ = ߟ

௫ . 
Аналогично  
ିଵߟ

௬ = ߟ ⋅ ିଵݕ = ߟ ⋅ ݕ = ߟ
௬ ିଵߟ ,

௭ = ߟ ⋅ ݖ = ߟ
௭ . 

Для ВКП(݅) рассмотрим три случая. В случае ݍ = ݔ  имеемݔ =  ିଵ иݔ
ݍ = ∠( ܱݕିଵ, ܱݕ) = ∠( ܱݖିଵ, ܱݖ) – угол между осями ܱݕିଵ и ܱݕ или равный ему угол 
между осями ܱݖିଵ и ܱݖ. Тогда по определению: 

ିଵߟ
௫ = ߟ ⋅ ିଵݔ = ߟ ⋅ ݔ = ߟ

௫ ݔ ⋅ ݔ + ߟ
௬ ݕ ⋅ ݔ + ߟ

௭ ݖ ⋅ ݔ = ߟ
௫ , 

ିଵߟ
௬ = ߟ ⋅ ିଵݕ = ߟ

௫ ିଵݔ ⋅ ିଵݕ + ߟ
௬ ݕ ⋅ ିଵݕ + ߟ

௭ ݖ ⋅ ିଵݕ =  
= ߟ

௬ cos(ݍ) + ߟ
௭ cos(90° + (ݍ = ܿߟ

௬ − ߟݏ
௭ , 

ିଵߟ
௭ = ߟ ⋅ ିଵݖ = ߟ

௫ ିଵݔ ⋅ ିଵݖ + ߟ
௬ ݕ ⋅ ିଵݖ + ߟ

௭ ݖ ⋅ ିଵݖ =  
= ߟ

௬ cos(90° − (ݍ + ߟ
௭ cos(ݍ) = ߟݏ

௬ + ܿߟ
௭ , 

где ݏ = sin(ݍ), ܿ = cos(ݍ). 
В случае ݍ = ݕ  имеемݕ = ݍ ିଵ иݕ = ∠( ܱݔିଵ, ܱݔ) = ∠( ܱݖିଵ, ܱݖ) – угол между ося-

ми ܱݔିଵ и ܱݔ или равный ему угол между осями ܱݖିଵ и ܱݖ. Тогда 
ିଵߟ

௫ = ߟ ⋅ ିଵݔ = ߟ
௫ ݔ ⋅ ିଵݔ + ߟ

௬ ିଵݕ ⋅ ିଵݔ + ߟ
௭ ݖ ⋅ ିଵݔ =  

= ߟ
௫ cos(ݍ) + ߟ

௭ cos(90° − (ݍ = ܿߟ
௫ + ߟݏ

௭ , 
ିଵߟ

௬ = ߟ ⋅ ିଵݕ = ߟ ⋅ ݕ = ߟ
௫ ݔ ⋅ ݕ + ߟ

௬ ݕ ⋅ ݕ + ߟ
௭ ݖ ⋅ ݕ = ߟ

௬ , 
ିଵߟ

௭ = ߟ ⋅ ିଵݖ = ߟ
௫ ݔ ⋅ ିଵݖ + ߟ

௬ ିଵݕ ⋅ ିଵݖ + ߟ
௭ ݖ ⋅ ିଵݖ =  

= ߟ
௫ cos(90° + (ݍ + ߟ

௭ cos(ݍ) = ߟݏ−
௫ + ܿߟ

௭ . 
В случае ݍ = ݖ  имеемݖ = ݍ ିଵ иݖ = ∠( ܱݔିଵ, ܱݔ) = ∠( ܱݕିଵ, ܱݕ) – угол между осями 

ܱݔିଵ и ܱݔ или равный ему угол между осями ܱݕିଵ и ܱݕ. Тогда 
ିଵߟ

௫ = ߟ ⋅ ିଵݔ = ߟ
௫ ݔ ⋅ ିଵݔ + ߟ

௬ ݕ ⋅ ିଵݔ + ߟ
௭ ିଵݖ ⋅ ିଵݔ =  

= ߟ
௫ cos(ݍ) + ߟ

௬ cos(90° + (ݍ = ܿߟ
௫ − ߟݏ

௬ , 
ିଵߟ

௬ = ߟ ⋅ ିଵݕ = ߟ
௫ ݔ ⋅ ିଵݕ + ߟ

௬ ݕ ⋅ ିଵݕ + ߟ
௭ ିଵݖ ⋅ ିଵݕ =  

= ߟ
௫ cos(90° − (ݍ + ߟ

௬ cos(ݍ) = ߟݏ
௫ + ܿߟ

௬ , 
ିଵߟ

௭ = ߟ ⋅ ିଵݖ = ߟ ⋅ ݖ = ߟ
௫ ݔ ⋅ ݖ + ߟ

௬ ݕ ⋅ ݖ + ߟ
௭ ݖ ⋅ ݖ = ߟ

௭ . 
Перед практическим использованием полученных общих формул рекомендуется записать 

выражения орт осей КП(݅) через орты осей ССК(݅). Для этого можно использовать следующие 
свойства МС. Для ПКП(݅)  = ݍ  и по умолчаниюߟ = 0. Для ВКП(݅) ݍ =   и по умолчаниюߟ
 = 0. Здесь ߟ для каждого ݅ принимает одно значение из множества символов {ݔ, ,ݕ -} в завиݖ
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симости от ориентации оси КП(݅) в ССК(݅). Например, если в ВКП(5) тело ݉ହ вращается вокруг 
оси ܱହݖହ, то ݍହ = ହ ହ и по умолчаниюݖ = 0. 

Таким образом, если использовать обозначение ߟ = ߟ)
௫ , ߟ

௬ , ߟ
௭ ), то искомые формулы 

имеют следующий вид:  

ݍ  = 0 ⇒ ିଵߟ  = ቀߟିଵ
௫ , ିଵߟ

௬ , ିଵߟ
௭ ቁ = ቀߟ

௫ , ߟ
௬ , ߟ

௭ ቁ =  ;           (5)ߟ

ݍ = ݔ  ⇒ ିଵߟ  = ߟ)
௫ , ܿߟ

௬ − ߟݏ
௭ , ߟݏ

௬ + ܿߟ
௭ );              (6) 

ݍ = ݕ  ⇒ ିଵߟ  = (ܿߟ
௫ + ߟݏ

௭ , ߟ
௬ , ߟݏ−

௫ + ܿߟ
௭ );             (7) 

ݍ = ݖ  ⇒ ିଵߟ  = (ܿߟ
௫ − ߟݏ

௬ , ߟݏ
௫ + ܿߟ

௬ , ߟ
௭ ).              (8) 

В приведенных формулах ݅ = ݆, ݆ − 1, . . . ߟ ;1, = (1,0,0) если ߟ = ߟ ;ݔ = (0,1,0) если ߟ =  ;ݕ
ߟ = (0,0,1) если ߟ =  .ݖ

С целью демонстрации эффективности предлагаемых формализмов аналитического решения 
задач статики МС и выписывания формул вычисления НК осей ССК тел в ССК их несущих тел 
рассмотрим следующие задачи. 

Задача 1. Портальная МС с декартовой СК на рис. 1, где 
ଵ = ଶ ,ଵݖ = ଷݍ ,ଶݔ = ସ ,ଷݕ = ହݍ ,ସݕ− = ݍ ,ହݖ =  ,ݕ

находится в состоянии равновесия в поле сил тяжести. Вывести 
формулы вычисления проекций ܨ

௫, ܨ
௬, ܨ

௭ статических реакций 
в ВКП(6) на оси ССК(6). 

По формуле (4) имеем ܨ
௫ = ݉ݔ

௬ ܨ ,
௬ = ݉ݕ

௬ ܨ ,
௭ = 

= ݉ݖ
௬ . Следовательно, для решения задачи необходимо вы-

писать НК осей ССК(6) в НСК. Используем для этого формулы 
(5)–(8). 

Для ݆ = ݅ = 6 имеем ݍ = -. Тогда по формуле (7), приниݕ
мающей вид 

ହߟ = (ܿߟ
௫ + ߟݏ

௭ , ߟ
௬ , ߟݏ−

௫ + ܿߟ
௭ ),  

где ߟ ∈ ,ݔ} ,ݕ ݔ с учетом равенств ,{ݖ = ݕ ,(1,0,0) = (0,1,0), 
ݖ = (0,0,1), получим: 

ହݔ = (ܿ, 0, ହݕ ;(ݏ− = (0, 1, ହݖ ;(0 = ,ݏ) 0, ܿ). 
Значения НК из множества {0, 1, ܿ, ,ݏ  } будем называтьݏ−

простыми. Очевидно, что для ݅ = ݆ по формулам (5)–(8) всегда 
получаются простые значения НК. 

Для ݅ = 5 имеем ݍହ =  ହ и по формуле (8), принимающей видݖ
ସߟ = ൫ܿହߟହ

௫ − ହߟହݏ
௬ , ହߟହݏ

௫ + ܿହߟହ
௬ , ହߟ

௭ ൯, получим: 
ସݔ = (ܿହܿ, ,ହܿݏ ସݕ ,(ݏ− = ,ହݏ−) ܿହ, 0),  
ସݖ = (ܿହݏ, ,ݏହݏ ܿ). 
В выписываемых формулах вместо текущего обозначения НК подставляется его предшест-

вующее значение, если в формуле вычисления этого значения отсутствуют арифметические опе-
рации. Здесь (для ݅ = 5) вместо текущих обозначений ݔହ

௫ ହݔ ,
௭ ହݖ ,

௫ ହݖ ,
௭  подставлены равные им 

значения ܿ, −ݏ, ݏ, ܿ, полученные для ݅ = 6. 
Для ݅ = 4 имеем ݍସ = 0. Тогда по формуле (5) ߟଷ =  .ସ, т. еߟ
xଷ = ൫xସ

୶ , xସ
୷ , −s൯, yଷ = (−sହ, cହ, 0), zଷ = (zସ

୶ , zସ
୷ , c). 

Для ݅ = 3 имеем ݍଷ = ଶߟ ଷ иݕ = ൫ܿଷߟଷ
௫ + ଷߟଷݏ

௭ , ଷߟ
௬ , ଷߟଷݏ−

௫ + +ܿଷߟଷ
௭ ൯. Отсюда 

xଶ = ൫cଷxଷ
୶ + sଷxଷ

 , xଷ
୷ , −sଷxଷ

୶ + cଷxଷ
 ൯ = (ܿଷݔସ

௫ − ,ݏଷݏ ସݔ
௬ , ସݔଷݏ−

௫ − ܿଷݏ). 
Здесь вместо текущих обозначений ݔଷ

௫ , ଷݔ 
௬ , ଷݔ

௭  подставлены их переобозначения ݔସ
௫ ସݔ ,

௬  и зна-
чение −ݏ, полученные на предшествующем шаге. Аналогично: 

yଶ = (cଷyଷ
୶ + sଷyଷ

 , yଷ
୷ , −sଷyଷ

୶ + cଷyଷ
 ) = (−cଷsହ, cହ, sଷsହ), 

ଶݖ = ൫ܿଷݖଷ
௫ + ଷݖଷݏ

௭ , ଷݖ
௬ , ଷݖଷݏ−

௫ + ܿଷݖଷ
௭ ൯ = (ܿଷݖସ

௫ + ,ଷܿݏ ସݖ
௬ , ସݖଷݏ−

௫ + ܿଷܿ). 

 
Рис. 1. МС с декартовой СК 
Fig. 1. MS with cartesian CS 
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Так как ݍଶ = ଵݍ = 0, получим ߟ = ଵߟ =  .ଶߟ
Таким образом, ܨ

௫ = ݉ݔ
௬ = ݉ݔଶ

௬ = ݉ݔସ
௬ = ݉ݏହܿ, 

ܨ
௬ = ݉ݕ

௬ = ݉ݕସ
௬ = ݉ܿହ, ܨ

௭ = ݉ݖ
௬ = ݉ݖଶ

௬ = ݉ݖସ
௬ = ݉ݏହݏ. 

Выполним аналитическую верификацию выписанных формул. 
Общий подход аналитической верификации заключается в доказательстве совпадения из-

вестного решения задачи с решением, которое получается из выписанных формул. Например, 
заметим, что из формулы (2) следует หܨห = ݉݃ = ݉ . Используя выписанные формулы, полу-

чим: |ܨ| = ටܨ
௫ଶ + ܨ

௬ଶ + ܨ
௭ଶ = ට݉

ଶ ହݏ)
ଶܿ

ଶ + ܿହ
ଶ + ହݏ

ଶݏ
ଶ) = ݉. Результаты для ݇ = 6 совпали. 

Можно рассмотреть конкретные положения тел МС, в которых решение задачи очевидно, и 
доказать, что аналогичное решение следует из выписанных формул для рассматриваемого поло-
жения тел МС. Например, очевидно, что в исходном положении тел МС на рис. 1 ܨ

௫ = ܨ
௭ = 0, 

ܨ
௬ = ݉. Выписанные формулы в случае ݍହ = ݍ = 0 дают такой же результат. 

 
4. Повторное использование формул НК 
Если кинематические схемы подсистем двух МС совпадают, то очевидно совпадают НК орт 

ССК несомых тел относительно орт ССК несущих тел этих подсистем. 
Задача 2. МС с цилиндрической СК на рис. 2 имеет следующие выражения орт КП через орты 

ССК: ݍଵ = ଶ ,ଵݕ = ଷݍ ,ଶݔ = ସ ,ଷݕ = ହݍ ,ସݕ− = ݍ ,ହݖ =  .ݕ
Выписать проекции орта ݕ на оси НСК. 
Заметим, что кинематические схемы подсистем ݉ଷ 

для МС на рис. 1–4 совпадают. Следовательно, для МС 
на рис. 1–4 формулы вычисления НК ߟ

௫ , ߟ
௬ , ߟ

௭  для  
݅ = 6, 5, 4, 3, 2 совпадают. В частности, для МС на рис. 2 
имеем  

ଶݔ = ൫ܿଷݔସ
௫ − ,ݏଷݏ ସݔ

௬ , ସݔଷݏ−
௫ − ܿଷݏ൯; ݕଶ =  

= (−ܿଷݏହ, ܿହ,  ;(ହݏଷݏ
ଶݖ = (ܿଷݖସ

௫ + ,ଷܿݏ ସݖ
௬ , ସݖଷݏ−

௫ + ܿଷܿ),      (9) 
где ݔସ

௫ = ܿହܿ, ସݔ
௬ = ସݖ ,ହܿݏ

௫ = ܿହݏ, ସݖ
௬ = -. Здесь поݏହݏ

вторно использованы выписанные в задаче 1 формулы вы-
числения НК осей ССК(6) в ССК(2). 

Для ݅ = 2 имеем ݍଶ = 0. Тогда по формуле (5) ߟଵ =  .ଶߟ
Для ݅ = 1 имеем ݍଵ = ߟ ଵ иݕ = (ܿଵߟଵ

௫ + ଵߟଵݏ
௭ , ଵߟ

௬ ,  
ଵߟଵݏ−

௫ +ܿଵߟଵ
௭ ), т. е. 

ݕ
௫ = ܿଵݕଵ

௫ + ଵݕଵݏ
௭ = −ܿଵܿଷݏହ + ହݏଷݏଵݏ =  

= −(ܿଵܿଷ − ݕ ,ହݏ(ଷݏଵݏ
௬ = ଵݕ

௬ = ܿହ, 
ݕ

௭ = ଵݕଵݏ−
௫ + ܿଵݕଵ

௭ = ହݏଵܿଷݏ + ܿଵݏଷݏହ =  
ଵܿଷݏ)= + ܿଵݏଷ)ݏହ. 
Используя тригонометрические формулы косинуса и 

синуса суммы двух углов, получим: 
ܿଵଷ = cos(ݍଵ + (ଷݍ = ܿଵܿଷ − ଵଷݏ ,ଷݏଵݏ = sin(ݍଵ+ݍଷ) = ଵܿଷݏ + ܿଵݏଷ.  
Следовательно, ݕ

௫ = −ܿଵଷݏହ, ݕ
௬ = ܿହ, ݕ

௭ =  .ହݏଵଷݏ
Задача 3. МС с ангулярной (в горизонтали) СК на рис. 3 имеет следующие выражения орт 

КП через орты ССК: ݍଵ = ଶݍ ,ଵݕ = ଷݍ ,ଶݕ = ସ ,ଷݕ = ହݍ ,ସݕ− = ݍ ,ହݖ =  .ݕ
Выписать проекции орта ݕ на оси НСК. 
Повторно используя формулы (9) для МС на рис. 3 получим: 
ଶݕ = ଶݕ)

௫ , ଶݕ
௬ , ଶݕ

௭ ) = (−ܿଷݏହ, ܿହ,  .(ହݏଷݏ
Для ݅ = 2 имеем ݍଶ =  :ଶ. Тогда по формуле (7) выпишемݕ
ଵݕ

௫ = ܿଶݕଶ
௫ + ଶݕଶݏ

௭ = −ܿଶܿଷݏହ + ହݏଷݏଶݏ = −(ܿଶܿଷ − ହݏ(ଷݏଶݏ = −ܿଶଷݏହ, 

 
Рис. 2. МС с цилиндрической СК 

Fig. 2. MS with cylindrical CS 
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где ܿଶଷ = ܿଶܿଷ − ଷݏଶݏ = cos(ݍଶ + ଵݕ ;(ଷݍ
௬ = ଶݕ

௬ = ܿହ; 
ଵݕ

௭ = ଶݕଶݏ−
௫ + ܿଶݕଶ

௭ = ହݏଶܿଷݏ + ܿଶݏଷݏହ = ଶܿଷݏ) + ܿଶݏଷ)ݏହ =  ,ହݏଶଷݏ
где ݏଶଷ = ଶܿଷݏ + ܿଶݏଷ = sin(ݍଶ +  .(ଷݍ

Для ݅ = 1 имеем ݍଵ =  :ଵ. Тогда по формуле (7) выпишемݕ
ݕ

௫ = ܿଵݕଵ
௫ + ଵݕଵݏ

௭ = −ܿଵܿଶଷݏହ + ହݏଶଷݏଵݏ = −(ܿଵܿଶଷ − ହݏ(ଶଷݏଵݏ = −ܿଵଶଷݏହ, 
где ܿଵଶଷ = ܿଵܿଶଷ − ଶଷݏଵݏ = cos(ݍଵ + ଶݍ + ݕ ;(ଷݍ

௬ = ଵݕ
௬ = ܿହ; 

ݕ
௭ = ଵݕଵݏ−

௫ + ܿଵݕଵ
௭ = ହݏଵܿଶଷݏ + ܿଵݏଶଷݏହ = ଵܿଶଷݏ) + ܿଵݏଶଷ)ݏହ =  ,ହݏଵଶଷݏ

где ݏଵଶଷ = ଵܿଶଷݏ + ܿଵݏଶଷ = sin(ݍଵ + ଶݍ +  ,ଷ). Таким образомݍ
ݕ

௫ = −ܿଵଶଷݏହ, ݕ
௬ = ܿହ, ݕ

௭ =  .ହݏଵଶଷݏ
 

  
Рис. 3. МС с ангулярной СК (в горизонтали) 

Fig. 3. MS with angular CS (horizontal) 
Рис. 4. МС со сферической СК 

Fig. 4. MS with spherical CS 
 
Задача 4. Портальная МС со сферической СК на рис. 4 имеет следующие выражения орт КП 

через орты ССК: ݍଵ = ଶݍ ,ଵݕ = ଷݍ ,ଶݖ = ସ ,ଷݕ = ହݍ ,ସݕ− = ݍ ,ଷݖ =  .ହݕ
Выписать проекции орта ݕ на оси НСК. 
Повторно используя формулы (9) для МС на рис. 4 получим: 
ଶݕ = ଶݕ)

௫ , ଶݕ
௬ , ଶݕ

௭ ) = (−ܿଷݏହ, ܿହ,  .(ହݏଷݏ
Для ݅ = 2 имеем ݍଶ =  :ଶ. Тогда по формуле (8) выпишемݖ
ଵݕ

௫ = ܿଶݕଶ
௫ − ଶݕଶݏ

௬ = ܿଶݕଶ
௫ −   ,ଶܿହݏ

ଵݕ
௬ = ଶݕଶݏ

௫ + ܿଶݕଶ
௬ = ଶݕଶݏ

௫ + ܿଶܿହ, ݕଵ
௭ = ଶݕ

௭ = ܿହ. 
Для ݅ = 1 имеем ݍଵ =  :Тогда по формуле (7) выпишем .ݕ
ݕ

௫ = ܿଵݕଵ
௫ + ଵݕଵݏ

௭ = ܿଵݕଵ
௫ + ݕ ,ଵܿହݏ

௬ = ଵݕ
௬ ݕ ,

௭ = ଵݕଵݏ−
௫ + ܿଵݕଵ

௭ = ଵݕଵݏ−
௫ + ܿଵܿହ. 

 
5. Таблицы значений НК 
Значения НК осей ССК соседних КП являются простыми, т. е. для ВКП(݆) они принадлежат 

множеству {0, 1,  ܿ, ,ݏ   }. Очевидно, что для ВКП(݆) простые значения НК можно взять изݏ−
табл. 1. 

Использование табл. 1 при выписывании формул вычисления НК упрощает выполнение пер-
вого шага, на котором всегда получаются простые значения НК. Например, если тело ݉ враща-
ется вокруг оси ܱݕ, то НК осей ССК(6) находятся в блоке ݍ = ݆ , гдеݕ = 6, т. е. ݔହ

௫ = ܿ, 
ହݕ

௫ = ହݖ ,0
௫ =  . и т. дݏ
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Таблица 1 
Простые направляющие косинусы 

Table 1 
The simple direction cosines 

ݍ   = ݍ ݔ = ݕ ݍ  = ݖ  
ݕ ݔ  ݕ ݔ ݖ  ݕ ݔ ݖ   ݖ 

  0ݏ−  ܿݏ ିଵ 1 0 0 ܿ 0ݔ
  ܿ 0ݏ  0 1 0ݏ− ିଵ 0 ܿݕ
  0 ܿ 0 0 1ݏ−  ܿݏ ିଵ 0ݖ

 
При выписывании НК на втором шаге можно использовать табл. 2, в ячейках которой пред-

ставлены простые значения НК или простые формулы их вычисления. Простые формулы следу-
ют из общих формул (6)–(8) для ݅ = ݆ − 1. 

Таблица 2 
Направляющие косинусы для двух поворотов 

Table 2 
The direction cosines for two turns 

ݍ   = ݍ ݔ = ݕ ݍ  = ݖ  
ݕ ݔ  ݕ ݔ ݖ  ݕ ݔ ݖ   ݖ 

  0ݏ−  ܿݏ ିଶ 1 0 0 ܿ 0ݔ
ିଵݏ−  ܿିଵݏିଵݏ ିଵ,ݏ− ିଶ 0 ܿିଵ,ݕ ܿ ܿିଵݏ ܿିଵ ܿ −ݏିଵ 
− ିଵ, ܿିଵ,ݏ ିଶ 0ݖ ܿିଵݏ ݏିଵ ܿିଵ ܿ ݏିଵݏ ݏିଵ ܿ ܿିଵ 
ିଵݏ ݏିଵݏ ିଶ ܿିଵݔ ܿ ܿିଵ, 0 ݏିଵ, ܿିଵ ܿ − ܿିଵݏ ݏିଵ 
  ܿ 0ݏ  0 1 0ݏ− ିଶ 0 ܿݕ
 ܿିଵݏିଵ ܿିଵݏ− ିଶݖ ܿ −ݏିଵ, 0 ܿିଵ, −ݏିଵ, ܿ ݏିଵݏ ܿିଵ 
ିଵݏ− ିଶ ܿିଵݔ ܿ ݏିଵݏ ܿିଵ ܿ −ݏିଵ ܿିଵݏ ܿିଵ, −ݏିଵ, 0 
ିଵ ܿିଵݏ ିଶݕ ܿ − ܿିଵݏ ݏିଵ ܿ ܿିଵ ݏିଵݏ ݏିଵ, ܿିଵ, 0 
  0 ܿ 0 0 1ݏ−  ܿݏ ିଶ 0ݖ

 
Табл. 2 состоит из девяти блоков (трех колонок с названиями ݍ = ݍ ,ݔ = ݍ ,ݕ =   и трехݖ

полос). В каждом блоке по девять ячеек, содержащих НК. Блоки отделены друг от друга двой-
ными линиями. Для выбора нужного значения необходимо выбрать блок и в нем ячейку. Напри-
мер, если тело ݉ вращается вокруг оси ܱݕ, то нужный блок находится среди трех блоков в 

колонке с заголовком ݍ = - таблицы (по вертикали). Если при этом теݕ
ло ݉ିଵ вращается вокруг оси ܱିଵݖିଵ, то искомым является последний 
блок этой колонки (блок в третьей полосе). Выбор ячейки в найденном 
блоке определяется по обозначению НК. Например, значение НК ݔିଶ

௭  
расположено на пересечении столбца ݔ и строки ݖିଶ найденного блока. 

В табл. 2 приняты обозначения: ݏିଵ = sin൫ݍ + ,ିଵ൯ݍ ܿିଵ = 
= cos൫ݍ +   .ିଵ൯ݍ

Задача 5. Ангулярная (в вертикали) МС на рис. 5 имеет следующие 
выражения орт КП через орты ССК: ݍଵ = ଶݍ ,ଵݕ = ଷݍ ,ଶݖ = ସݍ ,ଷݖ =  ,ସݕ
ହݍ = ݍ ,ହݖ =  .ݕ

Выписать формулы вычисления НК ݕହଵ
௫ , ହଵݕ

௬ , ହଵݕ
௭ . 

Для ݆ = 5 имеем ݍହ =  :ହ. Следовательно, по табл. 1 получимݖ
ହସݕ

௫ = ,ହݏ− ହସݕ
௬ = ܿହ, ହସݕ

௭ = 0. 
Для ݅ = 4 имеем ݍସ =  ସ. Следовательно, нужный блок расположен вݕ

последней колонке (ݍ = -) и средней полосе табл. 2. Искомые НК нахоݖ
дятся в столбце ݕ, т. е. 

 
Рис. 5. Ангулярная СК 

Fig. 5. Angular CS 
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ହଷݕ
௫ = −ܿସݏହ, ݕହଷ

௬ = ܿହ, ݕହଷ
௭ =  .ହݏସݏ

Для ݅ = 3 имеем ݍଷ =  :ଷ. Тогда по формуле (8) выпишемݖ
ହଶݕ

௫ = ܿଷݕହଷ
௫ − ହଷݕଷݏ

௬ = ܿଷݕହଷ
௫ − ହଶݕ ,ଷܿହݏ

௬ = ହଷݕଷݏ
௫ + ܿଷݕହଷ

௬ = ହଷݕଷݏ
௫ + ܿଷܿହ, ݕହଶ

௭ = ହଷݕ
௭ . 

Для ݅ = 2 имеем ݍଶ =  :ଶ. Тогда по формуле (8) выпишемݖ
ହଵݕ

௫ = ܿଶݕହଶ
௫ − ହଶݕଶݏ

௬ = ܿଶ(ܿଷݕହଷ
௫ − (ଷܿହݏ − ହଷݕଷݏ)ଶݏ

௫ + ܿଷܿହ) =  
= (ܿଶܿଷ − ହଷݕ(ଷݏଶݏ

௫ − (ܿଶݏଷ + ଶܿଷ)ܿହݏ = ܿଶଷݕହଷ
௫ −  ,ଶଷܿହݏ

ହଵݕ
௬ = ହଶݕଶݏ

௫ + ܿଶݕହଶ
௬ = ହଷݕଶ(ܿଷݏ

௫ − (ଷܿହݏ + ܿଶ(ݏଷݕହଷ
௫ + ܿଷܿହ) =  

= ଶܿଷݏ) + ܿଶݏଷ)ݕହଷ
௫ + (ܿଶܿଷ − ଷ)ܿହݏଶݏ = ହଷݕଶଷݏ

௫ + ܿଶଷܿହ, ݕହଵ
௭ = ହଶݕ

௭ , 
где ܿଶଷ = ܿଶܿଷ − ଷݏଶݏ = cos(ݍଶ + ଶଷݏ ;(ଷݍ = ଶܿଷݏ + ܿଶݏଷ = sin(ݍଶ +   .(ଷݍ

Таким образом, ݕହଵ = (ܿଶଷݕହଷ
௫ − ,ଶଷܿହݏ ܿଶଷܿହ − ହଷݕଶଷݏ

௫ , ହଷݕ
௭ ). 

 
6. Автоматическое выписывание НК 
Выписанные НК для различных универсальных МС являются или простыми, как в табл. 1, 

или вычисляются по простым формулам, как в табл. 2, или представляются суммой произведений 
двух величин, как в формулах (6)–(8). То есть НК являются регулярными выражениями, содер-
жащими минимальное число арифметических операций. Для автоматического выписывания та-
ких математических выражений можно использовать методику, описанную в статьях [17–19]. 

 
Заключение 
Предложенный формализм ручного и автоматического выписывания формул вычисления НК 

осей ССК тел МС используется не только для решения задач статики МС, но в основном в про-
цессах выписывания уравнений динамики МС и решения второй задачи динамики методом по-
строения степенных рядов времени. Следует также отметить, что через НК выражаются извест-
ные параметры описания ориентации тела в пространстве, например, углы Эйлера и Брайнта, па-
раметры Родрига – Гамильтона и Кейли – Клейна, кватернионы и бикватернионы [20]. Поэтому 
запись математических моделей МС в НК позволяет перейти к записи этих моделей в перечис-
ленных параметрах. 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-41-740019). 
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The problem of bulkiness of mathematical models of manipulative systems of industrial robots 
is solved. Here we consider formulas for calculating static reactions in joints and formulas for active 
forces that balance the forces of gravity acting on the manipulator's bodies in its stationary state.  
The manipulator can be in such a state when it is before capturing the object of manipulation and re-
leasing it, or when it is performing some assembly operations, or it is during spot welding and  
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in slow (quasi-static) arc-welding and painting processes. Aim. The aim is to derive general recur-
rence and finite formulas for calculating the reaction forces in joints and their projections to the axes 
of the coordinate system rigidly connected with the selected body. Express the formulas of force pro-
jections in terms of guiding cosines and justify their optimality in terms of the minimum of arithme-
tic operations. Derive general inverse recurrence formulas for writing out the guide cosines of  
the axes associated with the moving bodies of the coordinate system with respect to the stationary 
coordinate system. Research methods. The methods of research relate to vector mechanics and sys-
tems analysis, and the algorithmization of calculations by reducing them to the use of recurrent for-
mulas. Results. A systematic analysis of general formulas, in which all possible regular expressions 
are highlighted which are corresponding unambiguously to the kinematic parameters of manipula-
tors, is performed. These regular expressions are used in software for analytical modeling of manipu-
lator, in particular, for the analytical solution of problems of statics of a manipulator. The method of 
analytical verification of the prescribed formulas is described. The tasks of writing out optimal for-
mulas for calculating the projections of static reaction forces in joints have been solved. And the tasks 
of writing out optimal formulas for calculating active forces in progressive joints of universal ma-
nipulators with six degrees of freedom, operating in Cartesian, cylindrical, spherical and angular  
coordinate systems, have been solved also. Analytical verification of the derived equations of statics 
is performed. Examples of the reuse of the derived formulas for manipulators with the same kine-
matic schemes of their subsystems. Conclusion. Expressions of the equations of statics of manipula-
tors through the guide cosines of the axes of the associated coordinate systems of their bodies allow 
us to write these equations through the known parameters of body orientation. The recurrent formu-
las for calculating directional cosines allows to use recursive functions in their software implementa-
tion, i.e. to increase the computational efficiency of the software. 

Keywords: driving forces, forces of reaction, static problems, direction cosines, verification  
of formulas, regular expressions, optimization of calculations. 
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