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Введение 
Основной проблемой практического использования уравнений динамики (УД) манипуляци-

онных систем (МС) является их громоздкость. Это следствие неэффективности классических 
формализмов вывода УД МС. В частности, поэтому в научных статьях в качестве примеров де-
монстрируются, как правило, плоские двухзвенники [1–5]. До сих пор встречаются научные ста-
тьи, в которых по формализму Лагранжа на нескольких страницах выводятся УД простейших 
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Решается проблема громоздкости уравнений динамики манипуляционных систем про-
мышленных роботов (манипуляторов), состоящих из поступательных и вращательных сочле-
нений. Предложен новый формализм выписывания уравнений динамики манипуляторов в на-
правляющих косинусах, из которых легко получить уравнения динамики в других параметрах 
относительной или абсолютной ориентации тел. Приведены примеры выписывания уравне-
ний динамики манипуляторов в направляющих косинусах, из которых путем применения их 
свойств получены уравнения динамики в относительных углах поворота тел. Рассмотренные 
манипуляторы имеют от трех до шести степеней свободы. В их уравнениях динамики явно 
выражены геометрические, кинематические, статические и инерционные параметры. Множи-
тели при ускорениях и произведениях скоростей в выписанных уравнениях динамики явля-
ются оптимальными в смысле минимума арифметических операций (сложений и умножений), 
необходимых для их вычислений. Предложен JS-код и методика верификации уравнений ди-
намики манипуляторов, записанных в аналитическом виде. Проблема в том, что при ручном 
выписывании уравнений возможны ошибки и описки в промежуточных записях и конечном 
результате. Поэтому необходимо проверять результаты выписывания на отсутствие ошибок, 
т. е. выполнять верификацию формул вычисления составляющих уравнений динамики. Для 
этого можно использовать ПО, предназначенное для вычисления обобщенных движущих сил 
манипуляторов, т. е. решать первую задачу динамики. В качестве такого ПО здесь предлага-
ется web-приложение, в котором JS-функция используется для верификации уравнений дина-
мики манипуляторов. Разработана методика верификации формул вычисления обобщенных 
сил тяжести и множителей (коэффициентов) при обобщенных ускорениях и произведениях 
обобщенных скоростей в уравнениях динамики. Приведен пример верификации уравнений 
динамики универсального манипулятора с шестью степенями свободы в пространстве. Целью
исследования является разработка формализма выписывания аналитического вида уравнений 
динамики манипуляторов в направляющих косинусах главных осей связанных систем коор-
динат тел, коэффициенты которых содержат минимальное количество арифметических опе-
раций. Методы исследования относятся к векторной и аналитической механике систем абсо-
лютно твердых тел, к векторной алгебре, а также к системному анализу и программированию 
на скриптовых языках. Результаты исследования содержат два доказанных утверждения, 
формулы которых и методика их использования позволили вручную выписать уравнения ди-
намики манипуляторов с тремя и шестью степенями подвижности как в направляющих коси-
нусах, так и в обобщенных координатах. В обоих случаях упростить полученные уравнения 
невозможно. Заключение. Записанные аналитические виды уравнений динамики занимают 
несколько строк. По известным классическим формализмам (Лагранжа, Аппеля, Нильсена, 
Ньютона – Эйлера и т. д.) практически невозможно получить аналогичные результаты из-за 
большого количества сложных математических операций в их реализации и громоздкости по-
лучаемых формул. 

Ключевые слова: промышленный робот, уравнения динамики, формализм выписывания, 
направляющие косинусы, повторное использование формул, JS-функция, верификация урав-
нений. 
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МС [6, 7], в то время как современные формализмы позволяют выписывать УД таких МС в не-
скольких строках [8, 9]. 

Из-за громоздкости аналитических видов УД разрабатываются пошагово-алгоритмические 
методы исследования МС. Известны различные формулы вычисления коэффициентов УД МС и 
им соответствующее ПО. Рассматриваются как конкретные МС [10–14], так и классы МС [15]. 
Решаются задачи динамики [16] и управления движением тел МС [17]. Однако такие методы не 
позволяют эффективно решать задачи синтеза МС с заданными динамическими свойствами, а 
также синтезировать адаптивные ПИД-регуляторы программных движений тел МС или решать 
задачи оптимального управления МС в реальном масштабе времени. 

Постановка задачи. Разработать простой формализм выписывания УД МС в аналитическом 
виде с минимальным числом арифметических операций и продемонстрировать его на примерах 
выписывания аналитических видов УД МС, имеющих от трех до шести подвижных тел. 

 
1. Формальное описание МС  
Присвоим неподвижному телу МС (стойке, станине) нулевой номер и свяжем с ним непод-

вижную систему координат (НСК) ܱݖݕݔ. Здесь ݔ – орт оси абсцисс, направленной горизонтально 
вправо, ݕ – орт оси ординат, направленной вертикально вверх, ݖ – орт оси аппликат, направлен-
ной так, что НСК – правая. Следующие за НСК подвижные тела занумеруем числами 1, 2, 3, ..., ܰ, 
где ܰ – количество подвижных тел МС. С i-м телом свяжем точку ܱ и назовем ее полюсом i-го 
тела. Полюс вращающегося тела выбираем на оси его относительного вращения и полюса тел 
максимально совмещаем. Тогда максимальное число межполюсных радиус-векторов ܴ = ܱିଵܱ 
обнулится. 

Введем следующие обозначения: ݍ – орт оси вращения i-го тела относительно (݅ − 1)-го те-
ла;  – орт оси поступательного движения i-го тела относительно (݅ − 1)-го тела; ݉ – масса i-го 
тела; ܿ – орт, направленный из полюса i-го тела в его центр масс (ЦМ) ܥ; ܱݔݕݖ – главная сис-
тема координат i-го тела (ГСК(i)); ݉ – масса i-й подсистемы МС, состоящей из i-го (корневого) 
тела и следующих за ним тел. 

В процессе выписывания УД МС используются проекции на оси НСК статических моментов 
подсистем относительно полюсов их корневых тел. Векторы статических моментов можно выпи-
сать по обратной рекуррентной формуле [18]  

݉ = ܽܿ + ݉ାଵܴାଵ + ݉ାଵ,                  (1) 
где     ݅ = ܰ, ܰ − 1, . . . ,1; ݉ேାଵ = ܴேାଵ = 0; ܽ = ݉| ܱܥ| – модуль статического момента i-го 
тела относительно точки ܱ. Для проекций на оси НСК векторов ݉, ܴ и орт ܿ введем следую-
щие обозначения: ݉

௫, ݉
௬, ݉

௭ – проекции вектора ݉ на оси НСК; ܴ
௫, ܴ

௬, ܴ
௭ – проекции вектора 

ܴ на оси НСК; ܿ
௫ , ܿ

௬, ܿ
௭ – направляющие косинусы (НК) орта ܿ = ܱܥ/ ܱܥ в НСК. 

Для выписывания УД будем использовать формальное описание МС в виде таблиц. Основ-
ная таблица составляется на основе вербального описания, включающего кинематическую схему 
(КС) МС и, при необходимости, дополнительное словесное описание. На КС полюс i-го тела изо-
бражается точкой и надписью ܱ, а ЦМ – звездочкой и надписью ܥ. Точкой ܱ изображается 
положение полюса i-го поступательного тела в случае ݍ = 0, где ݍ – величина относительного 
поступательного перемещения i-го тела вдоль оси ܱ. На КС i-е поступательное тело изобра-
жается в положении, когда орт  = ܱܱ/ݍ указывает на положительное направление пере-
мещения. На КС j-е вращательное тело изображается в исходном относительном положении, 
т. е. когда ݍ = 0, где ݍ – угол поворота j-го тела вокруг оси ܱݍ относительно (݆ − 1)-го тела. 
Если смотреть навстречу оси ܱݍ, то поворот против хода стрелки часов считается положи-
тельным. 

На КС достаточно изобразить начало НСК, а также положения точек ܱ, ܥ, ܱ, так как по-
ложение осей НСК и ориентация в пространстве векторов ܴ, ܿ,   следует из их определений.  
В дополнительном словесном описании нуждаются только положения орт ݍ и углы поворота ݍ. 
Когда углы поворота всех тел равны нулю, тогда, по умолчанию, ݍ =  если ось вращения j-го ,ݕ
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тела вертикальна, ݍ = ݍ ,если ось вращения горизонтальна ,ݔ =  если ось вращения смотрит ,ݖ
на наблюдателя. Угол поворота ݍ откладывается от исходного до текущего положения выбран-
ного орта, который жестко связан с j-м телом. 

Формальное описание МС начинается с разложения орт ݍ,  (i = 1, 2, …, N) по осям НСК. 
Затем определяются проекции на оси НСК межполюсных радиус-векторов ܴ = ܱିଵܱ и стати-
ческих моментов ݉ подсистем. В качестве примеров на рис. 1–3 приведены КС и в табл. 1–3 им 
соответствующие формальные описания рассматриваемых МС. В заголовке таблиц использова-
ны введенные обозначения. Имена /ݍ

௫, /ݍ
௬, /ݍ

௭ означают, что в i-й строке записываются НК 
ݍ

௫, ݍ
௬, ݍ

௭ орта ݍ в НСК, если i-е сочленение вращательное, иначе записываются НК 
௫, 

௬, 
௭ 

орта  в НСК. 
Если из КС МС проекции векторов ݍ, , ܴ на оси НСК не очевидны, то в таблице записы-

ваются их обозначения. Иначе записываются их выражения через ݍ, ݏ = sin(ݍ), ܿ = cos(ݍ) и 
геометрические параметры тел. 

Проекции ݉
௫, ݉

௬, ݉
௭ вектора ݉ выписываются по формуле (1). 

Рассмотрим примеры заполнения таблиц формального описания МС. 
 

  
Рис. 1. МС с декартовой СК 
Fig. 1. MS with cartesian CS 

Рис. 2. МС с цилиндрической СК 
Fig. 2. MS with cylindrical CS 

 

 
Рис. 3. МС с шестью степенями свободы 

Fig. 3. MS with six freedom degree 
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Таблица 1 
Параметры МС на рис. 1 

Table 1 
MS parameters in Fig. 1 

/ݍ ݅
௫ /ݍ

௬ /ݍ
௭ ܴ

௫ ܴ
௬ ܴ

௭ ݉ଵ
௫ ݉ଵ

௬ ݉ଵ
௭ 

ଶݍଵ 0 ݉ଶݍ 0 0 1 0/ 1 + ܽଷܿଷ − ܽଶ ܽଷݏଷ − ܽଵ 0 
ଶ 0 0 ܽଷܿଷݍ 0 0 1/ 2 − ܽଶ ܽଷݏଷ 0 
3 0 0 1 0 0 0 ܽଷܿଷ ܽଷݏଷ 0 

 
Таблица 2 

Параметры МС на рис. 2 
Table 2 

MS parameters in Fig. 2 

/ݍ ݅
௫ /ݍ

௬ /ݍ
௭ ܴ

௫ ܴ
௬ ܴ

௭ ݉
௫ ݉

௬ ݉
௭ 

1 0 1 0 0 0 0 ݉ଵ
௫ ݉ଵ

௬ ݉ଵ
௭ 

2 /ܿଵ 0 −ݏଵ ݍଶܿଵ 0 −ݍଶݏଵ −ܽଶܿଵ ܽଷ − ݉ଷݍଷ ܽଶݏଵ 
 ଷ 0 0 ܽଷ 0ݍ− 0 0 1− 0/ 3

 
Таблица 3 

Параметры МС на рис. 3 
Table 3 

MS parameters in Fig. 3 

/ݍ ݅
௫ /ݍ

௬ /ݍ
௭ ܴ

௫ ܴ
௬ ܴ

௭ ݉
௫ ݉

௬ ݉
௭ 

1 0 1 0 0 0 0 ݉ଵ
௫ ݉ଵ

௬ ݉ଵ
௭ 

ଵ ܾܿଵଶݏଵܮ− ଵܿଵ 0ܮ 0 1 0 2 − ݍܽ
௫ ݉ −ܾݏଵଶ − ݍܽ

௭ 
ݍܽ− ଵଶݏଶܮ− ଶܿଵଶ 0ܮ 0 1 0 3

௫ ݉ −ܽݍ
௭ 

ݍܽ− ସ 0ݍ− 0 0 1− 0/ 4
௫ ܽସ − ܽܿହ −ܽݍ

௭ 
ݍܽ− ଵଷ 0 ܿଵଷ 0 0 0ݏ 5

௫ −ܽܿହ −ܽݍ
௭ 

ݍ 6
௫ ܿହ ݍ

௭ 0 0 0 −ܽݍ
௫ −ܽܿହ −ܽݍ

௭ 
 
Пример 1. Из КС на рис. 1 видно, что ܰ = ଵ ,3 = ଶ ,ݕ = ଷݍ ,ݔ = ଵܴ ,ݖ = ܱܱଵ =  ,ݕଵݍ

ܴଶ = ଵܱܱଶ = ଷܴ ,ݔଶݍ = ܱଶܱଷ = 0. Эта очевидная информация отражена в первых шести столб-
цах табл. 1. Угол ݍଷ откладывается от орта ݔ до орта ܿଷ. 

По формуле (1) и из рис. 1 получим ݉ଷ = ܽଷܿଷ = ܽଷ(ܿଷݔ + -что отражено в трех послед ,(ݕଷݏ
них столбцах 3-й строки табл. 1. 

Для ݅ = 2 по формуле (1) и рис. 1 получим  
 ݉ଶ = ܽଶܿଶ + ݉ଷܴଷ + ݉ଷ = ܽଶ(−ݔ) + ݉ଷ = (ܽଷܿଷ − ܽଶ)ݔ + ܽଷݏଷݕ.  
Для ݅ = 1 по формуле (1) и рис. 1 получим 
 ݉ଵ = ܽଵܿଵ + ݉ଶܴଶ + ݉ଶ = ܽଵ(−ݕ) + ݉ଶݍଶݔ + ݉ଶ = (݉ଶݍଶ + ܽଷܿଷ − ܽଶ)ݔ + (ܽଷݏଷ − ܽଵ)ݕ.  
Коэффициенты полученных разложений векторов ݉ଶ, ݉ଵ по осям НСК записаны соответст-

венно во 2-й и 1-й строках табл. 1. 
Пример 2. Из КС на рис. 2 видно, что ܰ = ଵݍ ,3 = ଷ ,ݕ = ଵܴ ,ݕ− = ܱܱଵ = 0, ܴଷ = ܱଶܱଷ = 

=  ଶ, направленного по определению из точки до орта ݔ ଵ откладываем от ортаݍ Угол .ݕଷݍ−
ܱଶ в точку ܱଶ. Тогда ଶ = ܿଵݔ − и ܴଶ ݖଵݏ = ଵܱܱଶ = ݔଶܿଵݍ − ଶ ,Следовательно .ݖଵݏଶݍ

௫ = ܿଵ, 
ଶ

௬ = ଶ ,0
௭ = ଵ, ܴଶݏ−

௫ = ଶܿଵ, ܴଶݍ
௬ = 0, ܴଶ

௭ =  .ଵ, что отражено во 2-й строке табл. 2ݏଶݍ−
По формуле (1) и рис. 2 получим ݉ଷ = ܽଷܿଷ = ܽଷݕ. 
Для ݅ = 2 по формуле (1) и рис. 2 получим  
݉ଶ = ܽଶܿଶ + ݉ଷܴଷ + ݉ଷ = ܽଶ൫−ଶ൯ − ݉ଷݍଷݕ + ܽଷݕ =  
= −ܽଶ(ܿଵݔ − (ݖଵݏ − ݉ଷݍଷݕ + ܽଷݕ = −ܽଶܿଵݔ + (ܽଷ − ݉ଷݍଷ)ݕ + ܽଶݏଵݖ.  
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Пример 3. Из КС на рис. 3 видно, что ܰ = ଵݍ ,6 = ଶݍ = ଷݍ = ସ ,ݕ = ହݍ ,ݕ− = ݔଵଷݏ + ܿଵଷݖ, 
где ݏଵଷ = sin(ݍଵଷ), ܿଵଷ = cos(ݍଵଷ), ݍଵଷ = ଵݍ + ଶݍ + ݍ .ଷݍ = ݍ

௫ݔ + ܿହݕ + ݍ
௭ݖ. Здесь использованы 

обозначения для НК ݍ
௫, ݍ

௭, так как формулы их вычисления не очевидны. Их мы найдем после 
выписывания УД. 

Для межполюсных векторов очевидны следующие разложения по осям НСК: 
ܴଵ = 0, ܴଶ = ݔଵܿଵܮ − ଷܴ ,ݖଵݏଵܮ = ݔଶܿଵଶܮ −   ,ݖଵଶݏଶܮ

где ݏଵଶ = sin(ݍଵଶ), ܿଵଶ = cos(ݍଵଶ), ݍଵଶ = ଵݍ + ଶ, ܴସݍ = ହܴ ,ݕସݍ− = ܴ = 0. 
По формуле (1) и рис. 3 получим  
݉ = ܽܿ = −ܽݍ = −ܽ(ݍ

௫ݔ + ܿହݕ + ݍ
௭ݖ).  

Для ݅ = 5 по формуле (1) и рис. 3 получим 
݉ହ = ܽହܿହ + ܴ݉ + ݉ = ܽହ(−ݍ) + ݉ = −ܽହݍ − ܽݍ = ݍܽ− = ݍ)ܽ−

௫ݔ + ܿହݕ + ݍ
௭ݖ), 

где ܽ = ܽହ + ܽ. 
Для ݅ = 4 по формуле (1) и рис. 3 получим 
݉ସ = ܽସܿସ + ݉ହܴହ + ݉ହ = ܽସݕ + ݉ହ = ݍܽ−

௫ݔ + (ܽସ − ܽܿହ)ݕ − ݍܽ
௭ݖ.  

Для ݅ = 3 по формуле (1) и рис. 3 получим 
݉ଷ = ܽଷܿଷ + ݉ସܴସ + ݉ସ = ܽଷ(−ݕ) − ݉ସݍସݕ + ݉ସ = ݍܽ−

௫ݔ + ݉ݕ − ݍܽ
௭ݖ,  

где ݉ = ܽସ − ܽܿହ − ܽଷ − ݉ସݍସ. 
Для ݅ = 2 по формуле (1) и рис. 3 получим: 
݉ଶ = ܽଶܿଶ + ݉ଷܴଷ + ݉ଷ = ܽଶ(ܿଵଶݔ − (ݖଵଶݏ + ݉ଷܮଶ(ܿଵଶݔ − (ݖଵଶݏ − ݍܽ

௫ݔ + ݉ݕ − ݍܽ
௭ݖ =  

= [(ܽଶ + ݉ଷܮଶ)ܿଵଶ − ݍܽ
௫]ݔ + ݉ݕ − [(ܽଶ + ݉ଷܮଶ)ݏଵଶ + ݍܽ

௭]ݖ =  
= (ܾܿଵଶ − ݍܽ

௫)ݔ + ݉ݕ − ଵଶݏܾ) + ݍܽ
௭)ݖ, 

где ܾ = ܽଶ + ݉ଷܮଶ. 
Коэффициенты полученных разложений векторов ݉ по осям НСК записаны в последних 

трех столбцах табл. 3. 
 
2. Формализм выписывания УД МС 
Ручное выписывание УД состоит из последовательности формальных действий, осуществ-

ляемых на основе таблицы формального описания и КС МС по формулам утверждений 1, 2. До-
казательство утверждений приведено в конце статьи. Здесь на примерах МС с тремя и шестью 
степенями подвижности демонстрируется формализ выписывания УД в НК и переход к записи 
УД в относительных углах поворота тел вращательных сочленений. 

Утверждение 1. Для j-го поступательного сочленения движущая сила  
ܨ = 

௫( ܴ݉̈ଵ
௫ + ݉̈

௫) + 
௬( ܴ݉̈ଵ

௬ + ݉̈
௬) + 

௭( ܴ݉̈ଵ
௭ + ݉̈

௭) + ݉݃
௬,         (2) 

где ܴଵ
௫ = ∑  

ୀଵ ܴ
௫,  ܴଵ

௬ = ∑  
ୀଵ ܴ

௬,  ܴଵ
௭ = ∑  

ୀଵ ܴ
௭. 

Для j-го вращательного сочленения момент движущей силы  
ܯ = ݍ

௫( ݉
௬ܴ̈ଵ

௭ − ݉
௭ܴ̈ଵ

௬ + ାଵܯ̇
௫ ) + ݍ

௬( ݉
௭ܴ̈ଵ

௫ − ݉
௫ܴ̈ଵ

௭ + ାଵܯ̇
௬ ) + 

ݍ+
௭( ݉

௫ܴ̈ଵ
௬ − ݉

௬ܴ̈ଵ
௫ + ାଵܯ̇

௭ ) + ܭ̇ +  ,                (3)ܩ
где ܯேାଵ

௫ = ேାଵܯ
௬ = ேାଵܯ

௭ = 0,  
ାଵܯ

௫ = ∑  ே
ୀାଵ ൣ݉൫ܴ

௬ܴ̇
௭ − ܴ

௭ܴ̇
௬൯ + ݉

௬ܴ̇
௭ − ܴ

௭݉̇
௬ + ܴ

௬݉̇
௭ − ݉

௭ܴ̇
௬൧,  

ାଵܯ
௬ = ∑  ே

ୀାଵ ൣ݉൫ܴ
௭ܴ̇

௫ − ܴ
௫ܴ̇

௭൯ + ݉
௭ܴ̇

௫ − ܴ
௫݉̇

௭ + ܴ
௭݉̇

௫ − ݉
௫ܴ̇

௭൧,  
ାଵܯ

௭ = ∑  ே
ୀାଵ [݉(ܴ

௫ܴ̇
௬ − ܴ

௬ܴ̇
௫) + ݉

௫ܴ̇
௬ − ܴ

௬݉̇
௫ + ܴ

௫݉̇
௬ − ݉

௬ܴ̇
௫].  

Скорость кинетического момента тел j-й подсистемы относительно оси ܱݍ вычисляется по 
формуле ̇ܭ = ∑  ே

ୀ   , гдеܭ̇
ܭ̇ = ݍ

௫ ܬ)
௫ ߱̇

௫ + ߱ܣ
௬߱

௭) + ݍ
௬ ܬ)

௬ ߱̇
௬ + ߱ܤ

௫߱
௭) + ݍ

௭ ܬ)
௭ ߱̇

௭ + ߱ܦ
௫߱

௬),       (4) 
ܬ

௫ ܬ ,
௬ ܬ ,

௭  – моменты инерции k-го тела относительно осей ܱݔ, ܱݕ, ܱݖ ГСК(k) соответст-
венно; ܣ = ܬ

௭ − ܬ
௬ ܤ ; = ܬ

௫ − ܬ
௭ ܦ ; = ܬ

௬ − ܬ
௫ ; ߱

௫, ߱
௬, ߱

௭ – проекции абсолютной угловой 
скорости k-го тела (вектора ߱) на оси ГСК(k); 

ݍ
௫ = ݍ ⋅ ݍ ,ݔ

௬ = ݍ ⋅ ݍ ,ݕ
௭ = ݍ ⋅   .ݖ
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Момент силы тяжести, приведенный к оси вращения j-го тела:  
ܩ = ݃൫ݍ

௭
݉
௫ − ݍ

௫
݉
௭൯.                    (5) 

Пример 1 (продолжение). МС с декартовой СК в вертикальной плоскости (см. рис. 1). Фор-
мальное описание этой МС представлено в табл. 1. Следовательно, ଵ

௫ = ଵ
௭ = ଵ ,0

௬ = 1 и фор-
мула (2) для ݆ = 1 принимает вид ܨଵ = ݉ଵܴ̈ଵଵ

௬ + ݉̈ଵ
௬ + ݉ଵ݃, где ܴ̈ଵଵ

௬ = ܴ̈ଵ
௬. Отсюда по табл. 1 по-

лучим ܨଵ = ݉ଵ̈ݍଵ + ܽଷ̈ݏଷ + ݉ଵ݃. Для ݆ = 2 в формуле (2) имеем ଶ
௫ = ଶ ,1

௬ = ଶ
௭ = 0 и, следова-

тельно, ܨଶ = ݉ଶܴ̈ଵଶ
௫ + ݉̈ଶ

௫, где ܴ̈ଵଶ
௫ = ܴ̈ଵ

௫ + ܴ̈ଶ
௫. Отсюда по табл. 1 получим ܨଶ = ݉ଶ̈ݍଶ + ܽଷܿ̈ଷ. 

Для ݆ = 3 в формуле (3) имеем ݍଷ
௫ = ଷݍ

௫ = ଷݍ ,0
௭ = 1 и, следовательно, 

ଷܯ = ݉ଷ
௫ܴ̈ଵଷ

௬ − ݉ଷ
௬ܴ̈ଵଷ

௫ + ଷܭ̇ + ଷ,  ܴ̈ଵଷܩ
௬ = ∑  ଷ

ୀଵ ܴ̈
௬,  ܴ̈ଵଷ

௫ = ∑  ଷ
ୀଵ ܴ̈

௫,  
где по формуле (5) и табл. 1 получим ܩଷ = ଷݍ)݃

௭݉ଷ
௫ − ଷݍ

௫݉ଷ
௭) = ݃ܽଷ݉ଷ

௫ = ݃ܽଷܿଷ. Теперь, исполь-
зуя табл. 1, получим ܯଷ = ܽଷܿଷ̈ݍଵ − ܽଷܿଷ̈ݍଶ + ଷܭ̇ + ݃ܽଷܿଷ, где по формуле (4) с учетом равенств 
ଷଷݍ

௫ = ଷଷݍ
௬ = ଷଷݍ ,0

௭ = 1, ߱ଷ
௫ = 0, ߱ଷ

௬ = 0, выпишем ̇ܭଷ = ଷܬ
௭ ߱̇ଷ

௭. 
Таким образом, УД в НК для МС на рис. 1 имеют следующий вид: 

⎩
⎨

⎧
݉ଵ̈ݍଵ + ܽଷ̈ݏଷ + ݉ଵ݃ = ,ଵܨ

݉ଶ̈ݍଶ + ܽଷܿ̈ଷ = ,ଶܨ
ଷܬ

௭ ߱̇ଷ
௭ + ܽଷ(ܿଷ̈ݍଵ − (ଶݍଷ̈ݏ + ݃ܽଷܿଷ = .ଷܯ

�  

Видно, что УД 1-го и 2-го тел интегрируются. 
Известны формулы [19]  
߱

௫ = ݖ
௫̇ݕ

௫ + ݖ
௬̇ݕ

௬ + ݖ
௭̇ݕ

௭,   ߱
௬ = ݔ

௫̇ݖ
௫ + ݔ

௬̇ݖ
௬ + ݔ

௭̇ݖ
௭, ߱

௭ = ݕ
௫̇ݔ

௫ + ݕ
௬̇ݔ

௬ + ݕ
௭̇ݔ

௭,     (6) 
где ݔ

௫ , ݔ
௬, ݔ

௭ – НК орта ݔ оси абсцисс ГСК(k) в НСК; ݕ
௫ , ݕ

௬, ݕ
௭ – НК орта ݕ оси ординат 

ГСК(k) в НСК; ݖ
௫ , ݖ

௬, ݖ
௭ – НК орта ݖ оси аппликат ГСК(k) в НСК. Из третей формулы получим 

߱ଷ
௭ = ଷݕ

௫̇ݔଷ
௫ + ଷݕ

௬̇ݔଷ
௬ + ଷݕ

௭̇ݔଷ
௭. Угол ݍଷ откладывается от горизонтальной оси до главной оси 3-го тела 

ܱଷݔଷ. Следовательно, ݕଷ
௫ = ଷݔ ,ଷݏ−

௫ = ܿଷ, ݕଷ
௬ = ܿଷ, ݔଷ

௬ = ଷݕ ,ଷݏ
௭ = 0 и ߱ଷ

௭ = ଷܿ̇ଷݏ− + ܿଷ̇ݏଷ =  .ଷݍ̇
Для перехода от УД в НК к УД в относительных углах поворота тел используются следую-

щие свойства простых НК:  
ݏ̈ = ܿ̈ݍ − ݍ̇ݏ

ଶ,        ܿ̈ = ݍ̈ݏ− − ܿ̇ݍ
ଶ,        ܿ̇ݏ − ܿ̇ݏ =  ,            (7)ݍ̇

ܿ̈ݏ − ܿ̈ݏ = ݏ̈ݏ        ,ݍ̈− + ܿܿ̈ = ݍ̇−
ଶ.                 (8) 

Эти формулы легко проверить непосредственным вычислением производных. 
Из предшествующих УД для МС на рис. 1, используя формулы (7), получим УД в углах по-

ворота тел: 

⎩
⎨

⎧ ݉ଵ̈ݍଵ + ܽଷ(ܿଷ̈ݍଷ − ଷݍଷ̇ݏ
ଶ) + ݉ଵ݃ = ,ଵܨ

݉ଶ̈ݍଶ − ܽଷ(ݏଷ̈ݍଷ + ܿଷ̇ݍଷ
ଶ) = ,ଶܨ

ଷܬ
௭ ଷݍ̈ + ܽଷ(ܿଷ̈ݍଵ − (ଶݍଷ̈ݏ + ݃ܽଷܿଷ = .ଷܯ

�  

Пример 2 (продолжение). МС с цилиндрической СК (см. рис. 3). Формальное описание этой 
МС представлено в табл. 2. Следовательно, в формуле (2) для ݆ = 2 имеем: 

ଶ
௫ = ܿଵ, ଶ

௬ = ଶ ,0
௭ = ଶܨ ଵ иݏ− = ܿଵ(݉ଶܴ̈ଵଶ

௫ + ݉̈ଶ
௫) − ଵ(݉ଶܴ̈ଵଶݏ

௭ + ݉̈ଶ
௭),  

где ܴ̈ଵଶ
௫ = ܴ̈ଵ

௫ + ܴ̈ଶ
௫, ܴ̈ଵଶ

௭ = ܴ̈ଵ
௭ + ܴ̈ଶ

௭. Отсюда по табл. 2 получим 
ଶܨ = ܿଵ[݉ଶ(ݍଶܿଵ)௧మ

ᇱᇱ − ܽଶܿ̈ଵ] − ଵ)௧మݏଶݍ−ଵ[݉ଶ൫ݏ
ᇱᇱ + ܽଶ̈ݏଵ൧ =  

= ܿଵ[݉ଶ(̇ݍଶܿଵ + ଶܿ̇ଵ)௧ݍ
ᇱ − ܽଶܿ̈ଵ] + ଵݏଶݍ̇)ଵ[݉ଶݏ + ଵ)௧ݏଶ̇ݍ

ᇱ − ܽଶ̈ݏଵ] =  
= ܿଵ[݉ଶ(̈ݍଶܿଵ + (ଶܿ̈ଵݍ+ଶܿ̇ଵݍ2̇ − ܽଶܿ̈ଵ] + ଵݏଶݍ̈)ଵ[݉ଶݏ + ଵݏଶ̇ݍ2̇ + (ଵݏଶ̈ݍ − ܽଶ̈ݏଵ] =  
= ݉ଶ̈ݍଶ + 2݉ଶ̇ݍଶ(ܿଵܿ̇ଵ + (ଵݏଵ̇ݏ + ݉ଶݍଶ(ܿଵܿ̈ଵ + (ଵݏଵ̈ݏ − ܽଶ(ܿଵܿ̈ଵ + (ଵݏଵ̈ݏ =  
= ݉ଶ̈ݍଶ + (݉ଶݍଶ − ܽଶ)(ܿଵܿ̈ଵ +  .(ଵݏଵ̈ݏ
Для ݆ = 3 по формуле (2) и по табл. 2 получим 
ଷܨ = −݉ଷܴ̈ଵଷ

௬ − ݉̈ଷ
௬ − ݉ଷ݃ = −݉ଷ ∑  ଷ

ୀଵ ܴ̈ଵ
௬ − ݉̈ଷ

௬ − ݉ଷ݃ = ݉ଷ̈ݍଷ−݉ଷ݃. 
Для ݆ = 1 в формуле (3) имеем ݍଵ

௬ = ଵݍ ,1
௫ = ଵݍ

௭ = 0 и, следовательно, 
ଵܯ = ݉ଵ

௭ܴ̈ଵଵ
௫ − ݉ଵ

௫ܴ̈ଵଵ
௭ + ଶܯ̇

௬ + ଵܭ̇ +  ,ଵܩ
где по формуле (5) ܩଵ = ଵݍ)݃

௭݉ଵ
௫ − ଵݍ

௫݉ଵ
௭) = 0.  
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Из табл. 2 имеем ܴଵ
௫ = ܴଵ

௭ = 0, ܴଷ
௫ = ܴଷ

௭ = 0. Следовательно, ܯଵ = ଶܯ̇
௬ +  ଵ, гдеܭ̇

ଶܯ
௬ = ݉ଶ൫ܴଶ

௭ܴ̇ଶ
௫ − ܴଶ

௫ܴ̇ଶ
௭൯ + ݉ଶ

௭ܴ̇ଶ
௫ − ܴଶ

௫݉̇ଶ
௭ + ܴଶ

௭݉̇ଶ
௫ − ݉ଶ

௫ܴ̇ଶ
௭ =  

= (݉ଶܴଶ
௭ + ݉ଶ

௭)ܴ̇ଶ
௫ − (݉ଶܴଶ

௫ + ݉ଶ
௫)ܴ̇ଶ

௭ − ܴଶ
௫݉̇ଶ

௭ + ܴଶ
௭݉̇ଶ

௫  
и по табл. 2 получим 

ଶܯ
௬ = [݉ଶ(−ݍଶݏଵ) + ܽଶݏଵ](ݍଶܿଵ)௧

ᇱ − (݉ଶݍଶܿଵ − ܽଶܿଵ)(−ݍଶݏଵ)௧
ᇱ − ܽଶݍଶܿଵ̇ݏଵ + ܽଶݍଶݏଵܿ̇ଵ =  

= −(݉ଶݍଶ − ܽଶ)[ݏଵ(ݍଶܿଵ)௧
ᇱ − ܿଵ(ݍଶݏଵ)௧

ᇱ ] + ܽଶݍଶ(ݏଵܿ̇ଵ − ܿଵ̇ݏଵ) =  
= −(݉ଶݍଶ − ܽଶ)[ݏଵ(̇ݍଶܿଵ + (ଶܿ̇ଵݍ − ܿଵ(̇ݍଶݏଵ + ଵܿ̇ଵݏ)ଶݍଵ)]+ܽଶݏଶ̇ݍ − ܿଵ̇ݏଵ) =  
= (ܽଶ − ݉ଶݍଶ)ݍଶ(ݏଵܿ̇ଵ − ܿଵ̇ݏଵ) + ܽଶݍଶ(ݏଵܿ̇ଵ − ܿଵ̇ݏଵ) = (2ܽଶ − ݉ଶݍଶ)ݍଶ(ݏଵܿ̇ଵ − ܿଵ̇ݏଵ).  
С учетом равенств ߱ = ଵݍ ,ݕଵݍ̇

௫ = ଵݍ
௭ = ଵݍ ,0

௬ = 1, ߱
௫ = ߱

௭ = 0, ݇ = 1, 2, 3 по формуле (4) 
выпишем ̇ܭଵ = ଵܬ

௬ ߱̇ଵ
௬ + ଶܬ

௬ ߱̇ଶ
௬ + ଷܬ

௬ ߱̇ଷ
௬ = ଵଷܬ

௬ ߱̇ଵ
௬, где ܬଵଷ

௬ = ଵܬ
௬ + ଶܬ

௬ + ଷܬ
௬ . По второй формуле (6) с 

учетом равенств ݔ
௫ = ܿଵ, ݔ

௭ = ݖ ,ଵݏ−
௫ = ݖ ,ଵݏ

௭ = ܿଵ получим ߱
௬ = ݔ

௫̇ݖ
௫ + ݔ

௬̇ݖ
௬ + ݔ

௭̇ݖ
௭ = 

= ܿଵ̇ݏଵ − ݅ ଵܿ̇ଵ, гдеݏ = 1, 2, 3. Следовательно, 
ଵܭ̇ = ଵଷܬ

௬ (ܿଵ̇ݏଵ − ଵܿ̇ଵ)௧ݏ
ᇱ   и  

ଵܯ = [(2ܽଶ − ݉ଶݍଶ)ݍଶ(ݏଵܿ̇ଵ − ܿଵ̇ݏଵ)]௧
ᇱ + ଵଷܬ

௬ (ܿଵ̇ݏଵ − ଵܿ̇ଵ)௧ݏ
ᇱ =  

= ଵଷܬ)]
௬ − 2ܽଶݍଶ + ݉ଶݍଶ

ଶ)(ܿଵ̇ݏଵ − ଵܿ̇ଵ)]௧ݏ
ᇱ .  

Таким образом, УД рассматриваемой МС в НК имеют следующий вид: 

⎩
⎨

ଵଷܬ)]⎧
௬ + ݉ଶݍଶ

ଶ − 2ܽଶݍଶ)(ܿଵ̇ݏଵ − ଵܿ̇ଵ)]௧ݏ
ᇱ = ,ଵܯ

݉ଶ̈ݍଶ + (݉ଶݍଶ − ܽଶ)(ܿଵܿ̈ଵ + (ଵݏଵ̈ݏ = ,ଶܨ
݉ଷ̈ݍଷ − ݉ଷ݃ = .ଷܨ

�  

Для представления этих УД в углах вращательных сочленений используем формулы (7), (8). 
Тогда получим следующие УД: 

⎩
⎨

ଵଷܬ)]⎧
௬ + ݉ଶݍଶ

ଶ − 2ܽଶݍଶ)̇ݍଵ]௧
ᇱ = ,ଵܯ

݉ଶ̈ݍଶ + (ܽଶ − ݉ଶݍଶ)̇ݍଵ
ଶ = ,ଶܨ

݉ଷ̈ݍଷ − ݉ଷ݃ = .ଷܨ
�  

Для упрощения процесса выписывания УД МС с параллельными осями вращательных  
сочленений рекомендуем использовать 

Утверждение 2. Если ݍିଵ =   , тоݍ
ିଵܯ = ܯ + ݍ]݃

௭( ݉ିଵ
௫ − ݉

௫) − ݍ
௫( ݉ିଵ

௭ − ݉
௭)] + ିଵ,ିଵܭ̇ +  

ݍ+
௫[ ݉( ܴ

௬ܴ̇
௭ − ܴ

௭ܴ̇
௬)௧

ᇱ + ܴ
௬݉̈

௭ − ܴ
௭݉̈

௬ + ( ݉ିଵ
௬ − ݉

௬)ܴ̈ଵିଵ
௭ − ( ݉ିଵ

௭ − ݉
௭)ܴ̈ଵିଵ

௬ ] +  
ݍ+

௬[ ݉( ܴ
௭ܴ̇

௫ − ܴ
௫ܴ̇

௭)௧
ᇱ + ܴ

௭݉̈
௫ − ܴ

௫݉̈
௭ + ( ݉ିଵ

௭ − ݉
௭)ܴ̈ଵିଵ

௫ − ( ݉ିଵ
௫ − ݉

௫)ܴ̈ଵିଵ
௭ ] +  

ݍ+
௭[ ݉( ܴ

௫ܴ̇
௬ − ܴ

௬ܴ̇
௫)௧

ᇱ + ܴ
௫݉̈

௬ − ܴ
௬݉̈

௫ + ( ݉ିଵ
௫ − ݉

௫)ܴ̈ଵିଵ
௬ − ( ݉ିଵ

௬ − ݉
௬)ܴ̈ଵିଵ

௫ ].  
Пример 3 (продолжение). МС с КС на рис. 3. Формальное описание этой МС представлено 

в табл. 3. Следовательно, в формуле (2) для ݆ = 4 имеем: 
ସ

௬ = ସ ,1−
௫ = ସ

௭ = 0 и ܨସ = −݉ସܴ̈ଵସ
௬ − ݉̈ସ

௬ − ݉ସ݃,  
где ܴ̈ଵସ

௬ = ∑  ସ
ୀଵ ܴ̈

௬. Отсюда с учетом табл. 3 получим ܨସ = ݉ସ̈ݍସ + ܽܿ̈ହ − ݉ସ݃. 
Для ݆ = 6 по формуле (3) и табл. 3 выпишем 
ܯ = ݍ

௫[݉
௬(ܴ̈ଶ

௭ + ܴ̈ଷ
௭) − ݉

௭ܴ̈ସ
௬] + ܿହ[݉

௭(ܴ̈ଶ
௫ + ܴ̈ଷ

௫) − ݉
௫(ܴ̈ଶ

௭ + ܴ̈ଷ
௭)] +  

ݍ+
௭ൣ݉

௫ܴ̈ସ
௬ − ݉

௬൫ܴ̈ଶ
௫ + ܴ̈ଷ

௫൯൧ + ܭ̇ + ܩ = ܽ(ݍ
௫ݍ

௭ − ݍ
௭ݍ

௫)ܴ̈ସ
௬ −  

−ܽ(ܿହݍ
௭ − ܿହݍ

௭)൫ܴ̈ଶ
௫ + ܴ̈ଷ

௫൯ + ܽ(ܿହݍ
௫ − ݍ

௫ܿହ)(ܴ̈ଶ
௭ + ܴ̈ଷ

௭) + ܭ̇ + ܩ = ܭ̇ +  ,ܩ
где по формуле (5) получим ܩ = ݍ)݃

௭݉
௫ − ݍ

௫݉
௭) = ݍ]݃

௭(−ܽݍ
௫)−ݍ

௫(−ܽݍ
௭)] = 0. Тогда 

ܯ = ݕ , где по формуле (4) с учетом равенствܭ̇
௫ = ݕ

௭ = ݕ ,0
௬ = 1 получим 

ܯ = ܭ̇ = ܬ
௬ ߱̇

௬ + ߱ܤ
௫߱

௭.  
Для ݆ = 5 по формуле (3) с учетом равенств ܴ

௫ = ܴ
௬ = ܴ

௭ = 0 выпишем 
ହܯ = ହݍ

௫[݉ହ
௬(ܴ̈ଶ

௭ + ܴ̈ଷ
௭) − ݉ହ

௭ܴ̈ସ
௬] + ହݍ

௭[݉ହ
௫ܴ̈ସ

௬ − ݉ହ
௬(ܴ̈ଶ

௫ + ܴ̈ଷ
௫)] + ହܭ̇ + ହܩ =  

= ହݍ)
௭݉ହ

௫ − ହݍ
௫݉ହ

௭)ܴ̈ସ
௬ + ݉ହ

௬[ݍହ
௫(ܴ̈ଶ

௭ + ܴ̈ଷ
௭) − ହݍ

௭(ܴ̈ଶ
௫ + ܴ̈ଷ

௫)] + ହܭ̇ +  ,ହܩ
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где по формуле (5) и табл. 3 получим 
ହܩ = ହݍ)݃

௭݉ହ
௫ − ହݍ

௫݉ହ
௭) = ହݍ]݃

௭(−ܽݍ
௫) − ହݍ

௫(−ܽݍ
௭)] = ହݍ)݃ܽ−

௭ݍ
௫ − ହݍ

௫ݍ
௭).  

Учитывая равенства ݍହ = ݍ ,ହݖ =   ହ и формулуݕ

ߟ × ߦ = ߟ)
௬ߦ

௭ − ߟ
௭ߦ

௬)ݔ + ߟ)
௭ߦ

௫ − ߟ
௫ߦ

௭)ݕ + ߟ)
௫ߦ

௬ − ߟ
௬ߦ

௫)(9)           ݖ 
векторного произведения орт СК, получим 

ହݍ
௭ݍ

௫ − ହݍ
௫ݍ

௭ = ହݖ
௭ݕହ

௫ − ହݖ
௫ݕହ

௭ = ହݖ × ହݕ ⋅ ݕ = ହݔ− ⋅ ݕ = ହݔ−
௬ = −cos(90୭ − (ହݍ =   .ହݏ−

Таким образом, используя табл. 3, получим 
ହܯ = ହݍ)ܽ−

௭ݍ
௫ − ହݍ

௫ݍ
௭)ܴ̈ସ

௬ − ܽܿହ[ݏଵଷ(−ܮଵ̈ݏଵ − (ଵଶݏଶ̈ܮ − ܿଵଷ(ܮଵܿ̈ଵ + [(ଶܿ̈ଵଶܮ + ହܭ̇ + ହݏ݃ܽ =  
= ସݍହ̈ݏܽ− + ܽܿହ[ܮଵ(ݏଵଷ̈ݏଵ + ܿଵଷܿ̈ଵ) + ଵଶݏଵଷ̈ݏ)ଶܮ + ܿଵଷܿ̈ଵଶ)] + ହܭ̇ +  ,ହݏ݃ܽ

где по формуле (4) с учетом равенств ݍହ = ହହݍ ,ହݖ
௫ = ହହݍ

௬ = 0, ହହݍ 
௭ = ହݖ ,1

௫ = ,ݏ− ହݖ 
௬ = 0, ହݖ 

௭ = ܿ 
получим 

ହܭ̇ = ହܬ
௭ ߱̇ହ

௭ + ହ߱ହܦ
௫߱ହ

௬ − ܬ)ݏ
௫ ߱̇

௫ + ߱ܣ
௬߱

௭) + ܿ(ܬ
௭ ߱̇

௭ + ߱ܦ
௫߱

௬).  
По формуле (3) и табл. 3 для ݆ = 3 имеем 
ଷܯ = ݉ଷ

௭(ܴ̈ଶ
௫ + ܴ̈ଷ

௫) − ݉ଷ
௫(ܴ̈ଶ

௭ + ܴ̈ଷ
௭) + ସܯ̇

௬ + ଷܭ̇ +  ,ଷܩ
где ܯସ

௬ = 0 и по формуле (5) ܩଷ = ଷݍ)݃
௭݉ଷ

௫ − ଷݍ
௫݉ଷ

௭) = 0. Отсюда, используя табл. 3, получим  
ଷܯ = ݍܽ−

௭(ܮଵܿ̈ଵ + (ଶܿ̈ଵଶܮ − ݍܽ
௫(ܮଵ̈ݏଵ+ܮଶ̈ݏଵଶ) +    .ଷܭ̇

Учитывая равенства ݕଷଷ
௫ = ଷଷݕ

௭ = ଷଷݕ ,0
௬ = 1, ߱ଷ

௫ = ߱ଷ
௭ = ଷସݕ ,0

௫ = ଷସݕ
௭ = ଷସݕ ,0

௬ = 1, ߱ସ
௬ =  ,ଷݍ̇

߱ସ
௫ = ߱ସ

௭ = ଷݕ ,0 = ହݔହݏ + ܿହݕହ, ݕଷହ
௭ = 0, по формуле (4) получим 

ଷܭ̇ = ଷܬ
௬ ߱̇ଷ

௬ + ସܬ
௬ ߱̇ଷ

௬ + ହܬ)ହݏ
௫ ߱̇ହ

௫ + ହ߱ହܣ
௬߱ହ

௭) + ܿହ(ܬହ
௬ ߱̇ହ

௬ + ହ߱ହܤ
௫߱ହ

௭) +  
ଷݍ+

௫ ܬ)
௫ ߱̇

௫ + ߱ܣ
௬߱

௭) + ଷݍ
௬ ܬ)

௬ ߱̇
௬ + ߱ܤ

௫߱
௭) + ଷݍ

௭ ܬ)
௭ ߱̇

௭+ܦ߱
௫߱

௬),  
где с учетом равенства ݍଷ = ଷݍ имеем ݕ

௫ = ݕ ⋅ ݔ = ݔ
௬, ݍଷ

௬ = ݕ
௬ = ܿହ, ݍଷ

௭ = ݖ
௬. Таким образом,  

ଷܯ = ݍ)ଵܮܽ−
௭ܿ̈ଵ + ݍ

௫ (ଵݏ̈ − ݍ)ଶܮܽ
௭ܿ̈ଵଶ + ݍ

௫̈ݏଵଶ) +   .ଷܭ̇
Учитывая равенство ݍଶ = ଷݍ =  по утверждению 2 получим ,ݕ
ଶܯ = ଷܯ + ଶଶܭ̇ + ݉ଷ(ܴଷ

௭ܴ̇ଷ
௫ − ܴଷ

௫ܴ̇ଷ
௭)௧

ᇱ + ܴଷ
௭݉̈ଷ

௫ − ܴଷ
௫݉̈ଷ

௭ + (݉ଶ
௭ − ݉ଷ

௭)ܴ̈ଵଶ
௫ − (݉ଶ

௫ − ݉ଷ
௫)ܴ̈ଵଶ

௭ , 
где по формуле (4) с учетом равенств ݍଶଶ

௫ = ଶଶݍ
௭ = ଶଶݍ ,0

௬ = 1, ߱ଶ
௫ = ߱ଶ

௭ = 0 получим  
ଶଶܭ̇ = ଶܬ

௬ ߱̇ଶ
௬ + ଶ߱ଶܤ

௫߱ଶ
௭ = ଶܬ

௬ ߱̇ଶ
௬. Теперь по табл. 3 получим 

ଶܯ = ଷܯ + ଶܬ
௬ ߱̇ଶ

௬ + ݉ଷܮଶ
ଶ(−ݏଵଶܿ̇ଵଶ + ܿଵଶ̇ݏଵଶ)௧

ᇱ + ݍଵଶ̈ݏ)ଶܮܽ
௫ + ܿଵଶ̈ݍ

௭) − ଵܿ̈ଵܮଵଶݏܾ + ܾܿଵଶܮଵ̈ݏଵ.  
Учитывая равенство ݍଵ = ଶݍ =  по утверждению 2 получим ,ݕ
ଵܯ = ଶܯ + ଵଵܭ̇ + ݉ଶ(ܴଶ

௭ܴ̇ଶ
௫ − ܴଶ

௫ܴ̇ଶ
௭)௧

ᇱ + ܴଶ
௭݉̈ଶ

௫ − ܴଶ
௫݉̈ଶ

௭ + (݉ଵ
௭ − ݉ଶ

௭)ܴ̈ଵଵ
௫ − (݉ଵ

௫ − ݉ଶ
௫)ܴ̈ଵଵ

௭ , 
где по формуле (4) с учетом равенств ݍଵଵ

௫ = ଵଵݍ
௭ = ଵଵݍ ,0

௬ = 1, ߱ଵ
௫ = ߱ଵ

௭ = 0 получим  
ଵଵܭ̇ = ଵܬ

௬ ߱̇ଵ
௬ + ଵ߱ଵܤ

௫߱ଵ
௭ = ଵܬ

௬ ߱̇ଵ
௬. Теперь по табл. 3 получим 

ଵܯ = ଶܯ + ଵܬ
௬ ߱̇ଵ

௬ + ݉ଶܮଵ
ଶ(−ݏଵܿ̇ଵ + ܿଵ̇ݏଵ)௧

ᇱ + ଵଶܾ̈ܿ)(ଵݏଵܮ−) − ݍ̈ܽ
௫) + ଵଶݏܾ̈)ଵܿଵܮ + ݍ̈ܽ

௭).  
По формуле (6) имеем 
߱ଵ

௬ = ଵݔ
௫̇ݖଵ

௫ + ଵݔ
௬̇ݖଵ

௬ + ଵݔ
௭̇ݖଵ

௭ = ܿଵ̇ݏଵ − ଵܿ̇ଵ, ߱ଶݏ
௬ = ଶݔ

௫̇ݖଶ
௫ + ଶݔ

௬̇ݖଶ
௬+ݔଶ

௭̇ݖଶ
௭ = ܿଵଶ̇ݏଵଶ −   .ଵଶܿ̇ଵଶݏ

Следовательно, 
ଶܯ = ଷܯ + ଶܬ

௬߱̇ଶ
௬ + ݍଵଶ̈ݏ)ଶܮܽ

௫ + ܿଵଶ̈ݍ
௭) + ଵݏଵ(ܿଵଶ̈ܮܾ −  ,(ଵଶܿ̈ଵݏ

ଵܯ = ଶܯ + ଵܬ
௬߱̇ଵ

௬ + ݍଵ[ܽ(ܿଵ̈ܮ
௭ + ݍଵ̈ݏ

௫) + ܾ(ܿଵ̈ݏଵଶ −  ,[(ଵܿ̈ଵଶݏ
где ܬଶ

௬ = ଶܬ
௬ + ݉ଷܮଶ

ଶ ଵܬ ,
௬ = ଵܬ

௬ + ݉ଶܮଵ
ଶ. 

Если в исходном положении МС на рис. 3 массы тел 3-й подсистемы распределены симмет-
рично оси ܱଷݕ, то ܬ

௫ = ܬ
௭ , т. е. ܤ = ܣ ,0 = ݅ , гдеܦ− = 3, 4, 5, 6. Следовательно, 

ܭ̇ = ܬ
௬ ߱̇

௬, 
ହܭ̇ = ହܬ

௭ ߱̇ହ
௭ − ܬ

௭ ߱̇ݏ)
௫ − ܿ߱̇

௭) + ହ߱ହܦ
௫߱ହ

௬+ܦ߱
௬(ܿ߱

௫ + ߱ݏ
௭), 

ଷܭ̇ = ଵଷܬ
௬ ߱̇ଷ

௬ + ହܬ
௫ ହ߱̇ହݏ

௫ + ܿହ൫ܬହ
௬ ߱̇ହ

௬ + ܬ
௬ ߱̇

௬൯ + ܬ
௭ ൫ݔ

௬߱̇
௫ + ݖ

௬߱̇
௭൯ − ହ߱ହݏହܦ

௬߱ହ
௭ +  

߱ܦ+
௬(ݖ

௬߱
௫ − ݔ

௬߱
௭),  

где ܬଵଷ
௬ = ଷܬ

௬ + ସܬ
௬ . 

Таким образом, если ܮଵ = ଶܮ =  :то УД МС на рис. 3 в НК имеют вид ,ܮ
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ଵܬ

௬߱̇ଵ
௬ + ݍଵ[ܽ(ܿଵ̈ܮ

௭ + ݍଵ̈ݏ
௫) + ܾ(ܿଵ̈ݏଵଶ − [(ଵܿ̈ଵଶݏ = ଵܯ − ,ଶܯ

ଶܬ
௬߱̇ଶ

௬ + ݍଵଶ̈ݏ)ଶܮܽ
௫ + ܿଵଶ̈ݍ

௭) + ଵݏଵ(ܿଵଶ̈ܮܾ − (ଵଶܿ̈ଵݏ = ଶܯ − ,ଷܯ
ଷସܬ

௬ ߱̇ଷ
௬ + ହܬ

௫ ହ߱̇ହݏ
௫ + ହܬ

௬ ܿହ߱̇ହ
௬ + ܬ

௭ ݔ)
௬߱̇

௫ + ݖ
௬߱̇

௭) + ܬ
௬ ܿହ߱̇

௬ −
ݍ]ܮܽ−

௭(ܿ̈ଵ + ܿ̈ଵଶ) + ݍ
௫(̈ݏଵ + [(ଵଶݏ̈ − ହ߱ହݏହܦ

௬߱ହ
௭ + ߱ܦ

௬൫ݖ
௬߱

௫ − ݔ
௬߱

௭൯ = ,ଷܯ
݉ସ̈ݍସ + ܽܿ̈ହ − ݉ସ݃ = ,ସܨ

ହܬ
௭ ߱̇ହ

௭ − ܬ
௭ ߱̇ݏ)

௫ − ܿ߱̇
௭) + ଵݏ̈)ଵଷݏ]ହܿܮܽ + (ଵଶݏ̈ + ܿଵଷ(ܿ̈ଵ + ܿ̈ଵଶ)] − ସݍହ̈ݏܽ +

ହ߱ହܦ+
௫߱ହ

௬ + ߱ܦ
௬(ܿ߱

௫ + ߱ݏ
௭) + ହݏ݃ܽ = ,ହܯ

ܬ
௬ ߱̇

௬ = .ܯ

�  

Для перехода к УД в углах поворота тел выпишем формулы вычисления проекций ߱
௫, ߱

௬, 
߱

௭ через углы относительного поворота тел и их производные по времени. Для этого исполь-
зуем формулу сложения угловых скоростей ߱ = ߱ିଵ + -. Тогда последовательно полуݍݍ̇
чим ߱ଵ = ݕଵݍ̇ = ଵ, ߱ଶݕଵݍ̇ = ߱ଵ + ଶݕଶݍ̇ = ଶ, ߱ଷݕଵଶݍ̇ = ߱ଶ + ଷݕଷݍ̇ = ଷ, ߱ହݕଵଷݍ̇ = ߱ଷ + ହݍହݍ̇ = 
= ଷݕଵଷݍ̇ + ଷݕ ହ. Из рис. 3 видно, чтоݖହݍ̇ = ܿହݕହ + ହ. Тогда ߱ହݔହݏ = ହݕଵଷ(ܿହݍ̇ + (ହݔହݏ +  ,ହ иݖହݍ̇
следовательно, ߱ହ

௫ = ଵଷ, ߱ହݍହ̇ݏ
௬ = ܿହ̇ݍଵଷ, ߱ହ

௭ = ହ. Отсюда ߱̇ହݍ̇
௫ = ଵଷݍହ̈ݏ + ܿହ̇ݍଵଷ̇ݍହ = ଵଷݍହ̈ݏ + ߱ହ

௬̇ݍହ, 
߱̇ହ

௬ = ܿହ̈ݍଵଷ − ହݍଵଷ̇ݍହ̇ݏ = ܿହ̈ݍଵଷ − ߱ହ
௫̇ݍହ. 

Аналогично ߱ = ߱ହ + ݕݍ̇ = ߱ହ
௫ݔହ + ߱ହ

௬ݕ + ହݖହݍ̇ + ହݔ ,ݕݍ̇ = ܿݔ + ହݖ ,ݖݏ = ݔݏ− + ܿݖ, 

߱ = ߱ହ
௫(ܿݔ + (ݖݏ + ൫߱ହ

௬+̇ݍ൯ݕ + ݔݏ−)ହݍ̇ + ܿݖ), ߱
௫ = ܿ߱ହ

௫ − ହ, ߱ݍ̇ݏ
௬ = ߱ହ

௬ +  ,ݍ̇
߱

௭ = ߱ହݏ
௫ + ܿ̇ݍହ, ߱̇

௫ = ܿ߱̇ହ
௫ − ହݍ̈ݏ − ߱ହݍ̇ݏ

௫ − ܿ̇ݍହ̇ݍ = ܿ߱̇ହ
௫ − ହݍ̈ݏ − ߱

௭̇ݍ, ߱̇
௬ = ߱̇ହ

௬ +  ,ݍ̈
߱̇

௭ = ߱̇ହݏ
௫ + ܿ̈ݍହ + ܿ̇ݍ߱ହ

௫ − ݍହ̇ݍ̇ݏ = ߱̇ହݏ
௫+ܿ̈ݍହ + ߱

௫̇ݍ. 
В табл. 3 неизвестны выражения НК ݍ

௫ , ݍ
௭. Их можно выписать по общим формулам или 

вывести путем элементарных рассуждений на основе КС на рис. 3. Действительно, из рис. 3 вид-
но, что ݍ = ହݕ ,ହݕ = ܿହݕ − ଷݔ ,ଷݔହݏ = ܿଵଷݔ − ݍ ,Следовательно .ݖଵଷݏ = ܿହݕ − ݔହ(ܿଵଷݏ −  ,(ݖଵଷݏ
т. е. ݍ

௫ = ହݕ
௫ = −ܿଵଷݏହ, ݍ

௭ = ହݕ
௭ = ݍ̈ ହ. Отсюдаݏଵଷݏ

௫ = (−ܿ̇ଵଷݏହ−ܿଵଷ̇ݏହ)௧
ᇱ = ହܿ̈ଵଷݏ− − ܿଵଷ̈ݏହ + 

ݍ̈ ,ହݍଵଷ̇ݍଵଷܿହ̇ݏ2+
௭ = ହݏଵଷݏ̇) + ହ)௧ݏଵଷ̇ݏ

ᇱ = ଵଷݏହ̈ݏ + ହݏଵଷ̈ݏ + 2ܿଵଷܿହ̇ݍଵଷ̇ݍହ. Теперь для перехода от УД в 
НК к УД в относительных углах поворота тел достаточно воспользоваться свойствами (7), (8) 
простых НК, а также следующими свойствами: 

ఈݏ ఉݏ̈ + ܿఈ ܿ̈ఉ = sin(ߙ − ߚ̈(ߚ − cos(ߙ −  ,ଶߚ̇(ߚ
ܿఈ ఉݏ̈ − ఈݏ ܿ̈ఉ = cos(ߙ − ߚ̈(ߚ − sin(ߙ −  ,ଶߚ̇(ߚ

где ݏఈ = sin(ߙ), . . . , ఉܿ = cos(ߚ). Эти формулы проверяются путем элементарных вычислений. 
После перехода к относительным углам поворота тел и их производным по времени получим 

следующие УД МС на рис. 3: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ଵݍௗଵ̈ܫ + ଵଶݍ(ܿଶ̈ܮ − ଵଶݍଶ̇ݏ

ଶ ) + ଵଷݍହ(ܿଶଷ̈ݏ]ܮ − ଵଷݍଶଷ̇ݏ
ଶ ) + ହݍଶଷ(ܿହ̈ݏ − ହݍହ̇ݏ

ଶ) +
+2ܿଶଷܿହ̇ݍଵଷ̇ݍହ] = ଵܯ − ,ଶܯ

ଵଶݍௗଶ̈ܫ + ଵݍ(ܿଶ̈ܮ + ଵݍଶ̇ݏ
ଶ) + ଵଷݍହ(ܿଷ̈ݏ]ܮ − ଵଷݍଷ̇ݏ

ଶ ) + ହݍଷ(ܿହ̈ݏ − ହݍହ̇ݏ
ଶ) +

+2ܿଷܿହ̇ݍଵଷ̇ݍହ] = ଶܯ − ,ଷܯ
ଵݍହ(ܿଶଷ̈ݏܮ + ܿଷ̈ݍଵଶ + ଵݍଶଷ̇ݏ

ଶ + ଵଶݍଷ̇ݏ
ଶ ) + ܬ

௬ ܿହ̈ݍ + ଷܫ)
 + ହܫ

с ܿହ
ଶ)̈ݍଵଷ +

ଵଷݍܿହ̇ܫ)ହݏ+ − ହݍ̇(ݍௗ̇ܫ = ,ଷܯ
݉ସ̈ݍସ − ܽ൫ݏହ̈ݍହ + ܿହ̇ݍହ

ଶ൯ − ݉ସ݃ = ,ସܨ
ଵݍଶଷ̈ݏ)ܿହܮ + ଵଶݍଷ̈ݏ − ܿଶଷ̇ݍଵ

ଶ − ܿଷ̇ݍଵଶ
ଶ ) + ହܫ

௫ ହݍ̈ − ସݍ̈ܽ]ହݏ − ଵଷݍହ̇ܿܦ) + [ଵଷݍ̇(ݍௗ̇ܫ +
ହݏ݃ܽ+ = ,ହܯ

ܬ
௬ (ܿହ̈ݍଵଷ + ݍ̈ − (ହݍଵଷ̇ݍହ̇ݏ = ,ܯ

� 

где использованы следующие обозначения констант: ܮ = ܮ ,ܾܮ =  ,ܽܮ
ௗଵܫ = ଵܬ

௬ + ݉ଶܮଶ, ܫௗଶ = ଶܬ
௬ + ݉ଷܮଶ, ܫଷ

 = ଷܬ
௬ + ସܬ

௬ + ହܫ
௫ ହܫ ,

௫ = ହܬ
௫ + ܬ

௫ , 
ହܫ

௬ = ହܬ
௬ + ܬ

௬ ହܫ ,
с = ହܫ

௬ − ହܫ
௫ ௗܫ , = ܦ + ܬ

௫ ܦ , = ହܦ + ܫ ,ܦ = ହܫ−
 −   .ܦ

Дальнейшие упрощения этих УД практически невозможны. 
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3. Верификация УД 
В ручном и автоматизированном (с применением ПЭВМ) режимах выписывания УД МС 

возможны ошибки и описки. Поэтому выписанные формулы необходимо верифицировать. Для 
этого мы используем JS-функцию СФСТОВ вычисления силовых факторов для систем тел с од-
ной открытой ветвью. В случае определенного сочетания нулевых и отличных от нуля входных 
списков обобщенных координат (ОК), обобщенных скоростей (ОС) и обобщенных ускорений 
(ОУ) эта функция позволяет верифицировать УД МС. Функция СФСТОВ возвращает списки чи-
словых значений обобщенных движущих сил (ОДС) [ܳଵ, ܳଶ, . . . , ܳே], а также проекций динамиче-
ских реакций в сочленениях на оси НСК. 

JS-код функции СФСТОВ представлен в листинге 1. Из первой строки кода видно, что функ-
ция СФСТОВ имеет десять входных параметров. Девять параметров являются списками и по-
следний – скаляром g (модуль ускорения свободного падения). Скалярные, векторные и матрич-
ные величины хранятся в списках. До комментария /* умножение матрицы на вектор  */ запро-
граммированы формулы вычисления ОДС. Эти формулы опубликованы в статье [20]. Из двух 
последних строк видно, что функция СФСТОВ возвращает три списка. Первый их них содержит 
ОДС. После комментария /* умножение матрицы на вектор */ представлены очевидные коды 
вычисления матричных и векторных операций. 

Перед обращением к функции СФСТОВ необходимо заполнить следующие списки постоян-
ных входных параметров: коды кинематических пар (КП), где КП(i) = 1, если i-е тело вращатель-
ное, и КП(i) = 0, если i-е тело – поступательное; направляющие косинусы осей КП (НКОКП) в 
ССК тел КП; координаты баз полюсов тел (КБПТ) в ССК предшествующих тел; координаты цен-
тров масс (ЦМ) тел в их ССК; тензоры инерции тел (ТИТ) в центральных ССК этих тел. Для МС 
на рис. 3 в листинге 2 приведен пример заполнения этих списков. 

Для верификации УД МС можно использовать функцию СФСТОВ следующим образом. Ес-
ли для всех k положить ̇ݍ = ݍ̈ = 0, то ܳ =   .ܩ

 
Листинг 1 

JS-функция решения первой задачи динамики МС 
Listing 1 

JS-function for solving the first problem of dynamics of manipulation systems 
 

function СФСТОВ(КП,НКОКП,КБПТ,МТ,ЦМ,ТИТ,ОК,ОС,ОУ,g){ var N = КП.length-1, i,  
 qx, qy, qz, c, s, c1, МП=[], МП0=[,[]], МПТ=[], КПТ=[], АУЦМ=[], АУС=[],  
 АУУ = [], АУП = [], АКГВС = [], АКГМС = [], ОДС = [] , F = [], M = []; 
 for(var i = 0; i <= N; i++){ МП[i] = []; /* Вычисление МП */ 
  if(КП[i] === 0) { МП[i]=[[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]] }  
   else {qx = НКОКП[i][0]; qy = НКОКП[i][1]; qz = НКОКП[i][2];  
    c = Math.cos(ОК[i]); s = Math.sin(ОК[i]); c1 = 1 - c; 
    МП[i]=[[qx*qx*c1+c, qx*qy*c1-qz*s, qx*qz*c1+qy*s],  
     [qx*qy*c1+qz*s, qy*qy*c1+c, qy*qz*c1-qx*s],  
     [qx*qz*c1-qy*s, qy*qz*c1+qx*s, qz*qz*c1+c]] }; МПТ[i] = трансп(МП[i]) }; 
/* Вычисление АУС, АУУ, АУП */ 
 АУС[0] = ЧВ(КП[0]*ОС[0], НКОКП[0]); АУУ[0] = ЧВ(КП[0]*ОУ[0], НКОКП[0]);  
 АУП[0] = ЧВ((1-КП[0])*ОУ[0], НКОКП[0]);  
 АУЦМ[0] = СВ(ВП(АУУ[0],ЦМ[0]), ВП(АУС[0],ВП(АУС[0],ЦМ[0]))); МП0[0] = МПТ[0]; 
 for(i = 1; i <= N; i++){ КПТ[i] = СВ(КБПТ[i], ЧВ((1-КП[i])*ОК[i], НКОКП[i])); 
  АУС[i] = МВ(МПТ[i], СВ(АУС[i-1], ЧВ(КП[i]*ОС[i], НКОКП[i]))); 
  АУП[i]=МВ(МПТ[i],СВ(АУП[i-1],ВП(АУУ[i-1],КПТ[i]),ВП(АУС[i-1], 
            ВП(АУС[i-1],КПТ[i])), ЧВ((1-КП[i]), СВ(ЧВ(ОУ[i], НКОКП[i]),  
                                  ЧВ(2*ОС[i], ВП(АУС[i-1], НКОКП[i])))))); 
  АУУ[i] = МВ(МПТ[i], СВ(АУУ[i-1], ЧВ(КП[i],(СВ(ЧВ(ОУ[i], НКОКП[i]),  
                                   ЧВ(ОС[i], ВП(АУС[i-1], НКОКП[i]))))))); 
  АУЦМ[i] = СВ(ВП(АУУ[i], ЦМ[i]), ВП(АУС[i], ВП(АУС[i], ЦМ[i])));  
  МП0[i] = УМ(МПТ[i], МП0[i-1]) }; /* Вычисление сил и моментов сил */ 
 F[N] = ЧВ(МТ[N], СВ(АУП[N], РВ(АУЦМ[N], МВ(МП0[N], [0,-g,0])))); 
 M[N]=СВ(МВ(ТИТ[N],АУУ[N]), ВП(АУС[N], МВ(ТИТ[N],АУС[N])), ВП(ЦМ[N],F[N])); 
 for(i = N-1; i >= 0; i--){ F[i]=СВ(ЧВ(МТ[i], СВ(АУП[i], РВ(АУЦМ[i],  
                                 МВ(МП0[i], [0,-g,0])))), МВ(МП[i+1], F[i+1])); 
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  M[i] = СВ(МВ(ТИТ[i],АУУ[i]), ВП(АУС[i],МВ(ТИТ[i],АУС[i])), ВП(ЦМ[i], F[i]),  
          ВП(РВ(КПТ[i+1], ЦМ[i]), МВ(МП[i+1], F[i+1])), МВ(МП[i+1], M[i+1])) }; 
/* Вычисление ОДС */ 
 for(i = 0; i <= N; i++) { if(КП[i] === 0) { ОДС[i] = СП(НКОКП[i], F[i]) }  
  else { ОДС[i] = СП(НКОКП[i], M[i]) } } return [ОДС,F,M] }; 
/* умножение матрицы на вектор */ 
function МВ(A, b) {var C = [0,0,0]; for(var i = 0; i <= 2; i++) {  
 for(var j = 0; j <= 2; j++) { C[i] += A[i][j]*b[j] } } return C }; 
/* умножение матрицы на число */ 
function МЧ(A, b) { for(var i = 0; i <= 2; i++) {  
 for(var j = 0; j <= 2; j++) { A[i][j] = A[i][j]*b } } return A }; 
function УМ(A,B) { var C = [[0,0,0],[0,0,0],[0,0,0]]; /* умножение матриц */ 
 for (var k = 0; k <= 2; k++){  for (var i = 0; i <= 2; i++) { 
  for (var j=0; j<=2; j++){ C[i][k]+=A[i][j]*B[j][k] }}} return C }; 
/* скалярное произведение векторов */ 
function СП(a, b) { return a[0]*b[0] + a[1]*b[1] + a[2]*b[2] }; 
function ВП(a, b) { /* векторное произведение */ 
 return [a[1]*b[2]-b[1]*a[2], a[2]*b[0]-b[2]*a[0], a[0]*b[1]-b[0]*a[1]] }; 
/* умножение числа на вектор */ 
function ЧВ(num, a) { return [num*a[0], num*a[1], num*a[2]] }; 
/* сумма векторов */ 
function СВ(){ for(var i = 0, x = 0, y = 0, z = 0; i < arguments.length; i++){ 
 x+=arguments[i][0]; y+=arguments[i][1]; z+=arguments[i][2] } return [x,y,z] }; 
/* разность двух векторов */ 
function РВ(a, b) { return [a[0]-b[0], a[1]-b[1], a[2]-b[2]] }; 
function трансп(matrix) { /* транспонирование матрицы */ 
 return matrix[0].map((col, i) => matrix.map(row => row[i])) } 
 

Листинг 2 
Верификация УД МС на рис. 3  

Listing 2 
Verification of the equations of dynamics of manipulation systems in Fig. 3 

 

<html> <head> <script src="вычислениеОДС.js"> </script> 
 <script> onload = function() { // Вычисление ОДС с помощью ПО 
  var m01=10, m02=8, m03=5, m04=3, m05=2, m06=1,  // массы тел 
// главные центральные моменты инерции тел  
  Icx1=0.6, Icy1=0.9, Icx2=0.4, Icy2=0.8, Icx3=0.6, Icy3=0.3,  
  Icx4=0.5, Icy4=0.2, Icx5=0.4, Icy5=0.1, Icx6=0.3, Icy6=0.1, 
// расстояния от полюсов тел до их центров масс  
  A1=0.2, A2=0.3, B3=0.4, B4=0.2, B5=0.1, B6=0.07, L1=0.5, L2=0.5, 
// обобщенные ускорения, скорости и координаты  
qtt1=2.3, qtt2=3.2, qtt3=1.3, qtt4=2.1, qtt5=1.1, qtt6=2.1, g=9.81, qt1=3.2,  
qt2=2.2, qt3=4.1, qt4=2.1, qt5=4.1, qt6=2.1, q1=3.2, q2=2.2, q3=4.1, q4=2.1,  
q5=1.1, q6=2.1, q12=q1+q2; q13=q12+q3; q23=q2+q3; qt12=qt1+qt2; qt13=qt12+qt3;  
qtt12=qtt1+qtt2; qtt13=qtt12+qtt3;  // списки входных параметров  
var КП = [1,1,1,0,1,1], МТ = [m01,m02,m03,m04,m05,m06], 
 НКОКП = [[0,1,0],[0,1,0],[0,1,0],[0,-1,0],[0,0,1],[0,1,0]], 
 КБПТ = [[0,0,0], [L1,0,0], [L2,0,0], [0,0,0], [0,0,0], [0,0,0]],  
 ЦМ = [[A1,0,0],[A2,0,0],[0,-B3,0],[0,B4,0],[0,-B5,0],[0,-B6,0]], 
 ТИТ=[[[Icx1,0,0],[0,Icy1,0],[0,0,Icy1]], [[Icx2,0,0],[0,Icy2,0],[0,0,Icy2]], 
 [[Icx3,0,0],[0,Icy3,0],[0,0,Icx3]], [[Icx4,0,0],[0,Icy4,0],[0,0,Icx4]], 
 [[Icx5,0,0],[0,Icy5,0],[0,0,Icx5]], [[Icx6,0,0],[0,Icy6,0],[0,0,Icx6]]],  
 ОК=[q1,q2,q3,q4,q5,q6], ОС=[qt1,qt2,qt3,qt4,qt5,qt6],  
 ОУ=[qtt1,qtt2,qtt3,qtt4,qtt5,qtt6];    
    var ответ = СФСТОВ(КП, НКОКП, КБПТ, МТ, ЦМ, ТИТ, ОК, ОС, ОУ, g); 
    // Вычисление движущих сил и моментов сил по выписанным формулам 
m5=m05+m06; m4=m04+m5; m3=m03+m4; m2=m02+m3; // массы подсистем 
a=m05*B5+m06*B6; b=m02*A2+m3*L2; // параметры статических моментов  
Ix6=Icx6+m06*B6*B6; Ix5=Icx5+m05*B5*B5; Ic34=Icy3+Icy4; // моменты инерции 
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Iq5=Ix5+Ix6; D5=Icy5-Ix5; D6=Icy6-Ix6; Id2=Icy2+m02*A2*A2+m3*L2*L2;  
Id1=Icy1+m01*A1*A1+m2*L1*L1; La=L1*a; Ix56=Ix5+Ix6; D=D5+D6;  
Id=D6+Ix6; Iy56=Icy5+Icy6; Ie=Ix56-Iy56-D5-D6; If=D6+Ix6; 
c1=Math.cos(q1); s1=Math.sin(q1); // косинусы и синусы углов поворота тел  
c2=Math.cos(q2); s2=Math.sin(q2); c3=Math.cos(q3); s3=Math.sin(q3);  
c5=Math.cos(q5); s5=Math.sin(q5); c6=Math.cos(q6); s6=Math.sin(q6);  
c12=Math.cos(q12); s12=Math.sin(q12); c13=Math.cos(q13); s13=Math.sin(q13); 
c23=Math.cos(q23); s23=Math.sin(q23);  
// движущие моменты сил 
M3=La*s5*(c23*qtt1+c3*qtt12+s23*qt1*qt1+s3*qt12*qt12)+Icy6*c5*qtt6+ 
 (Ic34+Ix56*s5*s5+Iy56*c5*c5)*qtt13+Ie*s5*c5*qt13*qt5-If*s5*qt5*qt6; 
M2=M3+Id2*qtt12+b*L1*(c2*qtt1+s2*qt1*qt1)+ 
a*L2*(s5*(c3*qtt13-s3*qt13*qt13)+s3*(c5*qtt5-s5*qt5*qt5)+2*c3*c5*qt13*qt5);  
M1=M2+Id1*qtt1+b*L1*(c2*qtt12-s2*qt12*qt12)+a*L1*(s5*(c23*qtt13- 
s23*qt13*qt13)+s23*(c5*qtt5-s5*qt5*qt5)+2*c23*c5*qt13*qt5);  
M5=La*c5*(s23*qtt1+s3*qtt12-c23*qt1*qt1-c3*qt12*qt12)+Ix56*qtt5 
-s5*(a*qtt4-(D*c5*qt13+Id*qt6)*qt13)+g*a*s5;  
F4=m4*qtt4-a*(s5*qtt5+c5*qt5*qt5)-m4*g; M6=Icy6*(c5*qtt13+qtt6-s5*qt13*qt5);  
document.getElementById("вывод").innerHTML= // результат верификации 
"Обобщенные движущие силы:<br/>"+ответ[0].join("<br/>")+"<br/>M1="+M1+ 
"<br/>M2="+M2+"<br/>M3="+M3+"<br/>F4="+F4+"<br/>M5="+M5+"<br/>M6="+M6; 
 } </script> </head> <body> <div id="вывод"></div> </body> </html> 
 
Следовательно, должно совпасть значение ܳ, вычисленное функцией СФСТОВ, и значение 

 , вычисленное по верифицируемой формуле. Так проверяется на отсутствие ошибок формулаܩ
вычисления ܩ. Если необходимо проверить формулу вычисления ܪ, то в k-м УД достаточно 
положить ̈ݍ > 0 и тогда ܳ = ݍ̈ܪ +  ,. Для проверки, например, инерционных сил k-го УДܩ
достаточно считать отличными от нуля только скорости, и так далее. 

Код верификация УД на рис. 3 приведен в листинге 2. 
 
4. Доказательство утверждений 
С целью сокращения записей будем использовать символы ߦ, ,ߟ  принимающие значения на ,ߞ

множестве {ݔ, ,ݕ   в НСК будем записывать как имен осей СК. Тогда НК орта {ݖ
ఎ, где  

ߟ ∈ ,ݔ} ,ݕ   ГСК(k) будем записывать какߟ оси ܱߟ  на ортݍ а скалярное произведение орта ,{ݖ
ݍ

ఎ . Смешанное произведение орт осей НСК будем коротко записывать в виде ߟ × ߦ ⋅ ߞ =∈ఎక, 
где ∈ఎక – символ Леви-Чивиты [19]. 

Записи формул значительно сокращаются, если использовать знаки суммирования по немым 
символьным индексам ߦ, ,ߟ Например, формулы (6) можно коротко записать в виде ߱ .ߞ

௫ = ∑  క ݖ
క̇ݕ

క, 
߱

௬ = ∑  ఎ ݔ
ఎ̇ݖ

ఎ, ߱
௭ = ∑   ݕ

̇ݔ
. 

Из утверждений 2 и 4 статьи [18] следует, что силу ܨ, действующую на j-е тело со стороны 
(j – 1)-го тела, можно вычислить по формуле  

ܨ = ݉ ∑  
ୀଵ ܴ + ݉ − ݉݃.  

Тогда, используя разложения ݃ = ܴ ,ݕ݃− = ∑  ఎ ܴ
ఎߟ, ݉ = ∑  ఎ ݉

ఎߟ и определение ܨ =  ⋅  ,ܨ
получим  

ܨ =  ⋅ ݉ ∑  
ୀଵ ∑  ఎ ܴ̈

ఎߟ +  ⋅ ∑  ఎ ݉̈
ఎߟ + ݉݃ ⋅   .ݕ

Отсюда с учетом обозначений 
ఎ =  ⋅ ଵܴ ,ߟ

ఎ = ∑  
ୀଵ ܴ

ఎ следует формула  
ܨ = ∑  ఎ 

ఎ( ܴ݉̈ଵ
ఎ + ݉̈

ఎ) + ݉݃
௬.  

Развертывая в ней сумму по ߟ, получим искомую формулу (2). 
Из утверждений 1 и 7 статьи [18] следует, что момент силы ܯ, действующий на j-е тело со 

стороны (j-1)-го тела, можно вычислять по формуле 
ܯ = ݉ × ∑  

ୀଵ ܴ + ∑  ே
ୀାଵ (ܴ݉ × ܴ + ܴ × ݉ + ݉ × ܴ) + ܭ +  ,ܩ
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где ܭ = ∑  ே
ୀ ܬ) ⋅ ߱)௧

ᇱ ܩ ; = ݃ × ݉; ܬ – тензор инерции k-го тела в его ГСК с началом в по-
люсе ܱ; ߱ – абсолютная угловая скорость k-го тела. Для слагаемых формулы вычисления дви-
жущего момента силы ܯ = ݍ ⋅ - выведем искомые представления. Для этого разложим вектоܯ
ры ݍ, ݉, ܴ по ортам НСК, приведем подобные при ортах НСК и используем символ Леви-
Чивиты. Тогда получим 

ݍ ⋅ ݉ × ∑  
ୀଵ ܴ = ∑   ݍ

ߞ ⋅ ∑  ఎ ݉
ఎߟ × ∑  

ୀଵ ∑  క ܴ̈
కߦ = ∑ ݍ

    ∑ ∑ ߟ × క ߦ  ఎ ∙ ߞ ݉
ఎ ∑  

ୀଵ ܴ̈
క =  

= ∑ ∑  ∑ ∈ఎక ݍ 


కఎ   ݉
ఎܴ̈

క. 
Аналогично 
ݍ ⋅ ൫ܴ݉ × ܴ + ܴ × ݉ + ݉ × ܴ൯ =  

= ݍ ⋅ ቀ݉ ∑  ఎ ܴ
ఎߟ × ∑  క ܴ̈

కߦ + ∑  ఎ ܴ
ఎߟ × ∑  క ݉̈

కߦ + ∑  క ݉
కߦ × ∑  ఎ ܴ̈

ఎߟቁ =  

= ∑   ݍ
ߞ ⋅ ቀ݉ ∑  ఎ ܴ

ఎ ∑  క ܴ̈
కߟ × ߦ + ∑  ఎ ܴ

ఎ ∑  క ݉̈
కߟ × ߦ + ∑  క ݉

క ∑  ఎ ܴ̈
ఎߦ × ቁߟ =  

 = ∑  ఎ ∑  క ∑   ݍ
(ܴ݉

ఎܴ̈
క + ܴ

ఎ݉̈
క − ݉

కܴ̈
ఎ)ߟ × ߦ ⋅   .ߞ

Подставим эти выражения в формулу ܯ = ݍ ⋅  . Тогда получимܯ

ܯ = ∑  ఎ ∑  క ∑   ∈ఎక ݍ
[ ݉

ఎ ∑  
ୀଵ ܴ̈

క + ∑  ே
ୀାଵ (ܴ݉

ఎܴ̈
క + ܴ

ఎ݉̈
క−݉

కܴ̈
ఎ)] + ܭ̇ +   .ܩ

Если в этой формуле развернуть суммы по немым символьным индексам ߦ, ,ߟ -учесть зна ,ߞ
чения символов Леви-Чивиты и обозначения ܯାଵ

௫ ାଵܯ ,
௬ ାଵܯ ,

௭ , то получим искомые формулы (3). 
Приведем вектор ܭ к оси ܱݍ, используем диадное представление тензора инерции k-го те-

ла в его ГСК, разложим вектор ߱ на оси этой ГСК, внесем орты НСК под знак производной по 
времени и используем равенство ߦ ⋅ ∑  ఎ ߱

ఎߟ = ߱
క. Тогда получим 

ܭ̇ = ݍ ⋅ ∑  ே
ୀ ܬ) ⋅ ߱)௧

ᇱ = ݍ ⋅ ∑  ே
ୀ (∑  క ܬ

క ߦߦ ⋅ ∑  ఎ ߱
ఎߟ)௧

ᇱ =  

= ∑   ݍ
ߞ ⋅ ∑  ே

ୀ ∑  క ܬ
క ߱ߦ)

క)௧
ᇱ = ∑   ݍ

 ∑  ே
ୀ ∑  క ܬ

క ߞ) ⋅ ߱ߦ
క)௧

ᇱ = ∑  ே
ୀ ∑  క ܬ

క ݍ
(ߦ

߱
క)௧

ᇱ .  

После вычисления производной получим ̇ܭ = ∑  ே
ୀ ∑  క ܬ)

క ݍ
ߦ

߱̇
క + ܬ

క ݍ
̇ߦ

߱
క). Разложим 

орт ߦ ГСК(k) по ортам НСК. Тогда получим ߦ = ∑  ఎ ߦ
ఎߟ. Отсюда имеем  

ߦ ⋅ ߞ = ∑  ఎ ߦ̇
ఎߟ ⋅ ߞ = ߦ̇

 = ߱ × ߦ ⋅ ߞ = ∑  ఎ ߱
ఎߟ × ߦ ⋅ ߞ =   

= ∑  ఎ ∈ఎకఔ ߱
ఎߥ ⋅ ߞ = ∑  ఎ ∈ఎకఔ ߥ

߱
ఎ .  

Следовательно,  
∑  క ܬ

క ݍ
̇ߦ

߱
క = ∑  క ܬ

క ߱
క ∑   ݍ

̇ߦ
 = ∑  క ܬ

క ߱
క ∑   ݍ

 ∑  ఎ ∈ఎకఔ ߥ
߱

ఎ =  

= ∑  క ܬ
క ߱

క ∑  ఎ ∈ఎకఔ ߱
ఎ ∑   ݍ

ߥ
 = ∑  క ܬ

క ߱
క ∑  ఎ ∈ఎకఔ ݍ

ఔ ߱
ఎ = ∑  క ܬ

క ߱
క ∑  ఎ ∈ఎక ݍ

 ߱
ఎ .  

Теперь, учитывая представление ∑   ݍ
ߦ

 = ݍ ⋅ ߦ = ݍ
క , получим 

ܭ̇ = ∑  ே
ୀ ∑  క ܬ

క ݍ)
క ߱̇

క + ߱
క ∑  ఎ ∈ఎక ݍ

 ߱
ఎ).  

Раскроем две последние суммы по ߦ и ߟ. Тогда получим  
∑  క ܬ

క ߱
క ∑  ఎ ∈ఎక ݍ

 ߱
ఎ =  

= ܬ
௫ ߱

௫ ∑  ఎ ∈ఎ௫ ݍ
 ߱

ఎ + ܬ
௬ ߱

௬ ∑  ఎ ∈ఎ௬ ݍ
 ߱

ఎ + ܬ
௭ ߱

௭ ∑  ఎ ∈ఎ௭ ݍ
 ߱

ఎ =  

= ܬ 
௫ ߱

௫ቀ∈௭௫௬ ݍ
௬ ߱

௭ +∈௬௫௭ ݍ
௭ ߱

௬ቁ + ܬ
௬ ߱

௬൫∈௫௬௭ ݍ
௭ ߱

௫ +∈௭௬௫ ݍ
௫ ߱

௭൯ +  

ܬ +
௭ ߱

௭ቀ∈௬௭௫ ݍ
௫ ߱

௬+∈௫௭௬ ݍ
௬ ߱

௫ቁݍ
௫ ൫ܬ

௭ ߱
௭߱

௬ − ܬ
௬ ߱

௬߱
௭൯ݍ

௬ ܬ)
௫ ߱

௫߱
௭ − ܬ

௭ ߱
௭߱

௫) +  
ݍ+

௭ ൫ܬ
௬ ߱

௬߱
௫ − ܬ

௫ ߱
௫߱

௬൯ݍ
௫ ൫ܬ

௭ − ܬ
௬ ൯߱

௬߱
௭ + ݍ

௬ ܬ)
௫ ܬ−

௭ )߱
௭߱

௫ + ݍ
௭ ܬ)

௬ − ܬ
௫ )߱

௫߱
௬.  

Отсюда с учетом обозначений ܣ , ܤ ,   получимܦ
ܭ̇ = ∑  ே

ୀ (∑  క ܬ
క ݍ

క ߱̇
క + ݍܣ+

௫ ߱
௬߱

௭ + ݍܤ
௬ ߱

௫߱
௭ + ݍܦ

௭ ߱
௫߱

௬), 
что после развертывания сумм по ߦ совпадает с формулой 

ܭ̇ = ∑  ே
ୀ ݍ]

௫ ܬ)
௫ ߱̇

௫ + ߱ܣ
௬߱

௭) + ݍ
௬ ܬ)

௬ ߱̇
௬ + ߱ܤ

௫߱
௭)+ݍ

௭ ܬ)
௭ ߱̇

௭ + ߱ܦ
௫߱

௬)].  
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Если воспользоваться введенными в утверждении 1 обозначениями, то формула вычисления 
 . примет искомый вид (4)ܭ̇

Приведем момент силы тяжести ܩ к оси ܱݍ. Тогда получим 

ܩ = ݍ ⋅ ܩ = ݍ ⋅ ݃ × ݉ = −݃ ∑   ݍ
ߞ ⋅ ݕ × ∑  ఎ ݉

ఎߟ = ݃ ∑   ∑  ఎ ݍ
ݕ × ߞ ⋅ ߟ ݉

ఎ,  

т. е. ܩ = ݃ ∑   ∑  ఎ ∈௬ఎ ݍ


݉
ఎ . Если в этой формуле развернуть суммы по немым символьным 

индексам и учесть значения символов Леви-Чивиты, то получим искомую формулу (5). 
Если ݍିଵ =  , то по формуле (3) получимݍ

ିଵܯ = ݍ
௫ቀ ݉ିଵ

௬ ܴ̈ଵିଵ
௭ − ݉ିଵ

௭ ܴ̈ଵିଵ
௬ + ܯ̇

௫ቁ + ݍ
௬ቀ ݉ିଵ

௭ ܴ̈ଵିଵ
௫ − ݉ିଵ

௫ ܴ̈ଵିଵ
௭ + ܯ̇

௬ቁ +  
ݍ+

௭( ݉ିଵ
௫ ܴ̈ଵିଵ

௬ − ݉ିଵ
௬ ܴ̈ଵିଵ

௫ + ܯ̇
௭) + ିଵܭ̇ +  .ିଵܩ

Прибавим и отнимем в этом выражении величины, необходимые для выделения в нем сла-
гаемых правой части формулы вычисления ܯ. Тогда получим: 

ିଵܯ = ݍ
௫[( ݉

௬ + ݉ିଵ
௬ − ݉

௬)(ܴ̈ଵ
௭ − ܴ̈

௭) − ( ݉
௭ + ݉ିଵ

௭ − ݉
௭)(ܴ̈ଵ

௬ −ܴ̈
௬) + ାଵܯ̇

௫ +  
[௫ܯ̇+ + ݍ

௬[( ݉
௭ + ݉ିଵ

௭ − ݉
௭)(ܴ̈ଵ

௫ − ܴ̈
௫) − ( ݉

௫+ ݉ିଵ
௫ − ݉

௫)(ܴ̈ଵ
௭ − ܴ̈

௭) + ାଵܯ̇
௬ + [௬ܯ̇ +  

ݍ+
௭[( ݉

௫ + ݉ିଵ
௫ − ݉

௫)(ܴ̈ଵ
௬ −ܴ̈

௬) − ( ݉
௬ + ݉ିଵ

௬ − ݉
௬)(ܴ̈ଵ

௫ − ܴ̈
௫) + ାଵܯ̇

௭ + [௭ܯ̇ + ܭ̇ +  
ܩ+ିଵ,ିଵܭ̇+ + ିଵܩ −   ,ܩ

где 
௫ܯ̇ = ݉( ܴ

௬ܴ̈
௭ − ܴ

௭ܴ̈
௬) + ݉

௬ܴ̈
௭ − ܴ

௭݉̈
௬ + ܴ

௬݉̈
௭ − ݉

௭ܴ̈
௬, 

௬ܯ̇ = ݉( ܴ
௭ܴ̈

௫ − ܴ
௫ܴ̈

௭) + ݉
௭ܴ̈

௫ − ܴ
௫݉̈

௭ + ܴ
௭݉̈

௫ − ݉
௫ܴ̈

௭, 
௭ܯ̇ = ݉( ܴ

௫ܴ̈
௬ − ܴ

௬ܴ̈
௫) + ݉

௫ܴ̈
௬ − ܴ

௬݉̈
௫ + ܴ

௫݉̈
௬ − ݉

௬ܴ̈
௫. 

Таким образом, 
ିଵܯ = ܯ + ݍ

௫[− ݉
௬ܴ̈

௭ + ( ݉ିଵ
௬ − ݉

௬)(ܴ̈ଵ
௭ − ܴ̈

௭) + ݉
௭ܴ̈

௬ −  
−( ݉ିଵ

௭ − ݉
௭)(ܴ̈ଵ

௬ − ܴ̈
௬) + [௫ܯ̇ + ݍ

௬[− ݉
௭ܴ̈

௫ + ( ݉ିଵ
௭ − ݉

௭)(ܴ̈ଵ
௫ − ܴ̈

௫) +  
+ ݉

௫ܴ̈
௭ − ( ݉ିଵ

௫ − ݉
௫)(ܴ̈ଵ

௭ − ܴ̈
௭) + ݍ+[௬ܯ̇

௭[− ݉
௫ܴ̈

௬ + ( ݉ିଵ
௫ − ݉

௫)(ܴ̈ଵ
௬ − ܴ̈

௬) +  
+ ݉

௬ܴ̈
௫ − ( ݉ିଵ

௬ − ݉
௬)(ܴ̈ଵ

௫ − ܴ̈
௫) + [௭ܯ̇ + ିଵ,ିଵܭ̇ + ିଵܩ − ܩ .  

Отсюда после подстановки выражений ̇ܯ௫, ̇ܯ௬, ̇ܯ௭, ܩିଵ, ܩ и очевидных сокращений по-
лучим формулу утверждения 2. 

 
Заключение  
В данной работе впервые для МС с шестью степенями свободы в пространстве выписаны УД 

в аналитическом виде с явно выраженными геометрическими, кинематическими, статическими и 
инерционными параметрами тел. Причем сократить количество математических операций в этих 
УД практически невозможно, т. е. они оптимальны в смысле быстродействия вычислений. Еще 
недавно такой результат был практически не достижимым. Но методы математического моделиро-
вания МС развиваются и предоставляют новые возможности аналитического исследования МС. 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-41-740019). 
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FORMALISM OF WRITING OUT  
OF MANIPULATORS DYNAMIC EQUATION 
 
A.I. Telegin, teleginai@susu.ru 
South Ural State University, Miass, Russian Federation 

 
The problem of cumbersome equations of dynamics for manipulation systems of industrial ro-

bots (manipulators) with translational and rotational joints is solved. A new formalism for writing 
out the equations of dynamics of manipulators by using of guide cosines is proposed. Examples of 
writing out equations of dynamics of manipulators with guid cosines are given. The equations of dy-
namics in relative angles of rotation of bodies are obtained with the help of these guide cosines by 
applying their properties. These manipulators have from three to six degrees of freedom. In their 
equations of dynamics the geometric, kinematic, static and inertial parameters are explicit. The mul-
tipliers for accelerations and products of velocities are optimal in the sense of the minimum of 
arithmetic operations (additions and multiplications) that are needed for their calculations in the writ-
ten out equations of dynamics. JS-code and method for verification of the equations of dynamics of 
manipulators written in analytical form are proposed. The problem is that when the equations are 
written out manually, errors and oversights in the intermediate entries and the final result are possi-
ble. Therefore it is necessary to check the results of writing out for absence of errors, i.e. to perform 
verification of formulas for calculation of constitutive equations of dynamics. To do this, we can use 
software designed to calculate the generalized driving forces of manipulators, i.e. to solve the first 
problem of dynamics. Such software is offered as a web-application, in which JS-function is used for 
verification of the equations of dynamics of manipulators. The method of verification of formulas to 
calculate the generalized forces of gravity and multipliers (coefficients) for generalized accelerations 
and products of generalized velocities in the equations of dynamics is developed. An example of 
verification of the equations of dynamics of the universal manipulator with six degrees of freedom in 
space is given. Aim. The aim of research is to develop a formalism for writing out the analytical 
form of the equations of the manipulators’ dynamics in the guide cosines of the principal axes of  
the coupled body coordinate systems, whose coefficients contain the minimum number of arithmetic 
operations. Research methods. The methods of research refer to vector and analytic mechanics of 
absolutely solid systems, to vector algebra, and to systems analysis and programming in scripting 
languages. Results. The results contain two proved statements, in which there are the formulas and 
the methodology that allow us to write manually the equations of dynamics of manipulators with 
three and six degrees of mobility both in guiding cosines and in generalized coordinates. In both 
cases it is impossible to simplify the obtained equations. Conclusion. The offered analytical types of 
the equations of dynamics occupy several lines. By the known classical formalisms (Lagrange,  
Appel, Nielsen, Newton-Euler, etc.) it is practically impossible to obtain similar results because of 
the large number of complex mathematical operations in their implementation and the cumbersome-
ness of the resulting formulas. 

Keywords: industrial robot, equations of dynamics, prescription formalism, guid cosines, for-
mula reuse, JS-function, equations verification. 
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