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Аннотация. Целью исследования является решение проблемы вывода явного аналитического 

вида и громоздкости уравнений динамики систем тел. Методы исследования относятся к механике 
систем тел и системному анализу. Результаты исследования позволяют для систем тел с одной от-
крытой ветвью выписывать формулы вычисления сил и моментов сил в их сочленениях, что проде-
монстрировано в примерах выписывания аналитических видов уравнений динамики манипуляторов 
промышленных роботов с тремя и шестью степенями свободы в пространстве. Для них получены по 
три вида уравнения динамики. Первые уравнения выписаны в скалярно-координатном виде с явно 
выраженными квазиускорениями и скоростями, роль которых играют проекции абсолютных угло-
вых ускорений и скоростей тел на их связанные оси. Вторые записаны в векторно-матричном виде и 
получены из первого в процессе замены квазиускорений на относительные линейные и угловые ус-
корения тел с выделением симметричной матрицы инерционных коэффициентов. Третий вид урав-
нений динамики получен из второго в процессе замены квазискоростей на относительные линейные 
и угловые скорости тел. В третьем виде явно выражены центробежные, Кориолисовы и гироскопи-
ческие инерционные силы. Последние позволяют упростить формулу вычисления потребляемой 
мощности приводов, а также упростить формулу Тимофеева вычисления движущих сил и моментов 
сил, обеспечивающих управление программным движением тел манипуляторов с заданным качест-
вом. В примерах демонстрируется методика повторного использования формул для манипуляторов с 
совпадающими кинематическими схемами их подсистем. В уравнениях динамики явно выражены 
геометрические, кинематические, статические и инерционные параметры тел. Множители при уско-
рениях и произведениях скоростей в выписанных уравнениях динамики являются оптимальными в 
смысле минимума арифметических операций (сложений и умножений), необходимых для их вычис-
лений. Заключение. Все аналитические виды уравнений динамики верифицированы, они занимают 
несколько строк текста, и их дальнейшее упрощение практически невозможно. 
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Abstract. The aim is to solve the problem of deriving an explicit analytical form and the cumbersome 

of the equations of dynamics of body systems. The research methods refer to the mechanics of body sys-
tems and systems analysis. The research results allow to write out formulas for calculating forces and 
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moments of forces in the joints of the systems of bodies with one open branch. It is demonstrated in  
examples of writing out analytical types of equations of dynamics of industrial robot arms with three and 
six degrees of freedom in space. Three kinds of equations of dynamics were obtained for such manipulators. 
The first equations are written out in scalar-coordinate form with explicit quasi-accelerations and velocities, 
whose role is played by the projections of absolute angular accelerations and velocities of bodies on their 
connected axes. The second ones are written in vector-matrix form and are obtained from the former in  
the process of replacing quasi-accelerations by relative linear and angular accelerations of bodies with  
the allocation of a symmetric matrix of inertial coefficients. The third kind of equations of dynamics is ob-
tained from the second one in the process of replacing quasi-velocities by relative linear and angular veloci-
ties of bodies. In the third form, the centrifugal, Coriolis, and gyroscopic inertial forces are clearly ex-
pressed. Gyroscopic inertial forces allow us to simplify the formula for calculating the power consumption 
of drives, as well as to simplify the Timofeev formula for calculating the driving forces and moments of 
forces that provide control of the program motion of manipulator bodies with a given quality. A technique 
for reusing formulas for manipulators with matching kinematic diagrams of their subsystems is demonstra-
ted in the examples . Geometric, kinematic, static and inertial parameters of bodies are explicitly expressed 
in the equations of dynamics The multipliers for accelerations and products of velocities in the equations of 
dynamics are optimal in the sense of the minimum of arithmetic operations (additions and multiplications) 
required for their calculations. Conclusion. All analytical types of equations of dynamics are verified. They 
occupy several lines of text and further simplification is practically impossible. 

Keywords: industrial robot, equations of dynamics, quasi-velocities, writing out of formulas, direction 
cosines, equations verification 
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Введение 
Основной проблемой практического использования уравнений динамики (УД) систем тел (СТ) 

является их сложность. Из-за громоздкости аналитических видов УД разрабатываются пошагово-
алгоритмические методы исследования СТ. Известны различные формулы вычисления УД СТ и 
им соответствующее ПО. Рассматриваются как конкретные СТ [1–5], так и классы СТ [6]. Реша-
ются задачи динамики [7] и управления движением тел СТ [8]. Однако такие методы не позволя-
ют эффективно решать задачи синтеза СТ с заданными динамическими свойствами [9, 10], а так-
же синтезировать адаптивные ПИД-регуляторы программных движений тел СТ или решать зада-
чи оптимального управления СТ в реальном масштабе времени. 

Актуальна задача разработки формализмов выписывания УД конкретных СТ, т. е. выполне-
ния последовательности формальных действий по конкретизации общих формул без выполнения 
математических операций (вычисления производных, возведений выражений в квадрат, алгеб-
раических и тригонометрических упрощений и т. д.). Решение этой задачи позволит автоматизи-
ровать процесс выписывания УД СТ в явном аналитическом виде с минимальным количеством 
арифметических операций. 

Постановка задачи. В статье ставится задача разработать простой формализм выписывания 
аналитического вида УД СТ с одной открытой ветвью (СТОВ) и практически продемонстриро-
вать его на примерах выписывания УД манипуляторов с поступательными и вращательными со-
членениями с тремя и шестью подвижными телами и минимальным числом арифметических 
операций. 

 
1. Формулы выписывания УД МС 
Присвоим неподвижному телу СТОВ (стойке, станине) нулевой номер и свяжем с ним точку 

O୭ = O. Назовем его неподвижным телом осчета (НТО). Следующие за НТО подвижные тела за-
нумеруем числами 1, 2, ..., N, где N – количество подвижных тел СТОВ. Введем в обращение ве-
личины: m୭୧ – масса и обозначение тела с номером i; O୧ – полюс тела m୭୧, т. е. фиксированная 
точка тела m୭୧; ܚ୧ – вектор, проведенный из точки O в точку O୧; ܀୧ – вектор, проведенный из точ-
ки O୧ିଵ в точку O୧; C୧ – центр масс (ЦМ) тела m୭୧; ܋୧ – орт, направленный из точки O୧ в точку C୧; 
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۹୧ – кинетический момент тела m୭୧ относительно точки O୧; ܏ – ускорение свободного падения; 
୭ܡ = ܏ .орт вертикали, т. е – ܡ = −gܡ; m୧ = ∑  ୒

୩ୀ୧ m୭୩ – масса и обозначение подсистемы СТОВ, 
состоящей из тела m୭୧ и всех следующих за ним тел; ۴୧, ۻ୧ – главный вектор и момент сил, дей-
ствующих на тело m୭୧ со стороны тела m୭୧ିଵ и приведенных к точке O୧. 

Для СТОВ имеют место формулы: 
۴୨ = m୨̈ܚ୨ + ୨ܕ̈ + m୥୨(1.1)                 ; ܡ 
୨ۻ = ୨ܕ × ୨ܚ̈ + ∑  ୒

୧ୀ୨ ۹̇୧ + ∑  ୒
୧ୀ୨ାଵ ൣ(m୧܀୧ + (୧ܕ × ୧܀̈ + ୧܀ × ୧൧ܕ̈ + ۵୨,      (1.2) 

где ܕ୨ = ∑  ୒
୧ୀ୨ (mୡ୧܋୧ + m୧ାଵ܀୧ାଵ), mୡ୧ = m୭୧|۱ܑ۽୧|, ܀୒ାଵ = 0, m୥୨ = m୨g, ۵୨ = gܕ୨ ×  .ܡ

1.1. Доказательство формул (1.1), (1.2). Мысленно разорвём связи тела m୭୨ с соседними те-
лами. Действие тела m୭୨ିଵ на тело m୭୨ определяется векторами ۴୨, ۻ୨. Тогда действие тела m୭୨ାଵ 
на тело m୭୨ определяется векторами ൫−۴୨ାଵ൯, ൫−ۻ୨ାଵ൯, где момент силы ۻ୨ାଵ взят относитель-
но точки O୨ାଵ. Следовательно, m୭୨܅ୡ୨ = m୭୨܏ + ۴୨ − ۴୨ାଵ, где ܅ୡ୨ – абсолютное ускорение ЦМ 
тела m୭୨. Отсюда следует формула ۴୨ = m୭୨൫܅ୡ୨ − ൯܏ + ۴୨ାଵ. С использованием обозначения 
୧܊ = m୭୧(܅ୡ୧ − эта формула примет вид ۴୧ (܏ = ୧܊ + ۴୧ାଵ. После рекуррентных вложений для 
i = N, N − 1, … , j с учетом равенства ۴୒ାଵ = 0 и обозначения m୨ получим ۴୨ = ∑  ୒

୧ୀ୨ ୧܊ = 
= ∑  ୒

୧ୀ୨ m୭୧(܅ୡ୧ − (܏ = ∑  ୒
୧ୀ୨ m୭୧܅ୡ୧ − m୨܏. Отсюда, учитывая равенство m୭୨܅ୡ୨ = m୭୨̈ܚ୨ + mୡ୨̈܋୨, 

получим ۴୨ = ∑  ୒
୧ୀ୨ (m୭୧̈ܚ୧ + mୡ୧̈܋୧) − m୨܏. С учетом представления ̈ܚ୧ = ∑  ୧

୩ୀଵ ୩܀̈ = ∑  ୨
୩ୀଵ ୩܀̈ +

+ ∑  ୧
୩ୀ୨ାଵ ∑ ୩ и формулы܀̈  ୒

୧ୀ୨ a୧ ∑  ୧
୩ୀ୨ାଵ b୩ = ∑  ୒

୩ୀ୨ାଵ b୩ ∑  ୒
୧ୀ୩ a୧ изменения порядка суммирования 

получим  
۴୨ = ∑  ୒

୧ୀ୨ ቂm୭୧ ቀ∑  ୨
୩ୀଵ ୩܀̈ + ∑  ୧

୩ୀ୨ାଵ ୩ቁ܀̈ + mୡ୧̈܋୧ቃ − m୨܏ = m୨ ∑  ୨
୧ୀଵ ୧܀̈ + ∑  ୒

୧ୀ୨ାଵ ୧܀̈ ∑  ୒
୩ୀ୧ m୭୩ +  

+ ∑  ୒
୧ୀ୨ mୡ୧̈܋୧ − m୨܏ = m୨̈ܚ୨ + ∑  ୒

୧ୀ୨ mୡ୧̈܋୧ +  ∑  ୒
୧ୀ୨ାଵ m୧̈܀୧ + m୥୨ܡ. 

С учётом равенства ∑  ୒
୧ୀ୨ାଵ a୧ = ∑  ୒

୧ୀ୨ a୧ାଵ, где a୒ାଵ = 0 и обозначения ܕ୨ получим 
∑  ୒

୧ୀ୨ mୡ୧̈܋୧ + ∑  ୒
୧ୀ୨ାଵ m୧̈܀୧ = ∑  ୒

୧ୀ୨ (mୡ୧̈܋୧ + m୧ାଵ̈܀୧ାଵ) =  .୨ܕ̈
С учетом этого выражения последняя формула вычисления силы ۴୨ принимает искомый вид (1.1). 

После мысленного разрыва связей тела m୭୨ с соседними телами можно считать, что тело 
m୭୨ вращается вокруг своего полюса под действием моментов сил ۻ୨, −ۻ୨ାଵ, mୡ୨܋୨ ×  ,܏
୨ାଵ܀− × ۴୨ାଵ, а также момента −mୡ୨܋୨ ×  .୨ инерционной силы поступательного движения тела m୭୨ܚ̈
Тогда имеет место следующее УД вращательного движения тела m୭୨ вокруг своего полюса: 
۹̇୨ = ୨ۻ − ୨ାଵۻ + mୡ୨܋୨ × ܏ − ୨ାଵ܀ × ۴୨ାଵ − mୡ୨܋୨ ×  ୨. Отсюда с учётом формулы (1.1) получимܚ̈
۹̇୨ = ୨ۻ − ୨ାଵۻ + mୡ୨܋୨ × ܏ − ୨ାଵ܀ × [m୨ାଵ(̈ܚ୨ + ୨ାଵ܀̈ − (܏ + [୨ାଵܕ̈ − mୡ୨܋୨ ×  ୨. Выразим отсюдаܚ̈
  ୨. Тогда получимۻ

୨ۻ = ۹̇୨ + ୨ାଵۻ − ൫mୡ୨܋୨ + m୨ାଵ܀୨ାଵ൯ × ܏ + ൫mୡ୨܋୨ + m୨ାଵ܀୨ାଵ൯ × ୨ܚ̈ + m୨ାଵ܀୨ାଵ × ୨ାଵ܀̈ + 
୨ାଵ܀+ × ୨ାଵܕ̈ = ୨܊ +  ,୨ାଵۻ

где ܊୨ = ୰୨ܕ × ୨ܚ̈) − (܏ + ۹̇୨ + m୨ାଵ܀୨ାଵ × ୨ାଵ܀̈ + ୨ାଵ܀ × ୰୨ܕ ,୨ାଵܕ̈ = mୡ୨܋୨ + m୨ାଵ܀୨ାଵ. После 
рекуррентных вложений формулы ۻ୧ = ୧܊ + ୧ାଵ для iۻ = N, N − 1, . . . , j получим ۻ୨ = ∑  ୒

୧ୀ୨  .୧܊
Для i ≥ j справедливо представление ̈ܚ୧ = ୨ܚ̈ + ୨୧܀ ୨୧, где܀̈ = ∑  ୧

୩ୀ୨  ୩ – вектор, проведенный из܀
точки O୨ в точку O୧. Следовательно, с учетом обозначения ܕ୨ получим  

∑  ୒
୧ୀ୨ ୰୧ܕ × ୧ܚ̈ = ∑  ୒

୧ୀ୨ ୰୧ܕ × ୨ܚ̈ + ∑  ୒
୧ୀ୨ ୰୧ܕ × ୨୧܀̈ = ୨ܕ × ୨ܚ̈ + ∑  ୒

୧ୀ୨ ୰୧ܕ ×   ୨୧܀̈
и с учетом равенства ܀୨୨ = 0 формула вычисления ۻ୨ принимает вид  

୨ۻ = ୨ܕ × ୨ܚ̈) − (܏ + ∑  ୒
୧ୀ୨ ۹̇୧ + ∑  ୒

୧ୀ୨ାଵ (m୧܀୧ × ୧܀̈ + ୰୧ܕ × ୨୧܀̈ + ୧܀ ×  ୧).     (1.3)ܕ̈
Из (1.3), используя равенство ۵୨ = ୨ܕ− × ܏ = gܕ୨ ×  и ܡ

∑  ୒
୍ୀ୨ାଵ ୰୧ܕ × ୨୧܀̈ = ∑  ୒

୧ୀ୨ାଵ ୰୧ܕ × ∑  ୧
୩ୀ୨ ୩܀̈ = ∑  ୒

୩ୀ୨ାଵ ∑  ୒
୧ୀ୩ ୰୧ܕ × ୩܀̈ =  

= ∑  ୒
୩ୀ୨ାଵ ୩ܕ × ୩܀̈ = ∑  ୒

୧ୀ୨ାଵ ୧ܕ ×  ୧,              (1.4)܀̈
получим искомую формулу (1.2). Формулы (1.1), (1.2) доказаны. 
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1.2. Движущие силы и моменты сил. До сих пор никаких ограничений на связи тел в сочлене-
ниях СТОВ не накладывалось. По классификации, принятой в теории механизмов и машин, тела 
СТОВ могут образовывать друг с другом различные кинематические пары (КП), например, посту-
пательные, вращательные, винтовые, шаровые и т. д. В манипуляционных системах (МС) роботов, 
как правило, используются вращательные КП (ВКП) и поступательные КП (ПКП). Поэтому оста-
новимся подробнее на их описании и, в первую очередь, выделим из ۴୨ и ۻ୨ динамические реакции 
(реактивные составляющие) и движущие силы и/или моменты сил, развиваемые приводами МС. 

Реактивные составляющие в КП(j) удерживают тело m୭୨ от движений, не допускаемых свя-
зями. Движущие составляющие обеспечивают движение тела m୭୨ относительно тела m୭୨ିଵ в на-
правлениях, допускаемых связями в КП(j). Выделим из ۴୨, ۻ୨ реактивные и движущие состав-
ляющие в ПКП и ВКП. 

В ПКП(j) тело m୭୨ может двигаться поступательно относительно тела m୭୨ିଵ вдоль оси 
O୨ିଵܘ୨, жестко связанной с телом m୭୨ିଵ, где ܘ୨ – орт оси ПКП(j). Движущей в ПКП(j) является 
сила F୨ = ୨ܘ ⋅ ۴୨. Проекция силы ۴୨ на плоскость, перпендикулярную оси O୨ܘ୨, является реактив-
ной. Момент силы ۻ୨ является реактивным. 

В ВКП(j) тело m୭୨ может вращаться относительно тела m୭୨ିଵ вокруг оси O୨ܙ୨, жестко свя-
занной с телом m୭୨ିଵ, где ܙ୨ – орт оси ВКП(j). К реактивным в ВКП(j) относятся сила ۴୨ и момент 
силы относительно точки O୨, перпендикулярный оси O୨ܙ୨. К движущим в ВКП(j) относится мо-
мент силы M୨ = ୨ܙ ⋅  .୨ܙ୨ относительно оси O୨ۻ

Перед выводом УД СТОВ рекомендуется изобразить кинематическую схему (далее – схему) 
этой СТОВ. На схеме полюс тела m୭୧ будем изображать точкой c надписью O୧, а ЦМ – перекрес-
тием c надписью C୧. Для ВКП(i) полюс тела выбираем на оси его относительного вращения. Если 
оси вращения соседних ВКП пересекаются, то полюса их тел рекомендуем совмещать. Тогда 
максимальное число межполюсных векторов ܀୧ =  ୧ обнулится. На схеме тела всех ВКП۽૚ିܑ۽
условимся изображать в исходном относительном положении, т. е. когда q୧ = 0, где q୧ – угол по-
ворота тела m୭୧ вокруг оси O୧ܙ୧ относительно тела m୭୧ିଵ. Если смотреть навстречу оси O୧ܙ୧, то 
поворот против хода стрелки часов считается положительным. 

В КП(i) величины q୧, q̇୧ и q̈୧, описывающие положение, скорость и ускорение в движении те-
ла m୭୧ относительно тела m୭୧ିଵ, будем называть соответственно обобщенной координатой (ОК), 
обобщенной скоростью (ОС) и обобщенным ускорением (ОУ) тела m୭୧. 

1.3. Кинетический момент. Кинетический момент тела m୭୧ относительно своего полюса O୧ 
вычисляется по формуле ۹୧ = ۷୧ ⋅ ૑୧, где ۷୧ – тензор инерции тела m୭୧ в полюсе O୧, ૑୧ – абсолют-
ная угловая скорость тела m୭୧. Для вычисления вектора ۹୧ достаточно знать тензор ۷୧ и вектор ૑୧ 
в одной и той же системе координат (СК). Если в качестве такой СК взять связанную с телом m୭୧ 
СК (ССК(i)), то в ней элементы тензора ۷୧ будут постоянными. Здесь элементы тензора ۷୧ задают-
ся в ССК(i) O୧ܠ୧ܡ୧ܢ୧, где ܠ୧, ܡ୧, ܢ୧ – орты осей этой СК. 

В дальнейшем будем пользоваться символами ξ, η, ζ, ν, μ, принимающими значения на мно-
жестве символов {x, y, z}. Для сокращения записей будем использовать знаки суммирования по 
этим символам. Тогда, например, разложение вектора ૑୧ по ортам ССК(i) можно записывать в 
виде ૑୧ = ω୧

୶ܠ୧ + ω୧
୷ܡ୧ + ω୧

୸ܢ୧ = ∑  ξ ω୧
ξ૆୧, где ω୧

୶, ω୧
୷, ω୧

୸ – проекции вектора ૑୧ на оси ССК(i).  
Для сокращения записей векторного произведения орт ССК(i) будем использовать представ-

ление ૆୧ ×  િ୧ =∈ξηζ ા୧, где ∈ξηζ – символ Леви-Чивита [11]. 
Если ССК(i) является главной для тела m୭୧, то ۹୧ = ۷୧ ⋅ ૑୧ = diag൫I୧

୶, I୧
୷, I୧

୸൯ ⋅ ૑୧ = ∑  ξ I୧
ξω୧

ξ૆୧, где 
I୧

୶, I୧
୷, I୧

୸ – моменты инерции тела m୭୧ относительно главных осей O୧ܠ୧, O୧ܡ୧, O୧ܢ୧, соответственно, и  
۹̇୧ = ∑  ξ I୧

ξ ቀω̇୧
ξ૆୧ + ω୧

ξ૑୧ × ૆୧ቁ = ∑  ξ I୧
ξ ቀω̇୧

ξ૆୧ + ω୧
ξ ∑  η ∈ηξζ ω୧

ηા୧ቁ =  
= I୧

୶ൣω̇୧
୶ܠ୧ + ω୧

୶൫∈୸୶୷ ω୧
୸ܡ୧ +∈୷୶୸ ω୧

୷ܢ୧൯൧ + I୧
୷ൣω̇୧

୷ܡ୧ + ω୧
୷൫∈୶୷୸ ω୧

୶ܢ୧ +∈୸୷୶ ω୧
୸ܠ୧൯൧ +  

+I୧
୸[ω̇୧

୸ܢ୧ + ω୧
୸(∈୷୸୶ ω୧

୷ܠ୧ +∈୶୸୷ ω୧
୶ܡ୧)] =  

= [I୧
୶ω̇୧

୶ + (I୧
୸ − I୧

୷)ω୧
୷ω୧

୸]ܠ୧ + [I୧
୷ω̇୧

୷ + (I୧
୶ − I୧

୸)ω୧
୶ω୧

୸]ܡ୧ + [I୧
୸ω̇୧

୸ + (I୧
୷ − I୧

୶)ω୧
୶ω୧

୷]ܢ୧ =  
= (I୧

୶ω̇୧
୶ + I୧

ୟω୧
୷ω୧

୸)ܠ୧ + (I୧
୷ω̇୧

୷ + I୧
ୠω୧

୶ω୧
୸)ܡ୧ + (I୧

୸ω̇୧
୸ + I୧

ୡω୧
୶ω୧

୷)ܢ୧,        (1.5) 
где I୧

ୟ = I୧
୸ − I୧

୷, I୧
ୠ = I୧

୶ − I୧
୸, I୧

ୡ = I୧
୷ − I୧

୶. Отсюда  
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୨ܙ ⋅ ∑  ୒
୧ୀ୨ ۹̇୧ = ∑  ୒

୧ୀ୨ [x୧୨
୯(I୧

୶ω̇୧
୶ + I୧

ୟω୧
୷ω୧

୸) + y୧୨
୯(I୧

୷ω̇୧
୷ + I୧

ୠω୧
୶ω୧

୸) + z୧୨
୯(I୧

୸ω̇୧
୸ + I୧

ୡω୧
୶ω୧

୷)],   (1.6) 
где x୧୨

୯ = ୧ܠ ⋅ ୨, y୧୨ܙ
୯ = ୧ܡ ⋅ ୨, z୧୨ܙ

୯ = ୧ܢ ⋅  .୨ܙ
Если ССК(i) не совпадает с главной СК тела m୭୧ (ГСК(i)), то  

۹୧ = ۷୧ ⋅ ૑୧ = ൮
I୧

୶ −I୧
୶୷ −I୧

୶୸

−I୧
୶୷ I୧

୷ −I୧
୷୸

−I୧
୶୸ −I୧

୷୸ I୧
୸

൲ ⋅ ቌ
ω୧

୶

ω୧
୷

ω୧
୸

ቍ =  

= (I୧
୶ω୧

୶ − I୧
୶୷ω୧

୷ − I୧
୶୸ω୧

୸)ܠ୧ + (−I୧
୶୷ω୧

୶ + I୧
୷ω୧

୷ − I୧
୷୸ω୧

୸)ܡ୧ + (−I୧
୶୸ω୧

୶ − I୧
୷୸ω୧

୷ + I୧
୸ω୧

୸)ܢ୧ =  
= ∑  ξ I୧

ξω୧
ξ૆୧ − (I୧

୶୷ܡ୧ + I୧
୶୸ܢ୧)ω୧

୶ − (I୧
୶୷ܠ୧ + I୧

୷୸ܢ୧)ω୧
୷ − (I୧

୶୸ܠ୧ + I୧
୷୸ܡ୧)ω୧

୸ = ∑  ξ ω୧
ξ۷୧

ξ, 
где ۷୧

୶ = I୧
୶ܠ୧ − I୧

୶୷ܡ୧ − I୧
୶୸ܢ୧, ۷୧

୷ = −I୧
୶୷ܠ୧ + I୧

୷ܡ୧ − I୧
୷୸ܢ୧, ۷୧

୸ = −I୧
୶୸ܠ୧ − I୧

୷୸ܡ୧ + I୧
୸ܢ୧; I୧

୶୷, I୧
୶୸, I୧

୷୸ – 
центробежные моменты инерции тела m୭୧ в его ССК. Вектор ۷୧

ξ в ССК(i) неподвижен. Следова-
тельно, ۹̇୧ = ∑  ξ (ω୧

ξ۷୧
ξ)୲

′ = ∑  ξ (ω̇୧
ξ۷୧

ξ + ω୧
ξ૑୧ × ۷୧

ξ) = ∑  ξ (ω̇୧
ξ۷୧

ξ + ω୧
ξ ∑  η ω୧

ηિ୧ × ۷୧
ξ).  

Развертывая суммы по ξ и η с учетом равенств: 
୧ܠ × ۷୧

୶ = ୧ܠ × (I୧
୶ܠ୧ − I୧

୶୷ܡ୧ − I୧
୶୸ܢ୧) = I୧

୶୸ܡ୧ − I୧
୶୷ܢ୧,  ܡ୧ × ۷୧

୶ = −I୧
୶ܢ୧ − I୧

୶୸ܠ୧; 
୧ܡ × ۷୧

୷ = ୧ܡ × (−I୧
୶୷ܠ୧ + I୧

୷ܡ୧ − I୧
୷୸ܢ୧) = I୧

୶୷ܢ୧ − I୧
୷୸ܠ୧,  ܠ୧ × ۷୧

୷ = I୧
୷ܢ୧ + I୧

୷୸ܡ୧; 
୧ܢ × ۷୧

୸ = ୧ܢ × (−I୧
୶୸ܠ୧ − I୧

୷୸ܡ୧ + I୧
୸ܢ୧) = I୧

୷୸ܠ୧ − I୧
୶୸ܡ୧,  ܠ୧ × ۷୧

୸ = −I୧
୸ܡ୧ − I୧

୷୸ܢ୧; 
୧ܡ × ۷୧

୸ = I୧
୶୸ܢ୧ + I୧

୸ܠ୧,  ܢ୧ × ۷୧
୶ = I୧

୶ܡ୧ + I୧
୶୷ܠ୧,  ܢ୧ × ۷୧

୷ = −I୧
୶୷ܡ୧ − I୧

୷ܠ୧, 
получим 

۹̇୧ = ω̇୧
୶۷୧

୶ + ω୧
୶ൣω୧

୶൫I୧
୶୸ܡ୧ − I୧

୶୷ܢ୧൯ + ω୧
୷(−I୧

୶ܢ୧ − I୧
୶୸ܠ୧) + ω୧

୸൫I୧
୶ܡ୧ + I୧

୶୷ܠ୧൯൧ +  
+ω̇୧

୷۷୧
୷ + ω୧

୷[ω୧
୶(I୧

୷ܢ୧ + I୧
୷୸ܡ୧) + ω୧

୷(I୧
୶୷ܢ୧ − I୧

୷୸ܠ୧) + ω୧
୸(−I୧

୶୷ܡ୧ − I୧
୷ܠ୧)] +  

+ω̇୧
୸۷୧

୸ + ω୧
୸[ω୧

୶(−I୧
୸ܡ୧ − I୧

୷୸ܢ୧) + ω୧
୷(I୧

୶୸ܢ୧ + I୧
୸ܠ୧) + ω୧

୸(I୧
୷୸ܠ୧ − I୧

୶୸ܡ୧)] =  
= ω̇୧

୶۷୧
୶ + ω୧

୶ଶ൫I୧
୶୸ܡ୧ − I୧

୶୷ܢ୧൯ + ω̇୧
୷۷୧

୷ + ω୧
୷ଶ൫I୧

୶୷ܢ୧ − I୧
୷୸ܠ୧൯ + ω̇୧

୸۷୧
୸ + ω୧

୸ଶ൫I୧
୷୸ܠ୧ − I୧

୶୸ܡ୧൯ +  
+ω୧

୶ω୧
୷(−I୧

୶ܢ୧ − I୧
୶୸ܠ୧ + I୧

୷ܢ୧ + I୧
୷୸ܡ୧) + ω୧

୶ω୧
୸(I୧

୶ܡ୧ + I୧
୶୷ܠ୧ − I୧

୸ܡ୧ − I୧
୷୸ܢ୧) +  

+ω୧
୷ω୧

୸(−I୧
୶୷ܡ୧ − I୧

୷ܠ୧ + I୧
୶୸ܢ୧ + I୧

୸ܠ୧) = ∑  ξ (ω̇୧
ξ۷୧

ξ + ω୧
ξଶ۷ξ୧) + ω୧

୶ω୧
୷۷୧

୶୷ + ω୧
୶ω୧

୸۷୧
୶୸ + ω୧

୷ω୧
୸۷୧

୷୸, 
где ۷୶୧ = I୧

୶୸ܡ୧ − I୧
୶୷ܢ୧, ۷୷୧ = I୧

୶୷ܢ୧ − I୧
୷୸ܠ୧, ۷୸୧ = I୧

୷୸ܠ୧ − I୧
୶୸ܡ୧, ۷୧

୶୷ = −I୧
୶୸ܠ୧ + I୧

୷୸ܡ୧ + (I୧
୷ − I୧

୶)ܢ୧, 
۷୧

୶୸ = I୧
୶୷ܠ୧ + (I୧

୶ − I୧
୸)ܡ୧ − I୧

୷୸ܢ୧, ۷୧
୷୸ = (I୧

୸ − I୧
୷)ܠ୧ − I୧

୶୷ܡ୧ + I୧
୶୸ܢ୧. Теперь окончательно получим  

୨ܙ ⋅ ∑  ୒
୧ୀ୨ ۹̇୧ = ∑  ୒

୧ୀ୨ [∑  ஞ (I୧୨
ஞ ω̇୧

ஞ + Iஞ୧୨ω୧
ஞଶ) + I୧୨

୶୷ω୧
୶ω୧

୷ + I୧୨
୶୸ω୧

୶ω୧
୸ + I୧୨

୷୸ω୧
୷ω୧

୸],     (1.7) 
где I୧୨

୶ = I୧
୶x୧୨

୯ − I୧
୶୷y୧୨

୯ − I୧
୶୸z୧୨

୯, I୧୨
୷ = −I୧

୶୷x୧୨
୯ + I୧

୷y୧୨
୯ − I୧

୷୸z୧୨
୯, I୧୨

୸ = −I୧
୶୸x୧୨

୯ − I୧
୷୸y୧୨

୯ + I୧
୸z୧୨

୯, 
I୶୧୨ = I୧

୶୸y୧୨
୯ − I୧

୶୷z୧୨
୯, I୷୧୨ = I୧

୶୷z୧୨
୯ − I୧

୷୸x୧୨
୯, I୸୧୨ = I୧

୷୸x୧୨
୯ − I୧

୶୸y୧୨
୯, 

I୧୨
୶୷ = −I୧

୶୸x୧୨
୯ + I୧

୷୸y୧୨
୯ + I୧

ୡz୧୨
୯, I୧୨

୶୸ = I୧
୶୷x୧୨

୯ + I୧
ୠy୧୨

୯ − I୧
୷୸z୧୨

୯, I୧୨
୷୸ = I୧

ୟx୧୨
୯ − I୧

୶୷y୧୨
୯ + I୧

୶୸z୧୨
୯. 

Если ССК(i) = ГСК(i), то I୧
୶୷ = I୧

୶୸ = I୧
୷୸ = 0 и обозначения в формуле (1.7) имеют следую-

щие значения: 
I୧୨

୶ = I୧
୶x୧୨

୯, I୧୨
୷ = I୧

୷y୧୨
୯, I୧୨

୸ = I୧
୸z୧୨

୯, I୶୧୨ = I୷୧୨ = I୸୧୨ = 0, I୧୨
୶୷ = I୧

ୡz୧୨
୯, I୧୨

୶୸ = I୧
ୠy୧୨

୯, I୧୨
୷୸ = I୧

ୟx୧୨
୯. 

1.4. Проекции абсолютных угловых скоростей и ускорений тел на оси их ССК. Величины ω୧
୶, 

ω୧
୷, ω୧

୸, ω̇୧
୶, ω̇୧

୷, ω̇୧
୸ можно выписать по следующим прямым рекуррентным формулам:  

ω୨
ஞ = ∑  ஗ ૆୨ ⋅ િ୨ିଵω୨ିଵ

஗ + ୨ܙ ⋅ ૆୨q̇୨.               (1.8) 
Если ܙ୨ совпадает с ортом одной из осей ССК(j), то  

୨ܙ = ૆୨     ⇒     ω̇୨
ஞ = ∑  ஗ ୨ܙ ⋅ િ୨ିଵω̇୨ିଵ

஗ + q̈୨;             (1.9) 

୨ܙ ≠ ૆୨     ⇒     ω̇୨
ஞ = ∑  ஗ ૆୨ ⋅ િ୨ିଵω̇୨ିଵ

஗ + q̇୨ ∈୯ஞ஖ ω୨
஖,               (1.10) 

где j = 1,2, . . . , N; ω଴
஗ = 0. 

Доказательство формул (1.8)–(1.10). По формуле сложения угловых скоростей тел имеем 
૑୨ = ૑୨ିଵ + q̇୨ܙ୨, где j = 1,2, … , N; ૑଴ = 0. Используем представления ૑୨ = ∑  ஞ ω୨

ஞ૆୨, ૑୨ିଵ = 
= ∑  ஞ ω୨ିଵ

ஞ ૆୨ିଵ, где ω୨
୶, ω୨

୷, ω୨
୸ – проекции вектора ૑୨ на оси ССК(j). Разложим орты ૆୨ିଵ осей 

ССК(j − 1) по ортам осей ССК(j). Тогда получим ૆୨ିଵ = ∑  ஗ ξ୨ିଵ
஗ િ୨, где ξ୨ିଵ

୶ , ξ୨ିଵ
୷ , ξ୨ିଵ

୸  – проекции 
орта ૆୨ିଵ на оси ССК(j), т. е. ξ୨ିଵ

஗ = ૆୨ିଵ ⋅ િ୨. 
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Разложим орт ܙ୨ на оси ССК(j). Получим ܙ୨ = ∑  ஗ q୨
஗િ୨, где q୨

୶, q୨
୷, q୨

୸ – проекции орта ܙ୨ на 
оси ССК(j) и тогда 

૑୨ = ∑  ஞ ω୨
ஞ૆୨ = ૑୨ିଵ + q̇୨ܙ୨ = ∑  ஞ ω୨ିଵ

ஞ ∑  ஗ ξ୨ିଵ
஗ િ୨ + q̇୨ ∑  ஗ q୨

஗િ୨ =  

= ∑  ஗ િ୨(∑  ஞ ξ୨ିଵ
஗ ω୨ିଵ

ஞ + q୨
஗q̇୨) = ∑  ஞ ૆୨(∑  ஗ ૆୨ ⋅ િ୨ିଵω୨ିଵ

஗ + ୨ܙ ⋅ ૆୨q̇୨). 
Отсюда следует искомая формула (1.8), из которой с учетом равенства ܙ୨ ⋅ ૆୨ = const получим 
ω̇୨

ஞ = ∑  ஗ (ξ୨ିଵ
஗ ω̇୨ିଵ

஗ + ξ̇୨ିଵ
஗ ω୨ିଵ

஗ ) + ୨ܙ ⋅ ૆୨q̈୨. Если учесть равенства 
ξ̇୨ିଵ

஗ = ૆̇୨ ⋅ િ୨ିଵ + ૆୨ ⋅ િ̇୨ିଵ = ૑୨ × ૆୨ ⋅ િ୨ିଵ + ૆୨ ⋅ ૑୨ିଵ × િ୨ିଵ =  
= (૑୨ − ૑୨ିଵ) × ૆୨ ⋅ િ୨ିଵ = q̇୨ܙ୨ × ૆୨ ⋅ િ୨ିଵ, 

то  
ω̇୨

ஞ = ∑  ஗ (૆୨ ⋅ િ୨ିଵω̇୨ିଵ
஗ + q̇୨ω୨ିଵ

஗ ୨ܙ × ૆୨ ⋅ િ୨ିଵ) + ୨ܙ ⋅ ૆୨q̈୨.             (1.11) 
Если орт оси ВКП(j) совпадает с ортом одной из осей ССК(j), то формула (1.11) принимает иско-
мый вид. Действительно, если ܙ୨ = ૆୨, то из формулы (1.11) получим формулу (1.9). Если ܙ୨ ≠ ૆୨, 
то используя символ Леви-Чивита получим формулу (1.10). Формулы (1.8)–(1.10) доказаны. 

1.5. Таблицы Направляющих Косинусов (НК). В формулах кинематики, статики и динамики 
МС используются НК осей ССК(j) относительно осей ССК(i), где i < ݆. Для НК будем использо-
вать обозначения ξ୨୧

஗ = િ୧ ⋅ ૆୨, где символы ξ, η принимают значения из множества символов 
{x, y, z}. Формулы выписывания НК представлены, например, в работах [12, 13]. Здесь приведем 
две таблицы (из статьи [12]), позволяющие легко и быстро находить значения НК ξ୨,୨ିଵ

஗  и ξ୨,୨ିଶ
஗ . 

Значения НК осей ССК(j) ВКП(j) относительно ССК(j − 1) принадлежат множеству 
{0,1, c୨, s୨, −s୨}. Эти значения можно взять из табл. 1. 

 
Таблица 1 

Простые направляющие косинусы 
Table 1 

The simple direction cosines 

௝ݍ  = ௝ݍ ௝ݔ = ௝ݍ ௝ݕ =  ௝ݖ
 ௝ݖ ௝ݕ ௝ݔ ௝ݖ ௝ݕ ௝ݔ ௝ݖ ௝ݕ ௝ݔ 

 ௝ 0ݏ− ௝ ௝ܿݏ ௝ିଵ 1 0 0 ௝ܿ 0ݔ
 ௝ ௝ܿ 0ݏ ௝ 0 1 0ݏ− ௝ିଵ 0 ௝ܿݕ
 ௝ 0 ௝ܿ 0 0 1ݏ− ௝ ௝ܿݏ ௝ିଵ 0ݖ

 
Табл. 1 состоит из полос заголовка в верхней и левой части и трех блоков, разделенных друг 

от друга двойными сплошными линиями. Каждый блок содержит девять ячеек, стоящих на пере-
сечении трех столбцов, с именами x୨, y୨, z୨ и трех строк с именами x୨ିଵ, y୨ିଵ, z୨ିଵ. В ячейках бло-
ка записаны НК осей O୨ܠ୨, O୨ܡ୨, O୨ܢ୨ относительно осей O୨ܠ୨ିଵ, O୨ܡ୨ିଵ, O୨ܢ୨ିଵ. Использование 
табл. 1 при выписывании формул вычисления НК ускоряет этот процесс. Если тело m୭୨ вращает-
ся вокруг оси O୨ܠ୨, то искомый НК находится в первом блоке (с именем ܙ୨ =  ୨). Если тело m୭୨ܠ
вращается вокруг оси O୨ܡ୨, то искомый НК находится во втором блоке (с именем ܙ୨ =  ୨). Еслиܡ
тело m୭୨ вращается вокруг оси O୨ܢ୨, то искомый НК находится в третьем блоке (с именем ܙ୨ =  .(୨ܢ
Выбор ячейки в найденном блоке определяется по обозначению НК. Например, значение НК 
y୨୨ିଵ

୶  расположено на пересечении столбца y୨ и строки x୨ିଵ найденного блока. Если тело m୭଺ 
вращается вокруг оси O଺ܡ଺, то НК осей ССК(6) находятся в блоке ܙ୨ = ୨, где jܡ = 6, т. е. x଺ହ

୶ = c଺, 
y଺ହ

୶ = 0, z଺ହ
୶ = s଺ и т. д. Остальные детали – в примерах. 

Для вычисления НК орт осей ССК(j) в ССК(j − 2) здесь используется табл. 2, где 
s୨ିଵ,୨ = sin(q୨ିଵ + q୨), c୨ିଵ,୨ = cos(q୨ିଵ + q୨). 
Табл. 2 состоит из трех вертикальных колонок с именами ܙ୨ = ୨ܙ ,୨ܠ = ୨ܙ ,୨ܡ =  ୨, которыеܢ

будем называть левой, центральной и правой, а также трех горизонтальных полос (без имен), ко-
торые будем называть верхней, средней и нижней. На пересечении колонки и полосы расположен 
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блок. Таким образом, в таблице девять блоков, отделенных друг от друга двойными сплошными 
линиями. В каждом блоке по девять ячеек, содержащих значения НК. Для выбора нужного НК 
необходимо выбрать блок и в нем ячейку. Если тело m୭୨ вращается вокруг оси O୨ܠ୨, то нужный 
блок находится в левой колонке (с именем ܙ୨ =  ୨, тоܡ୨). Если тело m୭୨ вращается вокруг оси O୨ܠ
нужный блок находится в центральной колонке (с именем ܙ୨ =  .୨). Иначе – в правой колонкеܡ
Если при этом тело m୭୨ିଵ вращается вокруг оси O୨ିଵܠ୨ିଵ, то искомым является блок в верхней 
полосе выбраной колонки. Если тело m୭୨ିଵ вращается вокруг оси O୨ିଵܡ୨ିଵ, то искомым является 
блок в средней полосе выбраной колонки. Иначе – в нижней полосе. Выбор ячейки в найденном 
блоке определяется по обозначению НК. Например, значение НК x୨୨ିଶ

୸  расположено на пересече-
нии столбца x୨ и строки z୨ିଶ найденного блока. В случае ПКП(j − 1) достаточно вместо номера 
j − 1 взять номер j − 2. Если и КП(j − 2) является поступательной, то вместо j − 1 нужно взять 
номер j − 3 и т. д. Остальные детали использования табл. 2 приведены в примерах. 

 
Таблица 2 

Вычисляемые значения направляющих косинусов 
Table 2 

The сalculated direction cosines 

௝ݍ  = ௝ݍ ௝ݔ = ௝ݍ ௝ݕ =  ௝ݖ
 ௝ݖ ௝ݕ ௝ݔ ௝ݖ ௝ݕ ௝ݔ ௝ݖ ௝ݕ ௝ݔ 

 ௝ 0ݏ− ௝ ௝ܿݏ ௝ିଶ 1 0 0 ௝ܿ 0ݔ
௝ିଵݏ− ௝ ௝ܿିଵݏ௝ିଵݏ ௝ିଵ,௝ݏ− ௝ିଶ 0 ௝ܿିଵ,௝ݕ ௝ܿ ௝ܿିଵݏ௝ ௝ܿିଵ ௝ܿ −ݏ௝ିଵ 
− ௝ିଵ,௝ ௝ܿିଵ,௝ݏ ௝ିଶ 0ݖ ௝ܿିଵݏ௝ ݏ௝ିଵ ௝ܿିଵ ௝ܿ ݏ௝ିଵݏ௝ ݏ௝ିଵ ௝ܿ ௝ܿିଵ 
௝ିଵݏ ௝ݏ௝ିଵݏ ௝ିଶ ௝ܿିଵݔ ௝ܿ ௝ܿିଵ,௝ 0 ݏ௝ିଵ,௝ ௝ܿିଵ ௝ܿ − ௝ܿିଵݏ௝ ݏ௝ିଵ 
 ௝ ௝ܿ 0ݏ ௝ 0 1 0ݏ− ௝ିଶ 0 ௝ܿݕ
௝ ௝ܿିଵݏ௝ିଵ ௝ܿିଵݏ− ௝ିଶݖ ௝ܿ −ݏ௝ିଵ,௝ 0 ௝ܿିଵ,௝ −ݏ௝ିଵ ௝ܿ ݏ௝ିଵݏ௝ ௝ܿିଵ 
௝ିଵݏ− ௝ିଶ ௝ܿିଵݔ ௝ܿ ݏ௝ିଵݏ௝ ௝ܿିଵ ௝ܿ −ݏ௝ିଵ ௝ܿିଵݏ௝ ௝ܿିଵ,௝ −ݏ௝ିଵ,௝ 0 
௝ିଵ ௝ܿିଵݏ ௝ିଶݕ ௝ܿ − ௝ܿିଵݏ௝ ݏ௝ିଵ ௝ܿ ௝ܿିଵ ݏ௝ିଵݏ௝ ݏ௝ିଵ,௝ ௝ܿିଵ,௝ 0 
 ௝ 0 ௝ܿ 0 0 1ݏ− ௝ ௝ܿݏ ௝ିଶ 0ݖ

 
Формулы в ячейках табл.1, 2 легко верифицировать путем вычисления квадратов орт осей 

ССК (ОСК) и скалярных произведений орт взаимно перпендикулярных осей. Действительно, де-
вять выражений в каждом блоке удовлетворяют двенадцати тождествам, т. е. сумма квадратов 
выражений, стоящих в каждой строке или в столбце, равна единице, а сумма произведений соот-
ветствующих выражений, стоящих в любых двух строках или столбцах, равна нулю. 

1.6. Формулы выписывания скалярных произведений орт. Из формулы (1.1) следует, что 
формула F୧ = ୧ܘ ⋅ ۴୧ в общем случае преобразуется к сумме произведений постоянных скалярных 
величин на выражения ૆୧ ⋅ (q୩િ୨)୲మ

ᇱᇱ  для различных значений индексов j, k и символов ξ, η ∈ {x, y, z}, 
где q୩ = 1 для ВКП(k). Из формулы (1.2) следует, что формула M୧ = ୧ܙ ⋅ -୧ в общем случае преۻ
образуется к сумме произведений скалярных величин на выражения ૆୧ ⋅ િ୨ × (q୫ા୩)୲మ

ᇱᇱ  для раз-
личных сочетаний индексов j, k, m и символов ξ, η, ζ ∈ {x, y, z}, где q୫ = 1 для ВКП(m). Для вы-
писывания этих выражений будем использовать следующие общие формулы:  

(q୩િ୨)୲మ
ᇱᇱ = q̈୩િ୨ + 2q̇୩િ̇୨ + q୩િ̈୨,                   (1.12) 

где  
િ̇୨ = ૑୨ × િ୨ = ∑  ஖ ω୨

஖ા୨ × િ୨ = ∑  ஖ ω୨
஖ ∈஖஗஝ ૅ୨;                (1.13) 

િ̈୨ = (૑୨ × િ୨)୲
ᇱ = ૑̇୨ × િ୨ + ૑୨ × (૑୨ × િ୨) = ∑  ஖ ω̇୨

஖ા୨ × િ୨ + ૑୨ ⋅ િ୨૑୨ − ω୨
ଶિ୨ =  

= ∑  ஖ ω̇୨
஖ ∈஖஗஝ ૅ୨ + ω୨

஗ ∑  ஖ ω୨
஖ા୨ − ω୨

ଶિ୨.                  (1.14) 
Для представления выражений ૆୧ ⋅ (q୩િ୨)୲మ

ᇱᇱ  для различных значений индексов i, j, k и симво-
лов ξ, η ∈ {x, y, z} через квазискорости нам потребуются следующие формулы:  

૆୧ ⋅ ૆̇୧ = ૆୧ ⋅ ૑୧ × ૆୧ = 0 .                     (1.15) 
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Используя формулу (1.13), получим  
૆୧ ⋅ િ̇୨ = ∑  ஖ ∈஖஗஝ ν୨୧

ஞ ω୨
஖,                     (1.16) 

где ν୨୧
ஞ = ૅ୨ ⋅ ૆୧. Отсюда для i = 0 с учетом обозначения ν୨୭

ஞ = ν୨
ஞ получим  

૆ ⋅ િ̇୨ = ∑  ஖ ∈஖஗஝ ν୨
ஞω୨

஖.                     (1.17) 

Учитывая, что ξ୨୨
ஞ = 1 и ν୨୨

ஞ = 0, где ν ≠ ξ, из формулы (1.16) для i = j получим  

૆୨ ⋅ િ̇୨ =∈஖஗ஞ ω୨
஖.                       (1.18) 

Используя формулу (1.14), получим  
૆୧ ⋅ િ̈୨ = ∑  ஖ ∈஖஗஝ ν୨୧

ஞ ω̇୨
஖ + ω୨

஗ ∑  ஖ ζ୨୧
ஞ ω୨

஖ − η୨୧
ஞ ∑  ஖ ω୨

஖ଶ =  

= ∑  ஖ஷ஗ [∈஖஗஝ ν୨୧
ஞ ω̇୨

஖ + (ζ୨୧
ஞ ω୨

஗ − η୨୧
ஞ ω୨

஖)ω୨
஖].                 (1.19) 

Здесь используется знак суммирования по двум символьным индексам из множества {x, y, z}. Ис-
ключаемый символ записывается под знаком суммы. Например, ∑  ஖ஷ୶ a஖ = a୷ + a୸. В выражении 
(1.19) символы ξ и η могут совпадать. 

Из формулы (1.19) в случае ૆୧ = ૆ переобозначив ν୨୧
ஞ = ν୨

ஞ, ζ୨୧
ஞ = ζ୨

ஞ, η୨୧
ஞ = η୨

ஞ получим  

૆ ⋅ િ̈୨ = ∑  ஖ஷ஗ [∈஖஗஝ ν୨
ஞω̇୨

஖ + (ζ୨
ஞω୨

஗ − η୨
ஞω୨

஖)ω୨
஖].                (1.20) 

Если j = i и ξ = η, то из формулы (1.19) получим  
૆୧ ⋅ ૆̈୧ = ∑  ஖ஷஞ [∈஖ஞ஝ ν୧୧

ஞ ω̇୧
஖ + (ζ୧୧

ஞ ω୧
ஞ − ξ୧୧

ஞ ω୧
஖)ω୧

஖] = − ∑  ஖ஷஞ ω୧
஖ଶ.             (1.21) 

Если j = i, то из первого выражения (1.19) в случае ξ ≠ η получим  
૆୧ ⋅ િ̈୧ = ∑  ஖ ∈஖஗஝ ν୧୧

ஞ ω̇୧
஖ + ω୧

஗ ∑  ஖ ζ୧୧
ஞ ω୧

஖ =∈஖஗ஞ ω̇୧
஖ + ω୧

஗ω୧
ஞ.              (1.22) 

Для преобразования выражения ૆୧ ⋅ િ୨ × (q୫ા୩)୲మ
ᇱᇱ , где i ≤ j, к использованию приведенных фор-

мул мы будем сначала вычислять вектор ૆୧ × િ୨. Если i = j, то ૆୧ × િ୧ =∈ஞ஗஝ ૅ୧, иначе ૆୧ × િ୨ = 
= ૆୧ × ∑  ஝ η୨୧

஝ ૅ୧ = ∑  ஝ η୨୧
஝ ∈ஞ஝ஜ ૄ୧. Детали рассмотрим в примерах. 

Выписывание УД МС рекомендуем начинать с выписывания выражений ܕ୨. Для повторного 
использования ранее выписанных выражений формулу вычисления ܕ୨ представим в следующем 
рекуррентном виде:  

୨ܕ = ∑  ୒
୧ୀ୨ (mୡ୧܋୧ + m୧ାଵ܀୧ାଵ) = mୡ୨܋୨ + m୨ାଵ܀୨ାଵ +  ୨ାଵ,             (1.23)ܕ

где j = N, N − 1, . . . ୒ܕ ;1, = mୡ୒܋୒. 
1.7. Формула выписывания УД ВКП(݆) в случае ࢗ௝ = ୨ܙ ௞. Еслиࢗ = ୩, где jܙ < ݇, то  
M୨ = ୨ܙ × ୨୩ܕ ⋅ ୨ିଵܚ̈) + gܡ) + ୨ܙ ⋅ ∑  ୩

୧ୀ୨ାଵ ୧୩ܕ)] + m୧܀୧) × ୧܀̈ + ୧܀ × ୧ܕ̈ + ۹̇୧ିଵ] + M୩,      (1.24) 
где ܕ୨୩ = ∑  ୩ିଵ

୧ୀ୨ (mୡ୧܋୧ + m୧ାଵ܀୧ାଵ). 
Доказательство формулы (1.24). Если j < ݇, то ܚ୩ = ୨ܚ + ୨୩܀ ୨୩, где܀ = ∑  ୩

୧ୀ୨ାଵ   ୧, и܀
୨ܕ = ୨୩ܕ + ୩, ۵୨ܕ = gܕ୨ × ܡ = ۵୩ + gܕ୨୩ ×  Отсюда получим .ܡ

୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ୨ܚ̈ = ୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ൫̈ܚ୩ − ୨୩൯܀̈ = ୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ୩ܚ̈ − ୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ୨୩܀̈ =  
= ୨ܙ ⋅ ൫ܕ୨୩ + ୩൯ܕ × ୩ܚ̈ − ୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ୨୩܀̈ = ୨ܙ ⋅ ୨୩ܕ × ୩ܚ̈ + ୩ܙ ⋅ ୩ܕ × ୩ܚ̈ − ୨ܙ ⋅ ୨ܕ ×  .୨୩܀̈

Теперь, используя формулы (1.2) и ܙ୨ ⋅ ۵୨ = ୩ܙ ⋅ ۵୩ + gܙ୩ ⋅ ୨୩ܕ ×  получим ,ܡ
M୨ = ୨ܙ ⋅ ୨ۻ = ୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ୨ܚ̈ + ୨ܙ ⋅ ∑  ୒

୧ୀ୨ ۹̇୧ + ୨ܙ ⋅ ∑  ୒
୧ୀ୨ାଵ ൣ(m୧܀୧ + (୧ܕ × ୧܀̈ + ୧܀ × ୧൧ܕ̈ +  

୨ܙ+ ⋅ ۵୨ ୨ܙ = ⋅ ୨୩ܕ × ୩ܚ̈ − ୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ୨୩܀̈ + ୨ܙ ⋅ ∑  ୩ିଵ
୧ୀ୨ ۹̇୧ +  

୨ܙ+ ⋅ ∑  ୩
୧ୀ୨ାଵ ൣ(m୧܀୧ + (୧ܕ × ୧܀̈ + ୧܀ × ୧൧ܕ̈ + gܙ୩ ⋅ ୨୩ܕ × ܡ + M୩ =  

= A୨୩ + ୨ܙ ⋅ ୨୩ܕ × ୨ିଵܚ̈ + ୨ܙ ⋅ ∑  ୩
୧ୀ୨ାଵ (۹̇୧ିଵ + ୧܀ × (୧ܕ̈ + gܙ୩ ⋅ ୨୩ܕ ×  ,M୩+ܡ

где 
A୨୩ = ୨ܙ ⋅ ୨୩ܕ × ∑  ୩

୧ୀ୨ାଵ ୧܀̈ − ୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ∑  ୩
୧ୀ୨ାଵ ୧܀̈ + ୨ܙ ⋅ ∑  ୩

୧ୀ୨ାଵ (m୧܀୧ + (୧ܕ × ୧܀̈ =  
= ୨ܙ ⋅ ∑  ୩

୧ୀ୨ାଵ ୨୩ܕ) − ୨ܕ + m୧܀୧ + (୧ܕ × ୧܀̈ = ୨ܙ ⋅ ∑  ୩
୧ୀ୨ାଵ ୧୩ܕ) + m୧܀୧) ×   ,୧܀̈

так как ܕ୨୩ − ୨ܕ + ୧ܕ = ୨୩ܕ − ୨୩ܕ − ୩ܕ + ୧୩ܕ + ୩ܕ =  .୧୩, что доказывает формулу (1.24)ܕ
Перед практическим использованием приведенных формул коротко остановимся на некото-

рых классификационных признаках МС. МС считают портальной, если НТО закреплено на по-
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толке. Если НТО установлено на полу, то МС считают напольной. Если перенос точки подвеса 
захвата МС осуществляют тела трех ПКП, то МС работает в декартовой СК (МС с декартовой 
СК). Если перенос точки подвеса захвата осуществляют ВКП(1) и две ПКП, то МС работа
цилиндрической СК (цилиндрическая МС). Если перенос точки подвеса захвата осуществляют 
тела двух ВКП и одной ПКП, то говорят, что МС работает в сферической СК (сферическая МС). 
В остальных случаях будем считать, что рассматриваемая МС работает в ангул

С целью упрощения схем МС будем изображать тела ВКП в их исходном (начальном) пол
жении, т. е. когда их ОК равны нулю. И в этом положении будем вводить ССК(
чтобы направления осей O୧ܠ୧, 
системы координат (НСК) Oܢܡܠ
ной горизонтально вправо, ܡ –
пликат, направленной так, что НСК 
Достаточно показать начало НСК, а также положения точек 
и ориентация в пространстве орт 
нии нуждаются только положения орт 
ложений достаточно выразить орты осей КП(
положении ось O୧ܙ୧ ВКП(i) вертикальна, то 
тально вправо, то ܙ୧ =  ୧, и если она смотрит на наблюдателя, тоܠ

 
2. Выписывание УД МС с тремя ПКП (Пример 1)
На рис. 1 изображена схема портальной МС с декартовой СК.
Из рис. 1 видно, что для этой МС имеют место следующие равенства ОСК:

Рис. 1. МС с декартовой СК
Fig. 1 MS with cartesian CS

системах 
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ке. Если НТО установлено на полу, то МС считают напольной. Если перенос точки подвеса 
захвата МС осуществляют тела трех ПКП, то МС работает в декартовой СК (МС с декартовой 
СК). Если перенос точки подвеса захвата осуществляют ВКП(1) и две ПКП, то МС работа
цилиндрической СК (цилиндрическая МС). Если перенос точки подвеса захвата осуществляют 
тела двух ВКП и одной ПКП, то говорят, что МС работает в сферической СК (сферическая МС). 
В остальных случаях будем считать, что рассматриваемая МС работает в ангул

С целью упрощения схем МС будем изображать тела ВКП в их исходном (начальном) пол
е. когда их ОК равны нулю. И в этом положении будем вводить ССК(

, O୧ܡ୧, O୧ܢ୧ были параллельны соответствующим осям неподвижной 
орт оси абсцисс, направле – ܠ жестко связанной с НТО. Здесь ,ܢܡܠ
– орт оси ординат, направленной вертикально вверх, 

нной так, что НСК – правая. Тогда оси ССК тел на схемах можно не изображать. 
Достаточно показать начало НСК, а также положения точек O୧ и C୧, так как положение осей НСК 
и ориентация в пространстве орт ܠ୧, ܡ୧, ܢ୧ следует из их определений. В дополнительном опис
нии нуждаются только положения орт ܘ୧ для ПКП(i) и орт ܙ୧ для ВКП(i). Для описания этих п
ложений достаточно выразить орты осей КП(i) через орты ܠ୧, ܡ୧, ܢ୧. Например, если в исходном 

) вертикальна, то ܙ୧ = ୧ ВКП(i) направлена горизоܙ୧. Если ось O୧ܡ
, и если она смотрит на наблюдателя, то ܙ୧ =  .୧ܢ

Выписывание УД МС с тремя ПКП (Пример 1) 
1 изображена схема портальной МС с декартовой СК. 
1 видно, что для этой МС имеют место следующие равенства ОСК:

ܠ = ଵܠ = ଷܠ ,ଶܠ = ܡ ;ସܠ = ܡ
ହܡ = ܢ ;଺ܡ = ଵܢ = ଷܢ ,ଶܢ = ܢ
Эти равенства используются для понижения, п

вышения и сближения индексов ОСК в операциях 
векторной алгебры. Например, в скалярном произв
дении ܡଵ ⋅ ସܢ = ସܡ ⋅ ସܢ = 0 индекс орта 
до четырех. В произведении ܠଷ
декс орта ܢହ понижен до трех. В векторном произв
дении ܡଵ × ସܠ = ଷܡ × ଷܠ =  ଷܢ−
лей сближены до совпадения. 

Орты КП(j) имеют следующие выражения через 
ОСК(j): ܘଵ = ଵܢ = const – орт ПКП(1), 
горизонтально к наблюдателю; ܘ
ПКП(2), направленный горизонтально вправо; 
ଷܙ = ଷܡ = const – орт ВКП(3), направленный верт
кально вверх; ܘସ = ସܡ− = const
правленный по вертикали вниз; 
ВКП(5), лежащий в горизонтальной плоскости и м
няющий свою ориентацию вместе с вращением тела 
m୭ଷ; ܙ଺ = ଺ – орт ВКП(6), поварачивающиܡ
угол qହ в вертикальной плоскости, которая вращае
ся вокруг вертикальной оси вместе с телом 

Межполюсные векторы ܀୨
дующие выражения через ОСК(

ଵ܀ = qଵ܀ ,ܢଶ = qଶܠଵ, ܀ଷ =
ସ܀ = −qସܡଷ, ܀ହ = ଺܀ = 0. 
Орты ܋୨ имеют следующие выражения через 

ОСК(j): 
ଵ܋ = ଶ܋ ,ଵܢ− = ଷ܋ ,ଶܠ− = −
ସ܋ = ହ܋ ,ସܡ = ଺܋ ,ହܡ− = ଺ܡ−
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ке. Если НТО установлено на полу, то МС считают напольной. Если перенос точки подвеса 
захвата МС осуществляют тела трех ПКП, то МС работает в декартовой СК (МС с декартовой 
СК). Если перенос точки подвеса захвата осуществляют ВКП(1) и две ПКП, то МС работает в 
цилиндрической СК (цилиндрическая МС). Если перенос точки подвеса захвата осуществляют 
тела двух ВКП и одной ПКП, то говорят, что МС работает в сферической СК (сферическая МС). 
В остальных случаях будем считать, что рассматриваемая МС работает в ангулярной СК. 

С целью упрощения схем МС будем изображать тела ВКП в их исходном (начальном) поло-
е. когда их ОК равны нулю. И в этом положении будем вводить ССК(i) O୧ܠ୧ܡ୧ܢ୧ так, 

были параллельны соответствующим осям неподвижной 
орт оси абсцисс, направлен-

орт оси ординат, направленной вертикально вверх, ܢ – орт оси ап-
правая. Тогда оси ССК тел на схемах можно не изображать. 

, так как положение осей НСК 
следует из их определений. В дополнительном описа-

). Для описания этих по-
. Например, если в исходном 

) направлена горизон-

1 видно, что для этой МС имеют место следующие равенства ОСК: 
ଵܡ = ଶܡ = ଷܡ =   ,ସܡ
ସܢ =  .ହܢ

Эти равенства используются для понижения, по-
сближения индексов ОСК в операциях 

векторной алгебры. Например, в скалярном произве-
индекс орта ܡଵ повышен 

⋅ ହܢ = ଷܠ ⋅ ଷܢ = 0 ин-
понижен до трех. В векторном произве-

 индексы сомножите-

) имеют следующие выражения через 
орт ПКП(1), направленный 

ଶܘ = ଶܠ = const – орт 
ПКП(2), направленный горизонтально вправо; 

орт ВКП(3), направленный верти-
const – орт ПКП(4), на-

правленный по вертикали вниз; ܙହ =  ହ – ортܢ
ВКП(5), лежащий в горизонтальной плоскости и ме-
няющий свою ориентацию вместе с вращением тела 

орт ВКП(6), поварачивающийся на 
в вертикальной плоскости, которая вращает-

ся вокруг вертикальной оси вместе с телом m୭ଷ. 
= -୨ имеют сле۽૚ିܒ۽

дующие выражения через ОСК(j − 1) и ОК ПКП(j):  
0,  

 
имеют следующие выражения через 

  ,ଷܡ−
଺. 
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Перечисленные выражения составляют формальное описание рассматриваемой МС и ис-
пользуются для перехода к ОСК в выписываемых формулах (детали в примерах). 

2.1. Выписывание формул вычисления движущих сил 
1. Выпишем формулы вычисления ܕ୧ через ОСК с максимальным понижением индексов. 
По формуле (1.23) выпишем  
଺ܕ = mୡ଺܋଺ = −mୡ଺ܡହ; ܕହ = mୡହ܋ହ + ଺ܕ = −aܡହ,  

где a = mୡହ + mୡ଺; ܕସ = mୡସ܋ସ + ହܕ = mୡସܡ − aܡହ; 
ଷܕ = mୡଷ܋ଷ + mସ܀ସ + ସܕ = −mୡଷܡ − mସqସܡ + mୡସܡ − aܡହ = m୯ସܡ − aܡହ, 

где m୯ସ = mୡସ − mୡଷ − mସqସ;  
ଶܕ = mୡଶ܋ଶ + ଷܕ = −mୡଶܠ + m୯ସܡ − aܡହ; 
ଵܕ = mୡଵ܋ଵ + mଶ܀ଶ + ଶܕ = −mୡଵܢ + m୯ଶܠ + m୯ସܡ − aܡହ,  

где m୯ଶ = mଶqଶ − mୡଶ. 
2. Выпишем формулы вычисления ̈܀୧, ̈ܚ୨ = ∑  ୨

୧ୀଵ   ୧ через ОСК, ОК, ОС и ОУ ПКП. Имеемܕ̈ ୧ и܀̈
ଵ܀̈ = q̈ଵ܀̈ ;ܢଶ = q̈ଶ܀̈ ;ܠଷ = ସ܀̈ ;0 = −q̈ସ܀̈ ;ܡହ = ଺܀̈ = 0.  

Следовательно, 
ଵܚ̈ = q̈ଵܚ̈ ;ܢଶ = ଷܚ̈ = q̈ଵܢ + q̈ଶܚ̈ ;ܠସ = ହܚ̈ = ଺ܚ̈ = q̈ଵܢ + q̈ଶܠ − q̈ସܡ; 
଺ܕ̈ = −mୡ଺̈ܡହ; ̈ܕହ = −äܡହ; ̈ܕସ = ଷܕ̈ ;ହܕ̈ = −mସq̈ସܡ − äܡହ; 
ଶܕ̈ = ଵܕ̈ ;ଷܕ̈ = mଶq̈ଶܠ − mସq̈ସܡ − äܡହ. 
3. Выпишем формулы вычисления движущих сил F୨ = ୨ܘ ⋅ ۴୨ через скалярные произведения 

ОСК на их производные по времени. Используя формулу (1.1), выпишем 
Fଵ = ܢ ⋅ ۴ଵ = ܢ ⋅ ൫mଵ̈ܚଵ + ଵܕ̈ + m୥ଵܡ൯ = ܢ ⋅ ൫mଵq̈ଵܢ + mଶq̈ଶܠ − mସq̈ସܡ − äܡହ + m୥ଵܡ൯ =  
= mଵq̈ଵ − aܢ ⋅  ;ହܡ̈
Fଶ = ܠ ⋅ ۴ଶ = ܠ ⋅ ൫mଶ̈ܚଶ + ଶܕ̈ + m୥ଶܡ൯ = ܠ ⋅ ൣmଶ(q̈ଵܢ + q̈ଶܠ) − mସq̈ସܡ − äܡହ + m୥ଶܡ൧ =  
= mଶq̈ଶ − aܠ ⋅  ;ହܡ̈
Fସ = ܡ− ⋅ ۴ସ = ܡ− ⋅ ൫mସ̈ܚସ + ସܕ̈ + m୥ସܡ൯ = ܡ− ⋅ ൣmସ(q̈ଵܢ + q̈ଶܠ − q̈ସܡ) − äܡହ+m୥ସܡ൧ =  
= mସq̈ସ + aܡ ⋅ ହܡ̈ − m୥ସ. 
4. Выразим скалярные произведения ܠ ⋅ ܡ ,ହܡ̈ ⋅ ܢ ,ହܡ̈ ⋅ ହ, т. е. ૆ܡ̈ ⋅  .ହ через НК и квазискоростиܡ̈
Для η = y, j = 5 формула (1.20) принимает вид  
૆ ⋅ ହܡ̈ =∈୶୷୸ zହ

ஞω̇ହ
୶ + (xହ

ஞ ωହ
୷ − yହ

ஞωହ
୶)ωହ

୶ +∈୸୷୶ xହ
ஞ ω̇ହ

୸ + (zହ
ஞωହ

୷ − yହ
ஞωହ

୸)ωହ
୸ =  

= zହ
ஞ(ω̇ହ

୶ + ωହ
୷ωହ

୸) − xହ
ஞ (ω̇ହ

୸ − ωହ
୶ωହ

୷) − yହ
ஞ(ωହ

୸ଶ + ωହ
୶ଶ).          (2.1) 

5. Выпишем формулы вычисления ω୧
ஞ через ОС ВКП и НК, взятые из табл. 1. 

Первые два тела не вращаются. Поэтому ૑ଵ = ૑ଶ = 0, т. е. ωଵ
ஞ = ωଶ

ஞ = 0 для всех ξ. 
Для j = 3 имеем ܙଷ =  ଷ. Поэтому по формуле (1.8) выпишемܡ
ωଷ

ஞ = ∑  ஗ ૆ଷ ⋅ િଶωଶ
஗+ܙଷ ⋅ ૆ଷq̇ଷ = ଷܙ ⋅ ૆ଷq̇ଷ = ଷܡ ⋅ ૆ଷq̇ଷ,  

т. е. ωଷ
୶ = ଷܡ ⋅ ଷq̇ଷܠ = 0, ωଷ

୷ = ଷܡ ⋅ ଷq̇ଷܡ = q̇ଷ, ωଷ
୸ = ଷܡ ⋅ ଷq̇ଷܢ = 0. 

КП(4) = ПКП. Поэтому ૑ସ = ૑ଷ, т. е. ωସ
ஞ = ωଷ

ஞ = 0 для всех ξ. 
Для j = 5 имеем ܙହ =  ହ. Поэтому по формуле (1.8) выпишемܢ
ωହ

୶ = ∑  ஗ ହܠ ⋅ િସωସ
஗ + ହܢ ⋅ ହq̇ହܠ = ହܠ ⋅ ସωସܠ

୶ + ହܠ ⋅ ସωସܡ
୷ + ହܠ ⋅ ସωସܢ

୸ =  
= ହܠ ⋅ ସq̇ଷܡ = xହସ

୷ q̇ଷ = sହq̇ଷ, 
так как из третьего блока табл. 1 в ячейке, расположеной на пересечении столбца x୨ и строки 
y୨ିଵ, получим xହସ

୷ = sହ. Аналогично 
ωହ

୷ = ∑  ஗ ହܡ ⋅ િସωସ
஗ + ହܢ ⋅ ହq̇ହܡ = ହܡ ⋅ ସωସܠ

୶ + ହܡ ⋅ ସωସܡ
୷ + ହܡ ⋅ ସωସܢ

୸ = ହܡ ⋅ ସq̇ଷܡ =  
= yହସ

୷ q̇ଷ = cହq̇ଷ; 
ωହ

୸ = ∑  ஗ ହܢ ⋅ િସωସ
஗ + ହܢ ⋅ ହq̇ହܢ = ହܢ ⋅ ସωସܠ

୶ + ହܢ ⋅ ସωସܡ
୷ + ହܢ ⋅ ସωସܢ

୸ + q̇ହ =  
= ହܢ ⋅ ସq̇ଷܡ + q̇ହ = zହସ

୷ q̇ଷ + q̇ହ = q̇ହ. 
Для j = 6 имеем ܙ଺ = ଺ܡ = ହ. Поэтому по формуле (1.8) для ξܡ = y выпишем  
ω଺

୷ = ∑  ஗ ହܡ ⋅ િହωହ
஗ + ଺ܡ ⋅ ଺q̇଺ܡ = ωହ

୷ + q̇଺. 
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Для ξ = x по формуле (1.8) выпишем  
ω଺

୶ = ∑  ஗ ଺ܠ ⋅ િହωହ
஗ + ଺ܡ ⋅ ଺q̇଺ܠ = x଺ହ

୶ ωହ
୶ + x଺ହ

୷ ωହ
୷ + x଺ହ

୸ ωହ
୸ = c଺ωହ

୶ − s଺ωହ
୸, 

так как из первого столбца второго блока табл. 1 имеем x଺ହ
୶ = c଺, x଺ହ

୷ = 0, x଺ହ
୸ = −s଺. Аналогично  

ω଺
୸ = ∑  ஗ ଺ܢ ⋅ િହωହ

஗ + ଺ܡ ⋅ ଺q̇଺ܢ = z଺ହ
୶ ωହ

୶ + z଺ହ
୷ ωହ

୷ + z଺ହ
୸ ωହ

୸ = s଺ωହ
୶ + c଺ωହ

୸ .  
Таким образом, ωଷ

୶ = ωସ
୶ = ωଷ

୸ = ωସ
୸ = 0, ωଷ

୷ = q̇ଷ, ωସ
୷ = q̇ଷ, ωହ

୸ = q̇ହ, ωହ
୶ = sହq̇ଷ, ωହ

୷ = cହq̇ଷ, 
ω଺

୶ = c଺ωହ
୶ − s଺q̇ହ, ω଺

୷ = ωହ
୷ + q̇଺, ω଺

୸ = s଺ωହ
୶ + c଺q̇ହ. 

6. Выпишем формулы вычисления ω̇୧
ஞ через ОС, ОУ ВКП и НК, взятые из табл. 1. 

Из значений ωଷ
ஞ , ωସ

ஞ  имеем ω̇ଷ
୶ = ω̇ସ

୶ = ω̇ଷ
୸ = ω̇ସ

୸ = 0, ω̇ଷ
୷ = q̈ଷ, ω̇ସ

୷ = q̈ଷ, ω̇ହ
୸ = q̈ହ. 

Для j = 5, ξ = x и ܙହ =   ହ по формуле (1.10) выпишемܢ
ω̇ହ

୶ = ∑  ஗ ହܠ ⋅ િସω̇ସ
஗ +∈୸୶୷ ωହ

୷q̇ହ = xହସ
୶ ω̇ସ

୶ + xହସ
୷ ω̇ସ

୷ + xହସ
୸ ω̇ସ

୸ + ωହ
୷q̇ହ =  

= xହସ
୷ q̈ଷ + ωହ

୷q̇ହ = sହq̈ଷ + q̇ହωହ
୷, 

так как на 2-м этапе в табл. 1 было найдено xହସ
୷ = sହ. Аналогично для 

ξ = y ω̇ହ
୷ = ∑  ஗ ହܡ ⋅ િସω̇ସ

஗ +∈୸୷୶ ωହ
୶q̇ହ = yହସ

୶ ω̇ସ
୶ + yହସ

୷ ω̇ସ
୷ + yହସ

୸ ω̇ସ
୸ − ωହ

୶q̇ହ =  
= yହସ

୷ q̈ଷ − ωହ
୶q̇ହ = cହq̈ଷ − q̇ହωହ

୶. 
Имеем ܙ଺ = ଺ܡ = ହ. Поэтому для jܡ = 6 и ξ = y по формуле (1.9) выпишем 
ω̇଺

୷ = ∑  ஗ ହܡ ⋅ િହω̇ହ
஗ + q̈଺ = ω̇ହ

୷ + q̈଺. 
Для ξ = x по формуле (1.10) выпишем  
ω̇଺

୶ = ∑  ஗ ଺ܠ ⋅ િହω̇ହ
஗ +∈୷୶୸ q̇଺ω଺

୸ = x଺ହ
୶ ω̇ହ

୶ + x଺ହ
୷ ω̇ହ

୷ + x଺ହ
୸ ω̇ହ

୸ − q̇଺ω଺
୸. 

Из второго блока первого столбца табл. 1 получим x଺ହ
୶ = c଺, x଺ହ

୷ = 0, x଺ହ
୸ = −s଺. Следова-

тельно, ω̇଺
୶ = c଺ω̇ହ

୶ − s଺ω̇ହ
୸ − q̇଺ωହ

୸. Аналогично для ξ = z по формуле (1.10) выпишем  
ω̇଺

୸ = ∑  ஗ ଺ܢ ⋅ િହω̇ହ
஗ +∈୷୸୶ ω଺

୶q̇଺ = z଺ହ
୶ ω̇ହ

୶ + z଺ହ
୷ ω̇ହ

୷ + z଺ହ
୸ ω̇ହ

୸ + ωହ
୶q̇଺ =  

= s଺ω̇ହ
୶ + c଺ω̇ହ

୸ + q̇଺ωହ
୶. 

Таким образом, 
ω̇ଷ

୶ = ω̇ସ
୶ = ω̇ଷ

୸ = ω̇ସ
୸ = 0, ω̇ଷ

୷ = q̈ଷ, ω̇ସ
୷ = q̈ଷ, ω̇ହ

୶ = sହq̈ଷ + q̇ହωହ
୷, ω̇ହ

୷ = cହq̈ଷ − q̇ହωହ
୶, 

ω̇ହ
୸ = q̈ହ, ω̇଺

୶ = c଺ω̇ହ
୶ − s଺q̈ହ − ω଺

୸ q̇଺, ω̇଺
୷ = ω̇ହ

୷ + q̈଺, ω̇଺
୸ = s଺ω̇ହ

୶ + c଺q̈ହ + ω଺
୶q̇଺. 

7. Выпишем формулы вычисления искомых движущих сил. 
Учитывая простые значения векторов ω୧

ஞ и ω̇୧
ஞ по формуле (3.1), выпишем 

૆ ⋅ ହܡ̈ = zହ
ஞ(ω̇ହ

୶ + q̇ହωହ
୷) − xହ

ஞ (q̈ହ − ωହ
୷ωହ

୶) − yହ
ஞ(q̇ହ

ଶ + ωହ
୶ଶ). 

Следовательно, 
Fଵ = ܢ ⋅ ۴ଵ = mଵq̈ଵ − aܢ ⋅ ହܡ̈ = mଵq̈ଵ − a[zହ

୸(ω̇ହ
୶ + q̇ହωହ

୷) − xହ
୸(q̈ହ − ωହ

୷ωହ
୶) − yହ

୸(q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ)]; 
Fଶ = ܠ ⋅ ۴ଶ = mଶq̈ଶ − aܠ ⋅ ହܡ̈ = mଶq̈ଶ − a[zହ

୶(ω̇ହ
୶ + q̇ହωହ

୷) − xହ
୶(q̈ହ − ωହ

୷ωହ
୶) − yହ

୶(q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ)]; 
Fସ = ܡ− ⋅ ۴ସ = mସq̈ସ + aܡ ⋅ ହܡ̈ = mସq̈ସ + a[zହ

୷(ω̇ହ
୶ − q̇ହωହ

୷) − xହ
୷(q̈ହ − ωହ

୷ωହ
୶) −  

−yହ
୷(q̇ହ

ଶ+ωହ
୶ଶ)] − m୥ସ. 

Из рис. 1 видно, что НК ξହ
஗ = ξହଶ

஗  зависят от углов qଷ и qହ, т. е. эти НК можно выбрать из 
табл. 2, где j = 5, j − 1 = 3. Так как ܙହ = ଷܙ ,ହܢ =  ଷ искомый блок расположен в правой колонкеܡ
средней полосы. НК xହ

୶, yହ
୶, zହ

୶; xହ
୷, yହ

୷, zହ
୷; xହ

୸, yହ
୸, zହ

୸ расположены, соответственно, в первой, вто-
рой и третьей строках этого блока, т. е. xହ

୶ = cଷcହ, yହ
୶ = −cଷsହ, zହ

୶ = sଷ; xହ
୷ = sହ, yହ

୷ = cହ, zହ
୷ = 0; 

xହ
୸ = −sଷcହ, yହ

୸ = sଷsହ, zହ
୸ = cଷ. Следовательно, 

Fଵ = mଵq̈ଵ − a[cଷ(ω̇ହ
୶ + q̇ହωହ

୷) − xହ
୸(q̈ହ − ωହ

୷ωହ
୶) − yହ

୸(q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ)]; 
Fଶ = mଶq̈ଶ − a[sଷ(ω̇ହ

୶ + q̇ହωହ
୷) − xହ

୶(q̈ହ − ωହ
୷ωହ

୶) − yହ
୶(q̇ହ

ଶ + ωହ
୶ଶ)]; 

Fସ = mସq̈ସ − a[sହ(q̈ହ − ωହ
୷ωହ

୶) + cହ(q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ)] − m୥ସ. 
2.2. Выписывание формул вычисления движущих моментов сил 
1. Выпишем формулы вычисления моментов сил тяжести G୨ = gܙ୨ ⋅ ୨ܕ ×  .ܡ
Gଷ = gܡ ⋅ ଷܕ × ܡ = 0; Gହ = gܙହ ⋅ ହܕ × ܡ = −gaܢହ × ହܡ ⋅ ܡ = gaܠହ ⋅ ܡ = agxହ

୷; 
G଺ = gܙ଺ ⋅ ଺ܕ × ܡ = −gmୡ଺ܡହ × ହܡ ⋅ ܡ = 0. 
2. Выпишем формулы M୯୨ = ୨ܙ ⋅ ୨ܕ ×   .୨ܚ̈
M୯ଷ = ଷܙ ⋅ ଷܕ × ଷܚ̈ = ଷܕ ⋅ (q̈ଵܢ + q̈ଶܠ) × ܡ = ൫m୯ସܡ − aܡହ൯ ⋅ (q̈ଶܢ − q̈ଵܠ) = a(yହ

୶q̈ଵ − yହ
୸q̈ଶ); 
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M୯ହ = ହܙ ⋅ ହܕ × ହܚ̈ = −aܢହ × ହܡ ⋅ ହܚ̈ = aܠହ ⋅ (q̈ଵܢ + q̈ଶܠ − q̈ସܡ) = a(xହ
୸q̈ଵ + xହ

୶q̈ଶ − xହ
୷q̈ସ); 

M୯଺ = ଺ܙ ⋅ ଺ܕ × ଺ܚ̈ = −mୡ଺ܡହ ⋅ ହܡ × ହܚ̈ = 0. 
3. Выпишем формулы M୨

୯ = ୨ܙ ⋅ ∑  ୒
୧ୀ୨ାଵ (m୧܀୧ × ୧܀̈ + ୧ܕ × ୧܀̈ + ୧܀ ×  .(୧ܕ̈

Mଷ
୯ = ܡ ⋅ ൫mସ܀ସ × ସ܀̈ + ସܕ × ସ܀̈ + ସ܀ × ସ൯ܕ̈ =  

= ܡ ⋅ (−mସqସܡ × ସ܀̈ − ସܕ × q̈ସܡ − qସܡ × (ସܕ̈ = 0; 
Mହ

୯ = M଺
୯ = 0, так как ܀ହ = ଺܀ = 0. 

4. Выпишем формулы K୨
୯ = ୨ܙ ⋅ ∑  ୒

୧ୀ୨ ۹̇୧. Будем считать, что ССК(j) = ГСК(j) для j = 5,6 и 
I୨

୶ = I୨
୸, т. е. I୨

ୠ = 0, I୨
ୡ = I୨

୷ − I୨
୶ = I୨

୷ − I୨
୸ = −I୨

ୟ. 
По формуле (1.6) с учетом равенств ૑ଷ = ૑ସ = q̇ଷܡ выпишем 
Kଷ

୯ = ଷܡ ⋅ ∑  ଺
୧ୀଷ ۹̇୧ = (Iଷ

୷ + Iସ
୷)q̈ଷ + ∑  ଺

୧ୀହ [x୧ଷ
୷ ൫I୧

୸ω̇୧
୶ + I୧

ୟω୧
୷ω୧

୸൯ +  
+I୧ଷ

୷ y୧ଷ
୷ ω̇୧

୷ + z୧ଷ
୷ (I୧

୸ω̇୧
୸ − I୧

ୟω୧
୶ω୧

୷)]. 
Из второй строки третьего блока табл. 1 имеем xହଷ

୷ = xହସ
୷ = sହ, yହଷ

୷ = yହସ
୷ = cହ, zହଷ

୷ = zହସ
୷ = 0. 

Следовательно,  
Kଷ

୯ = ൫Iଷ
୷ + Iସ

୷൯q̈ଷ + sହ൫Iହ
୸ω̇ହ

୶ + Iହ
ୟωହ

୷ωହ
୸൯ + Iହ

୷cହω̇ହ
୷ + x଺ସ

୷ ൫I଺
୸ω̇଺

୶ + I଺
ୟω଺

୷ω଺
୸൯ +  

+I଺
୷cହω̇଺

୷ + z଺ସ
୷ (I଺

୸ω̇଺
୸ − I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷), 
где x଺ସ

୷ = sହc଺, z଺ସ
୷ = sହs଺, так как НК ξ଺ଷ

୷ = ξ଺ସ
୷  зависят от углов q଺, qହ и находятся во второй 

строке блока, расположенного во второй колонке (так как ܙ଺ =  ଺) нижней полосы (так какܡ
ହܙ =  ହ) табл. 2. Аналогичноܢ

Kହ
୯ = ହܢ ⋅ ∑  ଺

୧ୀହ ۹̇୧ = Iହ
୸ω̇ହ

୸ − Iହ
ୟωହ

୶ωହ
୷ + x଺ହ

୸ ൫I଺
୸ω̇଺

୶ + I଺
ୟω଺

୷ω଺
୸൯ + I଺

୷y଺ହ
୸ ω̇଺

୷ + z଺ହ
୸ ൫I଺

୸ω̇଺
୸−I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷൯ =  
= Iହ

୸ω̇ହ
୸ − Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ − s଺(I଺
୸ω̇଺

୶ + I଺
ୟω଺

୷ω଺
୸) + c଺(I଺

୸ω̇଺
୸ − I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷), 
так как в третьей строке второго блока табл. 1 имеем x଺ହ

୸ = −s଺, y଺ହ
୸ = 0, z଺ହ

୸ = c଺. 
K଺

୯ = ଺ܡ ⋅ [(I଺
୸ω̇଺

୶ + I଺
ୟω଺

୷ω଺
୸)ܠ଺ + I଺

୷ω̇଺
୷ܡ଺ + (I଺

୸ω̇଺
୸ − I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷)ܢ଺] = I଺
୷ω̇଺

୷. 
5. Выпишем формулы вычисления искомых моментов движущих сил M୨. 
Mଷ = ଷܙ ⋅ ଷۻ = ܡ− ⋅ ଷۻ = M୯ଷ + Kଷ

୯ = a(yହ
୶q̈ଵ − yହ

୸q̈ଶ) + ൫Iଷ
୷ + Iସ

୷൯q̈ଷ +  
+sହ(Iହ

୸ω̇ହ
୶ + Iହ

ୟωହ
୷ωହ

୸) + Iହ
୷cହω̇ହ

୷ + x଺
୷(I଺

୸ω̇଺
୶ + I଺

ୟω଺
୷ω଺

୸) + I଺
୷cହω̇଺

୷ + z଺
୷(I଺

୸ω̇଺
୸ − I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷); 
Mହ = ହܙ ⋅ ହۻ = ହܢ ⋅ ହۻ = M୯ହ + Kହ

୯ + Gହ = a൫xହ
୸q̈ଵ + xହ

୶q̈ଶ − xହ
୷q̈ସ൯ + Iହ

୸ω̇ହ
୸ − Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ −  
−s଺൫I଺

୸ω̇଺
୶ + I଺

ୟω଺
୷ω଺

୸൯ + c଺(I଺
୸ω̇଺

୸ − I଺
ୟω଺

୶ω଺
୷) + agxହ

୷; 
M଺ = ଺ܙ ⋅ ଺ۻ = ଺ܡ ⋅ ଺ۻ = K଺

୯ = I଺
୷ω̇଺

୷. 
Таким образом, первый вид УД МС на рис. 1 представляется следующей системой диффе-

ренциальных уравнений, содержащих квазиускорения и квазискорости; 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧mଵq̈ଵ − aൣcଷ൫ω̇ହ

୶ + q̇ହωହ
୷൯ − xହ

୸൫q̈ହ − ωହ
୷ωହ

୶൯ − yହ
୸൫q̇ହ

ଶ + ωହ
୶ଶ൯൧ = Fଵ;

mଶq̈ଶ − aൣsଷ൫ω̇ହ
୶ + q̇ହωହ

୷൯ − xହ
୶൫q̈ହ − ωହ

୷ωହ
୶൯ − yହ

୶൫q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ൯൧ = Fଶ;
a(yହ

୶q̈ଵ − yହ
୸q̈ଶ) + (Iଷ

୷ + Iସ
୷)q̈ଷ + sହ(Iହ

୸ω̇ହ
୶ + Iହ

ୟωହ
୷q̇ହ) + Iହ

୷cହω̇ହ
୷ +

+x଺
୷൫I଺

୸ω̇଺
୶ + I଺

ୟω଺
୷ω଺

୸൯ + I଺
୷cହω̇଺

୷ + z଺
୷൫I଺

୸ω̇଺
୸ − I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷൯ = Mଷ;
mସq̈ସ − aൣsହ൫q̈ହ − ωହ

୷ωହ
୶൯ + cହ൫q̇ହ

ଶ + ωହ
୶ଶ൯൧ − mସg = Fସ;

a(xହ
୸q̈ଵ + xହ

୶q̈ଶ − sହq̈ସ) + Iହ
୸q̈ହ − Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ −
−s଺൫I଺

୸ω̇଺
୶ + I଺

ୟω଺
୷ω଺

୸൯ + c଺൫I଺
୸ω̇଺

୸ − I଺
ୟω଺

୶ω଺
୷൯ + agsହ = Mହ;

I଺
୷ω̇଺

୷ = M଺.

�  

К этим уравнениям необходимо добавить ранее выписанные уравнения кинематики, т. е. 
формулы вычисления ω̇୧

ஞ. 
Выписанные вручную УД могут содержать ошибки и описки. Поэтому их необходимо вери-

фицировать. Один из этапов верификации связан с проверкой на симметричность матрицы инер-
ционных коэффициентов (МИК), т. е. матрицы коэффициентов при ОУ. 

2.3. Вывод МИК в УД МС на рис. 1. УД МС можно представить в следующем векторно-
матричном виде ۶̈ܙ + ܐ + ۵ =  вектор-столбец – ܐ ;вектор-столбец ОУ – ܙ̈ ;где ۶ – МИК ,ۿ
обобщенных инерционных сил с элементами hଵ, hଶ, ..., h୒; ۵ – вектор-столбец обобщенных сил 
тяжести с элементами Gଵ, Gଶ, ..., G୒, которые не зависят от скоростей и ускорений; ۿ – вектор-
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столбец обобщенных движущих сил, т. е. сил F୧ для ПКП(i) и моментов сил M୧ для ВКП(i), где 
i = 1, 2, . . . , N. Для этого достаточно в первом виде УД заменить квазиускорения на их выражения 
через ОУ и ввести соответствующие обозначения. 

Подставим ω̇ହ
୶ = sହq̈ଷ + q̇ହωହ

୷ в формулы вычисления Fଵ, Fଶ. Тогда получим 
Fଵ = mଵq̈ଵ − acଷsହq̈ଷ + axହ

୸q̈ହ + hଵ; Fଶ = mଶq̈ଶ − asଷsହq̈ଷ + axହ
୶q̈ହ + hଶ, 

где  
hଵ = −aൣ2cଷq̇ହωହ

୷ + xହ
୸ωହ

୷ωହ
୶ − yହ

୸൫q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ൯൧; hଶ = −a[2sଷq̇ହωହ
୷ + xହ

୶ωହ
୷ωହ

୶ − yହ
୶(q̇ହ

ଶ + ωହ
୶ଶ)]. 

В общем случае в УД МС квазиускорения входят в виде линейной комбинации. Обозначим 
через Ω̇୨୧ линейную комбинацию квазиускорений ω̇୧

ஞ, ξ ∈ {x, y, z} в j-м УД. 
В формуле вычисления Mଷ имеем 
Ω̇ଷହ = Iହ

୸sହω̇ହ
୶ + Iହ

୷cହω̇ହ
୷ = Iହ

୸sହ൫sହq̈ଷ + q̇ହωହ
୷൯ + Iହ

୷cହ(cହq̈ଷ − q̇ହωହ
୶) =  

= (Iହ
୸sହ

ଶ + Iହ
୷cହ

ଶ)q̈ଷ + (Iହ
୸sହωହ

୷ − Iହ
୷cହωହ

୶)q̇ହ; 
Ω̇ଷ଺ = I଺

୸(x଺
୷ω̇଺

୶ + z଺
୷ω̇଺

୸) + I଺
୷cହω̇଺

୷,  
где ω̇଺

୷ = ω̇ହ
୷ + q̈଺ = cହq̈ଷ + q̈଺ − q̇ହωହ

୶; 
x଺

୷ω̇଺
୶ + z଺

୷ω̇଺
୸ = sହc଺(c଺ω̇ହ

୶ − s଺q̈ହ − ω଺
୸ q̇଺) + sହs଺(s଺ω̇ହ

୶ + c଺q̈ହ + ω଺
୶q̇଺) =  

= sହω̇ହ
୶ + sହ(s଺ω଺

୶ − c଺ω଺
୸)q̇଺, 

т. е. Ω̇ଷ଺ = I଺
୸[sହ(sହq̈ଷ + q̇ହωହ

୷) + sହ(s଺ω଺
୶ − c଺ω଺

୸)q̇଺] + I଺
୷cହ(cହq̈ଷ + q̈଺ − q̇ହωହ

୶). Следовательно, 
Mଷ = a(yହ

୶q̈ଵ − yହ
୸q̈ଶ) + ൫Iଷ

୷ + Iସ
୷൯q̈ଷ + ൫Iହ

୸sହ
ଶ + Iହ

୷cହ
ଶ൯q̈ଷ + I଺

୸sହsହq̈ଷ + I଺
୷cହ(cହq̈ଷ + q̈଺) + hଷ =  

= a(yହ
୶q̈ଵ − yହ

୸q̈ଶ) + Hଷଷq̈ଷ + I଺
୷cହq̈଺ + hଷ, 

где с учетом обозначений Iଷ଺
୷ = Iଷ

୷ + Iସ
୷ + Iହ

୷ + I଺
୷, Iହ଺

ୟ = Iହ
୸ + I଺

୸ − Iହ
୷ − I଺

୷ имеем 
Hଷଷ = Iଷ

୷ + Iସ
୷ + (Iହ

୸ + I଺
୸)sହ

ଶ + (Iହ
୷ + I଺

୷)cହ
ଶ = Iଷ

୷ + Iସ
୷ + Iହ

୷ + I଺
୷ + (Iହ

୸ + I଺
୸ − Iହ

୷ − I଺
୷)sହ

ଶ =  
= Iଷ଺

୷ + Iହ଺
ୟ sହ

ଶ; 
hଷ = Iହ

ୟsହωହ
୷q̇ହ + I଺

ୟx଺
୷ω଺

୷ω଺
୸ − I଺

ୟz଺
୷ω଺

୶ω଺
୷ + ൫Iହ

୸sହωହ
୷ − Iହ

୷cହωହ
୶൯q̇ହ +  

+I଺
୸ൣsହq̇ହωହ

୷ + sହ(s଺ω଺
୶ − c଺ω଺

୸)q̇଺൧ − I଺
୷cହq̇ହωହ

୶ =  
= (Iହ

ୟ + Iହ
୸ + I଺

୸)sହq̇ହωହ
୷ − (Iହ

୷ + I଺
୷)cହq̇ହωହ

୶ + I଺
ୟ(x଺

୷ω଺
୸−z଺

୷ω଺
୶)ω଺

୷ + I଺
୸sହ(s଺ω଺

୶ − c଺ω଺
୸)q̇଺. 

Для Fସ имеем  
Fସ = mସq̈ସ − asହq̈ହ + hସ + Gସ, 

где hସ = a[sହωହ
୷ωହ

୶ − cହ(q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ)]; Gସ = −mସg. 
В формуле вычисления Mହ имеем 
Ω̇ହ଺ = I଺

୸(c଺ω̇଺
୸ − s଺ω̇଺

୶) = I଺
୸[c଺(s଺ω̇ହ

୶ + c଺q̈ହ + ω଺
୶q̇଺) − s଺(c଺ω̇ହ

୶ − s଺q̈ହ − ω଺
୸ q̇଺)] =  

= I଺
୸[q̈ହ + q̇଺(c଺ω଺

୶ + s଺ω଺
୸)]. 

Следовательно, Mହ = a(xହ
୸q̈ଵ + xହ

୶q̈ଶ − sହq̈ସ) + (Iହ
୸ + I଺

୸)q̈ହ + hହ + Gହ, где Gହ = agsହ, 
hହ = −Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ − I଺
ୟs଺ω଺

୷ω଺
୸ − I଺

ୟc଺ω଺
୶ω଺

୷ + I଺
୸q̇଺(c଺ω଺

୶ + s଺ω଺
୸) =  

= −Iହ
ୟωହ

୶ωହ
୷ − I଺

ୟ(c଺ω଺
୶ + s଺ω଺

୸)ω଺
୷ + I଺

୸q̇଺(c଺ω଺
୶ + s଺ω଺

୸) =  
= −Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ + (I଺
୸q̇଺−I଺

ୟω଺
୷)(c଺ω଺

୶ + s଺ω଺
୸). 

Для M଺ получим 
M଺ = I଺

୷ω̇଺
୷ = I଺

୷(cହq̈ଷ + q̈଺ − q̇ହωହ
୶) = I଺

୷(cହq̈ଷ + q̈଺) + h଺, 
где h଺ = −I଺

୷q̇ହωହ
୶. 

Элемент H୨୧ МИК является множителем при ОУ q̈୧ в формуле вычисления Q୨, т. е. в j-м УД. 
Из полученых формул вычисления Fଵ, Fଶ, Mଷ, Fସ, Mହ, M଺, используя выписанные НК xହ

୶ = cଷcହ, 
yହ

୶ = −cଷsହ, xହ
୸ = −sଷcହ, yହ

୸ = sଷsହ, составим МИК МС на рис. 1. Она примет следующий вид 

۶ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

mଵ 0 ayହ
୶ 0 axହ

୸ 0
0 mଶ −ayହ

୸ 0 axହ
୶ 0

ayହ
୶ −ayହ

୸ Iଷ଺
୷ + Iହ଺

ୟ sହ
ଶ 0 0 I଺

୷cହ
0 0 0 mସ −asହ 0
axହ

୸ axହ
୶ 0 −asହ Iହ଺

୸ 0
0 0 I଺

୷cହ 0 0 I଺
୷ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 

где Iହ଺
୸ = Iହ

୸ + I଺
୸. Видно, что эта МИК симметрична. 
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В формулах вычисления элементов h୨ (j = 1, 2, . . . , N) можно выделить гироскопические 
инерционные силы (ГИС). Примеры практического использования ГИС приведены в двух по-
следних пунктах. 

2.4. Выделение ГИС в УД МС на рис. 1. Выделим в h୨ центробежные, Кориолисовы и гиро-
скопические обобщенные инерционные силы. Для этого в h୨ необходимо заменить квазискорости 
на их выражения через ОС. Но прежде рекомендуем упростить формулу вычисления h୨, если она 
содержит линейные и/или квадратичные формы квазискоростей. Дело в том, что сумму произве-
дений НК на квазискорости часто можно упростить. Например, для такого выражения в формуле 
вычисления hସ получим 

sହωହ
୷ωହ

୶ − cହωହ
୶ଶ = (sହωହ

୷ − cହωହ
୶)ωହ

୶ = (sହcହq̇ଷ − cହsହq̇ଷ)ωହ
୶ = 0, 

т. е. после упрощения hସ = −acହq̇ହ
ଶ – центробежная инерционная сила, действующая на тело m୭ସ 

и обусловленная вращением тела m୭ହ с относительной скоростью q̇ହ. 
Обозначим через Ω୨୧ линейную и через Ω୨୧

ଶ  квадратичную форму квазискоростей ω୧
ஞ, ξ ∈ {x, y, z} 

в формуле вычисления h୨. В формуле вычисления hଵ имеем 
Ωଵହ

ଶ = xହ
୸ωହ

୷ωହ
୶ − yହ

୸ωହ
୶ଶ = (xହ

୸ωହ
୷ − yହ

୸ωହ
୶)ωହ

୶ = (−sଷcହcହq̇ଷ − sଷsହsହq̇ଷ)ωହ
୶ = −sଷq̇ଷωହ

୶. 
Следовательно, формула вычисления hଵ принимает вид 

hଵ = −a(2cଷq̇ହωହ
୷ − yହ

୸q̇ହ
ଶ − sଷq̇ଷωହ

୶) = a(yହ
୸q̇ହ

ଶ − 2cଷcହq̇ଷq̇ହ + sଷsହq̇ଷ
ଶ). 

Теперь с учетом обозначений xହ
୶, yହ

୸ окончательно получим 
hଵ = a[yହ

୸(q̇ହ
ଶ + q̇ଷ

ଶ) − 2xହ
୶q̇ଷq̇ହ]. 

Аналогично для hଶ получим 
Ωଶହ

ଶ = (xହ
୶ωହ

୷ − yହ
୶ωହ

୶)ωହ
୶ = (cଷcହcହq̇ଷ + cଷsହsହq̇ଷ)ωହ

୶ = cଷq̇ଷωହ
୶, 

т. е. 
hଶ = −a൫2sଷq̇ହωହ

୷ − yହ
୶q̇ହ

ଶ + cଷq̇ଷωହ
୶൯ = a൫yହ

୶q̇ହ
ଶ − 2sଷcହq̇ଷq̇ହ − cଷsହq̇ଷ

ଶ൯ =  
= a[yହ

୶(q̇ଷ
ଶ + q̇ହ

ଶ) + 2xହ
୸q̇ଷq̇ହ]. 

В формуле вычисления hଷ имеем 
Ωଷ଺ = I଺

୸sହ(s଺ω଺
୶ − c଺ω଺

୸)q̇଺ = I଺
୸sହ[s଺(c଺ωହ

୶ − s଺q̇ହ) − c଺(s଺ωହ
୶ + c଺q̇ହ)]q̇଺ = I଺

୸sହq̇ହq̇଺; 
Ωଷ଺

ଶ = I଺
ୟ(x଺

୷ω଺
୸ − z଺

୷ω଺
୶)ω଺

୷ = I଺
ୟ[sହc଺(s଺ωହ

୶ + c଺q̇ହ) − sହs଺(c଺ωହ
୶ − s଺q̇ହ)]ω଺

୷ = I଺
ୟsହq̇ହω଺

୷, 
т. е. 

hଷ = (Iହ
ୟ + Iହ

୸ + I଺
୸)sହq̇ହωହ

୷ − ൫Iହ
୷ + I଺

୷൯cହq̇ହωହ
୶ − I଺

୸sହq̇ହq̇଺ + I଺
ୟsହq̇ହ൫ωହ

୷ + q̇଺൯ =  
= (Iହ଺

ୟ + Iହ଺
୸ )sହq̇ହωହ

୷ − Iହ଺
୷ cହq̇ହωହ

୶ + (I଺
ୟ − I଺

୸)sହq̇ହq̇଺ =  
= ൫Iହ଺

ୟ + Iହ଺
୸ − Iହ଺

୷ ൯sହcହq̇ଷq̇ହ − I଺
୷sହq̇ହq̇଺ = 2Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଷq̇ହ − I଺
୷sହq̇ହq̇଺, 

где Iହ଺
୷ = Iହ

୷ + I଺
୷, Iହ଺

ୟ = Iହ
ୟ + I଺

ୟ. 
В формуле hହ имеем 
Ωହ଺ = s଺ω଺

୸ + c଺ω଺
୶ = s଺(s଺ωହ

୶ + c଺q̇ହ) + c଺(c଺ωହ
୶ − s଺q̇ହ) = ωହ

୶, 
т. е. 

hହ = −Iହ
ୟωହ

୶ωହ
୷ + ൫I଺

୸q̇଺ − I଺
ୟω଺

୷൯ωହ
୶ = I଺

୸q̇଺ωହ
୶ − Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ − I଺
ୟωହ

୶൫ωହ
୷ + ω଺

୷൯ =  
= (I଺

୸ − I଺
ୟ)q̇଺ωହ

୶ − (Iହ
ୟ + I଺

ୟ)ωହ
୶ωହ

୷ = I଺
୷q̇଺ωହ

୶ − Iହ଺
ୟ ωହ

୶ωହ
୷ = (I଺

୷q̇଺ − Iହ଺
ୟ cହq̇ଷ)sହq̇ଷ. 

Для формулы h଺ имеем  
h଺ = −I଺

୷sହq̇ଷq̇ହ. 
По определению Тэта мощность ГИС равна нулю [11]. Поэтому для их выделения достаточ-

но в выражении ∑  ଺
୧ୀଵ h୧q̇୧ выделить равную нулю сумму, в которой каждое слагаемое без по-

следнего множителя (последней ОС q̇୧) является искомой ГИС g୧. В рассматриваемом примере 
∑  ଺

୧ୀଵ h୧q̇୧ = ൛aൣyହ
୸൫q̇ହ

ଶ + q̇ଷ
ଶ൯ − 2xହ

୶q̇ଷq̇ହ൧ൟq̇ଵ + ൛aൣyହ
୶൫q̇ଷ

ଶ + q̇ହ
ଶ൯ + 2xହ

୸q̇ଷq̇ହ൧ൟq̇ଶ +  
+൫2Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଷq̇ହ − I଺
୷sହq̇ହq̇଺൯q̇ଷ + ൫−acହq̇ହ

ଶ൯q̇ସ + ൣ൫I଺
୷q̇଺ − Iହ଺

ୟ cହq̇ଷ൯sହq̇ଷ൧q̇ହ + (−I଺
୷sହq̇ଷq̇ହ)q̇଺. 

Очевидно, что  
൫Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଷq̇ହ − I଺
୷sହq̇ହq̇଺൯q̇ଷ + ൣ൫I଺

୷q̇଺ − Iହ଺
ୟ cହq̇ଷ൯sହq̇ଷ൧q̇ହ = gଷq̇ଷ+gହq̇ହ = 0.  

Следовательно, 
hଷ = Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଷq̇ହ + gଷ, gଷ = ൫Iହ଺
ୟ cହq̇ଷ − I଺

୷q̇଺൯sହq̇ହ; 
hହ = gହ = (I଺

୷q̇଺ − Iହ଺
ୟ cହq̇ଷ)sହq̇ଷ. 
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3. Выписывание УД МС с двумя ПКП (Пример 2)
На рис. 2 изображена схема портальной МС с

формальное описание. 

ଵ܋ = ଶ܋ ,ଵܠ = ଷ܋ ,ଶܠ− = ܡ−
3.1. Выписывание формул вычисления движущих сил
1. Выпишем формулы вычисления 
Из МС на рис. 1 и 2 видно, что их подсистемы 

୧, где iܕ = 6, 5, 4, 3, выписанные в Примере 1, можно использовать повторно, т.
рис. 2 ܕ଺ = −mୡ଺ܡହ; ܕହ = −a
выпишем  

ଶܕ = mୡଶ܋ଶ + ଷܕ = −mୡଶ

2. Выпишем формулы вычисления 
Имеем ̈܀ଵ = ଶ܀̈ ,0 = (qଶܠଵ
ଵܚ̈ = ଶܚ̈ ,0 = ଷܚ̈ = (qଶܠଵ)୲మ

ᇱᇱ ;
ହܕ̈ = −äܡହ; ̈ܕସ = ଷܕ̈ ;ହܕ̈
3. Выпишем формулы вычисления движущих сил 
Используя формулы (1.1), (1.12), (1.15), выпишем
Fଶ = ଶܘ ⋅ ۴ଶ = ଵܠ ⋅ ۴ଶ = mଶ
= mଶܠଵ ⋅ (qଶܠଵ)୲మ

ᇱᇱ − ଵܠ ⋅ (m
= mଶܠଵ ⋅ (q̈ଶܠଵ + 2q̇ଶ̇ܠଵ +

где m୯ଶ = mଶqଶ − mୡଶ. 

Рис. 2. МС с цилиндрической СК
Fig. MS with cylindrical

системах 
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Выписывание УД МС с двумя ПКП (Пример 2) 
2 изображена схема портальной МС с цилиндрической СК. Она имеет следующее 

Из рис. 2 видно, что имеют место сл
дующие равенства ОСК:

ଵܠ = ଷܠ ,ଶܠ = ܡ ;ସܠ
ହܡ = ଵܢ ;଺ܡ = ଷܢ ,ଶܢ
Орты КП(j) имеют следующие выраж

ния через ОСК(j): ܙଵ
ВКП(1), направленный вертикально вверх; 
ଶܘ = ଶ – орт ПКП(2), лежащий в горизоܠ
тальной плоскости и меняющий свою ор
ентацию вместе с поворотом тела 
ଷܙ = ଷܡ = const – орт ВКП(3), поварач
вающийся на угол qଶ в вертикальной пло
кости, которая вращается вокруг вертикал
ной оси вместе с телом 
= const – орт ПКП(4), направленный по ве
тикали вниз; ܙହ =  ହܢ
щий в горизонтальной плоскости и меня
щий свою ориентацию вместе с вращением 
тел m୭ଵ, m୭ଷ; ܙ଺ = ଺ܡ
рачивающийся на угол 
плоскости, которая вращается вокруг верт
кальной оси вместе с телом 

Межполюсные векторы 
ют следующие выражения через ОСК(
и ОК ПКП(j):  

ଵ܀ = ଶ܀ ,0 = qଶܠଵ, 
ସ܀ = −qସܡଷ, ܀ହ =
Орты ܋୨ имеют следующие выражения 

через ОСК(j):  
ସ܋ ,ଷܡ = ହ܋ ,ସܡ = ଺܋ ,ହܡ− =  .଺ܡ−

3.1. Выписывание формул вычисления движущих сил 
Выпишем формулы вычисления ܕ୧ через ОСК с максимальным понижением индексов.

Из МС на рис. 1 и 2 видно, что их подсистемы mଷ совпадают. Поэтому формулы вычисления 
, выписанные в Примере 1, можно использовать повторно, т.

aܡହ; ܕସ = mୡସܡ − aܡହ; ܕଷ = m୯ସܡ − aܡହ. Теперь по форму

ଶܠଵ + m୯ସܡ − aܡହ. 
Выпишем формулы вычисления ̈܀୧, ̈ܚ୨ = ∑  ୨

୧ୀଵ  .୧ܕ̈ ୧ и܀̈
ଵ)୲మ

ᇱᇱ ଷ܀̈ , = ସ܀̈ ,0 = −q̈ସ܀̈ ,ܡହ = ଺܀̈ = 0. Следовательно, 
ସܚ̈ ; = ହܚ̈ = ଺ܚ̈ = (qଶܠଵ)୲మ

ᇱᇱ − q̈ସܕ̈ ;ܡ଺ = −mୡ଺̈ܡହ
̈ = −mସq̈ସܡ − äܡହ; ̈ܕଶ = −mୡଶ̈ܠଵ − mସq̈ସܡ − a

Выпишем формулы вычисления движущих сил F୨ = ୨ܘ ⋅ ۴୨. 
Используя формулы (1.1), (1.12), (1.15), выпишем 

ଶܠଵ ⋅ ଶܚ̈ + ଵܠ ⋅ ଶܕ̈ + m୥ଶܠଵ ⋅ ܡ =  
(mୡଶ̈ܠଵ + mସq̈ସܡ + äܡହ) =  

̇ qଶ̈ܠଵ) − mୡଶܠଵ ⋅ ଵܠ̈ − aܠଵ ⋅ ହܡ̈ = mଶq̈ଶ + m୯ଶܠ

 
2. МС с цилиндрической СК 

cylindrical CS 
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цилиндрической СК. Она имеет следующее 

2 видно, что имеют место сле-
дующие равенства ОСК: 

ܡ = ଵܡ = ଶܡ = ଷܡ =   ,ସܡ
ଷ = ସܢ =  ହܢ

) имеют следующие выраже-
ଵ = ଵܡ = const – орт 

ВКП(1), направленный вертикально вверх; 
орт ПКП(2), лежащий в горизон-

тальной плоскости и меняющий свою ори-
ентацию вместе с поворотом тела m୭ଵ; 

орт ВКП(3), поварачи-
в вертикальной плос-

вращается вокруг вертикаль-
ной оси вместе с телом m୭ଵ; ܘସ = ସܡ− = 

орт ПКП(4), направленный по вер-
 – орт ВКП(5), лежа-

щий в горизонтальной плоскости и меняю-
щий свою ориентацию вместе с вращением 

 – орт ВКП(6), пова-
рачивающийся на угол qହ в вертикальной 
плоскости, которая вращается вокруг верти-
кальной оси вместе с телом m୭ଷ. 

Межполюсные векторы ܀୨ = -୨ име۽૚ିܒ۽
следующие выражения через ОСК(j − 1) 

ଷ܀ , = 0,  
଺܀ = 0. 

имеют следующие выражения 

через ОСК с максимальным понижением индексов. 
совпадают. Поэтому формулы вычисления 

, выписанные в Примере 1, можно использовать повторно, т. е. для МС на 
. Теперь по формуле (1.23) 

. Следовательно,  
̈ହ; 
äܡହ. 

ଵܠ ⋅ ଵܠ̈ − aܠଵ ⋅  ,ହܡ̈
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Аналогично для j = 4 выпишем 
Fସ = ସܘ ⋅ ۴ସ = ܡ− ⋅ ۴ସ = −mସܡ ⋅ ସܚ̈ − ܡ ⋅ ସܕ̈ − m୥ସܡ ⋅ ܡ =  
= −mସܡ ⋅ [(qଶܠଵ)୲మ

ᇱᇱ − q̈ସܡ] + ܡ ⋅ äܡହ − m୥ସ =  
= −mସ(qଶܡଵ ⋅ ଵ)୲మܠ

ᇱᇱ + mସq̈ସ + aܡ ⋅ ହܡ̈ − m୥ସ = mସq̈ସ + aܡ ⋅ ହܡ̈ − m୥ସ. 
4. Выразим скалярные произведения ܠଵ ⋅ ଵܠ ,ଵܠ̈ ⋅ ܡ ,ହܡ̈ ⋅  .ହ через квазискоростиܡ̈
По формуле (1.21) выпишем ܠଵ ⋅ ଵܠ̈ = −ωଵ

୷ଶ − ωଵ
୸ଶ. 

Полагая в формуле (1.19) ξ = x, i = 1, η = y, j = 5, выпишем 
ଵܠ ⋅ ହܡ̈ = ∑  ஖ஷ୷ ቂ∈஖୷஝ νହଵ

୶ ω̇ହ
஖ + ቀζହଵ

୶ ωହ
୷ − yହଵ

୶ ωହ
஖ ቁ ωହ

஖ ቃ =  
= zହଵ

୶ ω̇ହ
୶ + ൫xହଵ

୶ ωହ
୷ − yହଵ

୶ ωହ
୶൯ωହ

୶ − xହଵ
୶ ω̇ହ

୸ + ൫zହଵ
୶ ωହ

୷ − yହଵ
୶ ωହ

୸൯ωହ
୸ =  

= sଷ(ω̇ହ
୶ + ωହ

୷ωହ
୸) − xହଵ

୶ (ω̇ହ
୸ − ωହ

୶ωହ
୷) − yହଵ

୶ (ωହ
୶ଶ + ωହ

୸ଶ). 
Здесь приведены подобные при НК и их значения xହଵ

୶ = cଷcହ, yହଵ
୶ = −cଷsହ, zହଵ

୶ = sଷ находятся в 
блоке, стоящем на пересечении третей колонки и средней полосы табл. 2. 

Полагая в формуле (1.20) ξ = y, η = y, j = 5, выпишем 
ܡ ⋅ ହܡ̈ = ∑  ஖ஷ୷ ቂ∈஖୷஝ νହ

୷ω̇ହ
஖ + ቀζହ

୷ωହ
୷ − yହ

୷ωହ
஖ ቁ ωହ

஖ ቃ =  
= zହ

୷ω̇ହ
୶ + (xହ

୷ωହ
୷ − yହ

୷ωହ
୶)ωହ

୶ − xହ
୷ω̇ହ

୸ + (zହ
୷ωହ

୷ − yହ
୷ωହ

୸)ωହ
୸ =  

= −sହ(ω̇ହ
୸ − ωହ

୶ωହ
୷) − cହ(ωହ

୶ଶ + ωହ
୸ଶ), 

так как во второй строке третьего блока табл. 1 имеем 
xହ

୷ = xହସ
୷ = sହ, yହ

୷ = yହସ
୷ = cହ, zହ

୷ = zହସ
୷ = 0. 

5. Выпишем формулы вычисления ω୧
ஞ. 

Из рис. 2 видно, что ωଵ
୷ = ωଶ

୷ = q̇ଵ, ωଷ
୷ = ωସ

୷ = q̇ଵ + q̇ଷ, ω୧
୶ = ω୧

୸ = 0, где i = 1, 2, 3, 4. Сле-
довательно, повторно используя формулы вычисления ω୧

ஞ в Примере 1 и меняя в них qଷ на 
qଵଷ = qଵ + qଷ, получим 

ωହ
୶ = sହq̇ଵଷ, ωହ

୷ = cହq̇ଵଷ, ωହ
୸ = q̇ହ, ω଺

୶ = c଺ωହ
୶ − s଺q̇ହ, ω଺

୷ = ωହ
୷ + q̇଺, ω଺

୸ = s଺ωହ
୶ + c଺q̇ହ, 

где q̇ଵଷ = q̇ଵ + q̇ଷ. 
6. Выпишем формулы вычисления ω̇୧

ஞ. 
Повторно используя формулы вычисления ω̇୧

ஞ в Примере 1, где q̇ଵଷ = q̇ଵ + q̇ଷ, для МС на 
рис. 2 получим 

ω̇ହ
୶ = sହq̈ଵଷ + q̇ହωହ

୷, ω̇ହ
୸ = q̈ହ, ω̇ହ

୷ = cହq̈ଵଷ − q̇ହωହ
୶, ω̇଺

୶ = c଺ω̇ହ
୶ − s଺q̈ହ − ω଺

୸ q̇଺; 
ω̇଺

୷ = ω̇ହ
୷ + q̈଺, ω̇଺

୸ = s଺ω̇ହ
୶ + c଺q̈ହ + ω଺

୶q̇଺. 
7. Выпишем формулы вычисления искомых движущих сил.  
С учетом выписанных значений ωଵ

୷ = q̇ଵ, ωଵ
୸ = 0, ω̇ହ

୸ = q̈ହ и выражений ܠଵ ⋅ ଵܠ ,ଵܠ̈ ⋅ ܡ ,ହܡ̈ ⋅  ହܡ̈
получим 

Fଶ = mଶq̈ଶ − m୯ଶq̇ଵ
ଶ − a[sଷ(ω̇ହ

୶ + q̇ହωହ
୷) − xହଵ

୶ (q̈ହ − ωହ
୷ωହ

୶) − yହଵ
୶ (q̇ହ

ଶ + ωହ
୶ଶ)]; 

Fସ = mସq̈ସ − a[sହ(q̈ହ − ωହ
୷ωହ

୶) + cହ(q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ)] − m୥ସ. 
3.2. Выписывание формул вычисления движущих моментов сил 
1. Выпишем формулу вычисления Mଵ. 
ଵܙ = ଷܙ = Следовательно, по формуле (1.24) для j .ܡ = 1, k = 3 выпишем 
Mଵ = ܡ ⋅ [(mୡଶ܋ଶ + mଶ܀ଶ) × ଶ܀̈ + ଶ܀ × [ଶܕ̈ + ܡ ⋅ (۹̇ଵ + ۹̇ଶ) + Mଷ, 

так как ܀ଵ = ଷ܀ = 0. По формуле (1.5) выпишем ۹̇ଵ = Iଵ
୷q̈ଵܡଵ, ۹̇ଶ = Iଶ

୷q̈ଵܡଵ. Теперь 
Mଵ = ܡ ⋅ (mଶqଶ − mୡଶ)ܠଵ × ଶ܀̈ + qଶܡ ⋅ ଵܠ × ଶܕ̈ + ܡ ⋅ ൫Iଵ

୷q̈ଵܡଵ + Iଶ
୷q̈ଵܡଵ൯ + Mଷ =  

= −m୯ଶܢଵ ⋅ ଶ܀̈ − qଶܢଵ ⋅ ଶܕ̈ + Iଵଶ
୷ q̈ଵ + Mଷ, 

где Iଵଶ
୷ = Iଵ

୷ + Iଶ
୷. 

По формуле (1.12) 
ଵܢ ⋅ ଶ܀̈ = ଵܢ ⋅ (qଶܠଵ)୲మ

ᇱᇱ = ଵܢ ⋅ (q̈ଶܠଵ + 2q̇ଶ̇ܠଵ + qଶ̈ܠଵ); 
ଵܢ ⋅ ଶܕ̈ = ଵܢ ⋅ (−mୡଶ̈ܠଵ − mସq̈ସܡ − äܡହ) = −mୡଶܢଵ ⋅ ଵܠ̈ − aܢଵ ⋅  .ହܡ̈
По формулам (1.18), (1.22), (1.19) выпишем 
ଵܢ ⋅ ଵܠ̇ =∈஖୶୸ ωଵ

஖ =∈୷୶୸ ωଵ
୷ = −q̇ଵ, ܢଵ ⋅ ଵܠ̈ =∈୶୸஝ ω̇ଵ

஝ + ωଵ
୸ωଵ

୶ =∈୶୸୷ ω̇ଵ
୷ = −q̈ଵ; 
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ଵܢ ⋅ ହܡ̈ = ∑  ஖ஷ୷ ቂ∈஖୷஝ νଵହ
୸ ω̇ହ

஖ + ቀζଵହ
୸ ωହ

୷ − yହଵ
୸ ωହ

஖ ቁ ωହ
஖ ቃ =  

=∈୶୷୸ zହଵ
୸ ω̇ହ

୶ + ൫xହଵ
୸ ωହ

୷ − yହଵ
୸ ωହ

୶൯ωହ
୶ +∈୸୷୶ xହଵ

୸ ω̇ହ
୸ + ൫zହଵ

୸ ωହ
୷ − yହଵ

୸ ωହ
୸൯ωହ

୸ =  
= zହଵ

୸ (ω̇ହ
୶ + ωହ

୷ωହ
୸) − xହଵ

୸ (ω̇ହ
୸ − ωହ

୶ωହ
୷) − yହଵ

୸ (ωହ
୶ଶ + ωହ

୸ଶ). 
Следовательно,  

ଵܢ ⋅ ଶ܀̈ = −qଶq̈ଵ − 2q̇ଵq̇ଶ; 
ଵܢ ⋅ ଶܕ̈ = −mୡଶq̈ଵ + a[zହଵ

୸ (ω̇ହ
୶ + ωହ

୷ωହ
୸) − xହଵ

୸ (ω̇ହ
୸ − ωହ

୶ωହ
୷) − yହଵ

୸ (ωହ
୶ଶ + ωହ

୸ଶ)]. 
Таким образом, с учетом равенств ωହ

୸ = q̇ଶ, zହଵ
୸ = cଷ получим 

Mଵ = m୯ଶ(qଶq̈ଵ + 2q̇ଵq̇ଶ) + Iଵଶ
୷ q̈ଵ −  

−qଶ൛mୡଶq̈ଵ − aൣzହଵ
୸ ൫ω̇ହ

୶ + ωହ
୷ωହ

୸൯ − xହଵ
୸ ൫ω̇ହ

୸ − ωହ
୶ωହ

୷൯— yହଵ
୸ ൫ωହ

୶ଶ + ωହ
୸ଶ൯൧ൟ + Mଷ =  

= ൣIଵଶ
୷ + ൫m୯ଶ − mୡଶ൯qଶ൧q̈ଵ + 2m୯ଶq̇ଵq̇ଶ −  

−aqଶ[cଷ(ω̇ହ
୶ + ωହ

୷q̇ହ) − xହଵ
୸ (q̈ହ − ωହ

୶ωହ
୷) − yହଵ

୸ (ωହ
୶ଶ + q̇ହ

ଶ)] + Mଷ. 
2. Выпишем формулы G୨ = gܙ୨ ⋅ ୨ܕ × для j ܡ = 3, 5, 6. 
Так как подсистемы mଷ для МС на рис. 1 и 2 совпадают и ܡ =  ,ଷ, то выражения Gଷ, Gହ, G଺ܡ

выписанные в Примере 1, можно повторно использовать в этом примере. Следовательно, 
Gଷ = G଺ = 0, Gହ = gasହ. 

3. Выпишем формулы M୯୨ = ୨ܙ ⋅ ୨ܕ × ୨ для jܚ̈ = 3, 5, 6. 
M୯ଷ = ଷܙ ⋅ ଷܕ × ଷܚ̈ = ܡ × (m୯ସܡ − aܡହ) ⋅ ଷܚ̈ = −aܡହ ⋅ ଷܚ̈ × ܡ = −aܡହ ⋅ (qଶܠଵ × ୲మ(ܡ

ᇱᇱ =  
= −aܡହ ⋅ (qଶܢଵ)୲మ

ᇱᇱ = −aܡହ ⋅ (q̈ଶܢଵ + 2q̇ଶ̇ܢଵ + qଶ̈ܢଵ). 
По формулам (1.16), (1.19) выпишем 
ହܡ ⋅ ଵܢ̇ = ∑  ஖ ∈஖୸஝ νଵହ

୷ ωଵ
஖ =∈୷୸୶ xଵହ

୷ ωଵ
୷ = yହଵ

୶ q̇ଵ; 
ହܡ ⋅ ଵܢ̈ = ∑  ஖ஷ୸ ቂ∈஖୸஝ νଵହ

୷ ω̇ଵ
஖ + ቀζଵହ

୷ ωଵ
୸ − zଵହ

୷ ωଵ
஖ ቁ ωଵ

஖ ቃ =  
=∈୷୸୶ xଵହ

୷ ω̇ଵ
୷ − zଵହ

୷ ωଵ
୷ωଵ

୷ = yହଵ
୶ q̈ଵ − yହଵ

୸ q̇ଵ
ଶ.  

Следовательно, 
M୯ଷ = −a[yହଵ

୸ q̈ଶ + 2yହଵ
୶ q̇ଵq̇ଶ + qଶ(yହଵ

୶ q̈ଵ − yହଵ
୸ q̇ଵ

ଶ)] =  
= −a[yହଵ

୸ (q̈ଶ − qଶq̇ଵ
ଶ) + yହଵ

୶ (qଶq̈ଵ + 2q̇ଵq̇ଶ)]; 
M୯ହ = ହܙ ⋅ ହܕ × ହܚ̈ = −aܢହ × ହܡ ⋅ ହܚ̈ = aܠହ ⋅ ହܚ̈ = aܠହ ⋅ [(qଶܠଵ)୲మ

ᇱᇱ − q̈ସܡ] =  
= aܠହ ⋅ (q̈ଶܠଵ + 2q̇ଶ̇ܠଵ + qଶ̈ܠଵ) − axହ

୷q̈ସ. 
По формулам (1.16), (1.19) выпишем  
ହܠ ⋅ ଵܠ̇ = ∑  ஖ ∈஖୶஝ νଵହ

୶ ωଵ
஖ =∈୷୶୸ zଵହ

୶ ωଵ
୷ = −xହଵ

୸ q̇ଵ ; 
ହܠ ⋅ ଵܠ̈ = ∑  ஖ஷ୶ ቂ∈஖୶஝ νଵହ

୶ ω̇ଵ
஖ + ቀζଵହ

୶ ωଵ
୶ − xଵହ

୶ ωଵ
஖ ቁ ωଵ

஖ ቃ =∈୷୶୸ zଵହ
୶ ω̇ଵ

୷ − xଵହ
୶ ωଵ

୷ωଵ
୷ =  

= −xହଵ
୸ q̈ଵ − xହଵ

୶ q̇ଵ
ଶ. 

Следовательно, 
M୯ହ = aൣxହଵ

୶ q̈ଶ − 2xହଵ
୸ q̇ଵq̇ଶ − qଶ(xହଵ

୸ q̈ଵ + xହଵ
୶ q̇ଵ

ଶ) − xହ
୷q̈ସ൧ =  

= a[xହଵ
୶ (q̈ଶ − qଶq̇ଵ

ଶ) − xହଵ
୸ (qଶq̈ଵ + 2q̇ଵq̇ଶ) − xହସ

୷ q̈ସ]; 
M୯଺ = ଺ܡ ⋅ ଺ܕ × ଺ܚ̈ = −mୡ଺ܡ଺ ⋅ ଺ܡ × ଺ܚ̈ = 0. 
4. Выпишем формулы M୨

୯ = ୨ܙ ⋅ ∑  ଺
୧ୀ୨ାଵ (m୧܀୧ × ୧܀̈ + ୧ܕ × ୧܀̈ + ୧܀ × ୧) для jܕ̈ = 3, 5, 6. 

Mଷ
୯ = ଵܡ ⋅ (mସ܀ସ × ସ܀̈ + ସܕ × ସ܀̈ + ସ܀ × (ସܕ̈ = 0, 

так как ̈܀ସ = −q̈ସܡ. Mହ
୯ = M଺

୯ = 0, так как ܀ହ = ଺܀ = 0. 
5. Выпишем формулы K୨

୯ = ୨ܙ ⋅ ∑  ଺
୧ୀ୨ ۹̇୧ для j = 3, 5, 6. 

Формулы вычисления Kଷ
୯, Kହ

୯, K଺
୯ для МС на рис.1 можно повторно использовать для рас-

сматриваемой МС, так как их третьи подсистемы совпадают. При этом qଷ необходимо заменить 
на qଵଷ. Таким образом, с учетом обозначения Iଷସ

୷ = Iଷ
୷ + Iସ

୷ получим 
Kଷ

୯ = Iଷସ
୷ q̈ଵଷ + sହ൫Iହ

୸ω̇ହ
୶ + Iହ

ୟωହ
୷ωହ

୸൯ + Iହ
୷cହω̇ହ

୷ + x଺
୷൫I଺

୸ω̇଺
୶ + I଺

ୟω଺
୷ω଺

୸൯ +  
+I଺

୷cହω̇଺
୷ + z଺

୷(I଺
୸ω̇଺

୸ − I଺
ୟω଺

୶ω଺
୷), 

Kହ
୯ = Iହ

୸ω̇ହ
୸ − Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ − s଺(I଺
୸ω̇଺

୶ + I଺
ୟω଺

୷ω଺
୸) + c଺(I଺

୸ω̇଺
୸ − I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷), K଺
୯ = I଺

୷ω̇଺
୷. 
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6. Выпишем формулы вычисления M୨, где j = 3, 5, 6. 
Mଷ = M୯ଷ + Kଷ

୯ = −a[yହଵ
୸ (q̈ଶ − qଶq̇ଵ

ଶ) + yହଵ
୶ (qଶq̈ଵ + 2q̇ଵq̇ଶ)] + Iଷସ

୷ q̈ଵଷ + sହ൫Iହ
୸ω̇ହ

୶ + Iହ
ୟωହ

୷ωହ
୸൯ +  

+Iହ
୷cହω̇ହ

୷ + x଺
୷(I଺

୸ω̇଺
୶ + I଺

ୟω଺
୷ω଺

୸) + I଺
୷cହω̇଺

୷ + z଺
୷(I଺

୸ω̇଺
୸ − I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷);  
Mହ = M୯ହ + Kହ

୯ = aൣxହଵ
୶ (q̈ଶ − qଶq̇ଵ

ଶ) − xହଵ
୸ (qଶq̈ଵ + 2q̇ଵq̇ଶ) − xହସ

୷ q̈ସ൧ +  
+Iହ

୸ω̇ହ
୸ − Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ − s଺(I଺
୸ω̇଺

୶ + I଺
ୟω଺

୷ω଺
୸) + c଺(I଺

୸ω̇଺
୸ − I଺

ୟω଺
୶ω଺

୷), M଺ = K଺
୯ = I଺

୷ω̇଺
୷. 

Используемые здесь НК взяты из табл. 2 и имеют следующие значения: xହଵ
୶ = cଷcହ, xହଵ

୷ = sହ, 
xହଵ

୸ = −sଷcହ, yହଵ
୶ = −cଷsହ, yହଵ

୸ = sଷsହ, zହଵ
୸ = cଷ, x଺

୷ = x଺ସ
୷ = sହc଺, z଺

୷ = z଺ସ
୷ = sହs଺. 

Таким образом, первый вид УД МС на рис. 2 представляется следующей системой диффе-
ренциальных уравнений, содержащих квазиускорения и квазискорости: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧Hଵq̈ଵ + 2m୯ଶq̇ଵq̇ଶ − aqଶൣcଷ൫ω̇ହ

୶ + ωହ
୷q̇ହ൯ − xହଵ

୸ ൫q̈ହ − ωହ
୶ωହ

୷൯ − yହଵ
୸ ൫ωହ

୶ଶ + q̇ହ
ଶ൯൧ + Mଷ = Mଵ;

mଶq̈ଶ − m୯ଶq̇ଵ
ଶ − aൣsଷ൫ω̇ହ

୶ + q̇ହωହ
୷൯ − xହଵ

୶ ൫q̈ହ − ωହ
୷ωହ

୶൯ − yହଵ
୶ ൫q̇ହ

ଶ + ωହ
୶ଶ൯൧ = Fଶ;

−a[yହଵ
୸ (q̈ଶ − qଶq̇ଵ

ଶ) + yହଵ
୶ (qଶq̈ଵ + 2q̇ଵq̇ଶ)] + Iଷସ

୷ q̈ଵଷ + sହ(Iହ
୸ω̇ହ

୶ + Iହ
ୟωହ

୷q̇ହ) +
+Iହ

୷cହω̇ହ
୷ + x଺

୷൫I଺
୸ω̇଺

୶ + I଺
ୟω଺

୷ω଺
୸൯ + I଺

୷cହω̇଺
୷ + z଺

୷൫I଺
୸ω̇଺

୸ − I଺
ୟω଺

୶ω଺
୷൯ = Mଷ;

mସq̈ସ − aൣsହ൫q̈ହ − ωହ
୷ωହ

୶൯ + cହ൫q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ൯൧ − m୥ସ = Fସ;
a[xହଵ

୶ (q̈ଶ − qଶq̇ଵ
ଶ) − xହଵ

୸ (qଶq̈ଵ + 2q̇ଵq̇ଶ) − sହq̈ସ] + Iହ
୸q̈ହ −

−Iହ
ୟωହ

୶ωହ
୷ − s଺൫I଺

୸ω̇଺
୶ + I଺

ୟω଺
୷ω଺

୸൯ + c଺൫I଺
୸ω̇଺

୸ − I଺
ୟω଺

୶ω଺
୷൯ + agsହ = Mହ;

I଺
୷ω̇଺

୷ = M଺,

�  

где Hଵ = Iଵଶ
୷ + (mଶqଶ − 2mୡଶ)qଶ. 

3.3. Вывод МИК в УД МС на рис. 2. Подставим ω̇ହ
୶ = sହq̈ଵଷ + q̇ହωହ

୷ в формулу вычисления Fଶ. 
Тогда получим Fଶ = mଶq̈ଶ − asଷsହq̈ଵଷ + axହଵ

୶ q̈ହ + hଶ, где 
hଶ = −m୯ଶq̇ଵ

ଶ − a[2sଷq̇ହωହ
୷ + xହଵ

୶ ωହ
୷ωହ

୶ − yହଵ
୶ (q̇ହ

ଶ + ωହ
୶ଶ)]. 

Для формулы вычисления Mଷ по аналогии с Примером 1 и учитывая, что подсистемы mଷ  
у МС на рис. 2 и 1 совпадают, получим 

Mଷ = −a(yହଵ
୸ q̈ଶ + yହଵ

୶ qଶq̈ଵ) + Hଷଷq̈ଵଷ + I଺
୷cହq̈଺ + hଷ, где Hଷଷ = Iଷ଺

୷ + Iହ଺
ୟ sହ

ଶ; 
hଷ = a(yହଵ

୸ qଶq̇ଵ
ଶ − 2yହଵ

୶ q̇ଵq̇ଶ) + (Iହ
ୟ + Iହ଺

୸ )sହq̇ହωହ
୷ − Iହ଺

୷ cହq̇ହωହ
୶ +  

+I଺
ୟ(x଺

୷ω଺
୸ − z଺

୷ω଺
୶)ω଺

୷ + I଺
୸sହ(s଺ω଺

୶ − c଺ω଺
୸)q̇଺. 

С использованием выражения Mଷ формула вычисления Mଵ принимает вид 
Mଵ = Hଵq̈ଵ − aqଶ(cଷsହq̈ଵଷ − xହଵ

୸ q̈ହ) − a(yହଵ
୸ q̈ଶ + yହଵ

୶ qଶq̈ଵ) + Hଷଷq̈ଵଷ + I଺
୷cହq̈଺ + hଵ =  

= Hଵଵq̈ଵ − ayହଵ
୸ q̈ଶ + Hଷଷq̈ଷ + aqଶxହଵ

୸ q̈ହ + I଺
୷cହq̈଺ + hଵ, 

где Hଵଵ = Hଵ − aqଶcଷsହ − aqଶyହଵ
୶ + Hଷଷ = Hଵ + Hଷଷ,  

hଵ = 2m୯ଶq̇ଵq̇ଶ − aqଶൣ2cଷωହ
୷q̇ହ + xହଵ

୸ ωହ
୶ωହ

୷ − yହଵ
୸ ൫ωହ

୶ଶ + q̇ହ
ଶ൯൧ + a(yହଵ

୸ qଶq̇ଵ
ଶ − 2yହଵ

୶ q̇ଵq̇ଶ) +  
+(Iହ

ୟ + Iହ଺
୸ )sହq̇ହωହ

୷ − Iହ଺
୷ cହq̇ହωହ

୶ + I଺
ୟ(x଺

୷ω଺
୸ − z଺

୷ω଺
୶)ω଺

୷ + I଺
୸sହ(s଺ω଺

୶ − c଺ω଺
୸)q̇଺. 

Для Fସ имеем Fସ = mସq̈ସ − asହq̈ହ + hସ − mସg, где hସ = a[sହωହ
୷ωହ

୶ − cହ(q̇ହ
ଶ + ωହ

୶ଶ)]. 
Для формулы вычисления Mହ по аналогии с Примером 1 получим 
Mହ = a(xହଵ

୶ q̈ଶ − xହଵ
୸ qଶq̈ଵ − sହq̈ସ) + Iହ଺

୸ q̈ହ + hହ + agsହ, где Iହ଺
୸ = Iହ

୸ + I଺
୸; 

hହ = −a(xହଵ
୶ qଶq̇ଵ

ଶ + 2xହଵ
୸ q̇ଵq̇ଶ) − Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ + (I଺
୸q̇଺ − I଺

ୟω଺
୷)(c଺ω଺

୶ + s଺ω଺
୸). 

Для M଺ получим M଺ = I଺
୷ω̇଺

୷ = I଺
୷(cହq̈ଵଷ + q̈଺ − q̇ହωହ

୶) = I଺
୷(cହq̈ଵଷ + q̈଺) + h଺, где h଺ = 

= −I଺
୷q̇ହωହ

୶. 
Из формул вычисления Mଵ, Fଶ, Mଷ, Fସ, Mହ, M଺, используя выписанные НК, составим МИК 

МС на рис. 2. Она примет следующий вид 

۶ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

Iଵଶ
୷ + Hଷଷ + (mଶqଶ − 2mୡଶ)qଶ −ayହଵ

୸ Hଷଷ − aqଶyହଵ
୶ 0 −aqଶxହଵ

୸ I଺
୷cହ

−ayହଵ
୸ mଶ −ayହଵ

୸ 0 axହଵ
୶ 0

Hଷଷ − aqଶyହଵ
୶ −ayହଵ

୸ Hଷଷ 0 0 I଺
୷cହ

0 0 0 mସ −asହ 0
−aqଶxହଵ

୸ axହଵ
୶ 0 −asହ Iହ଺

୸ 0
I଺

୷cହ 0 I଺
୷cହ 0 0 I଺

୷ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 

где Hଷଷ = Iଷ଺
୷ + Iହ଺

ୟ sହ
ଶ. Видно, что эта МИК симметрична. 



Управление в технических системах 
Control in Technical Systems 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
2022. Vol. 22, no. 1. P. 28–52 

46

3.4. Выделение ГИС в УД МС на рис. 2. В формуле вычисления hଵ имеем: 
Ωଵହ = ൣ(Iହ

ୟ + Iହ଺
୸ )sହωହ

୷ − Iହ଺
୷ cହωହ

୶൧q̇ହ = ൣ(Iହ
ୟ + Iହ଺

୸ )sହcହq̇ଵଷ − Iହ଺
୷ cହsହq̇ଵଷ൧q̇ହ =  

= (Iହ
ୟ + Iହ଺

୸ − Iହ଺
୷ )cହsହq̇ଵଷq̇ହ; 

Ωଵହ
ଶ = xହଵ

୸ ωହ
୶ωହ

୷ − yହଵ
୸ ωହ

୶ଶ = ൫xହଵ
୸ ωହ

୷ − yହଵ
୸ ωହ

୶൯ωହ
୶ =  

= (−sଷcହcହq̇ଵଷ − sଷsହsହq̇ଵଷ)ωହ
୶ = −sଷsହq̇ଵଷ

ଶ ; 
Ωଵ଺ = I଺

୸sହ(s଺ω଺
୶ − c଺ω଺

୸)q̇଺ = I଺
୸sହ[s଺(c଺ωହ

୶ − s଺q̇ହ) − c଺(s଺ωହ
୶ + c଺q̇ହ)]q̇଺ = −I଺

୸sହq̇ହq̇଺; 
Ωଵ଺

ଶ = I଺
ୟ൫x଺

୷ω଺
୸ − z଺

୷ω଺
୶൯ω଺

୷ = I଺
ୟ[sହc଺(s଺ωହ

୶ + c଺q̇ହ) − sହs଺(c଺ωହ
୶ − s଺q̇ହ)]ω଺

୷ =  
= I଺

ୟsହq̇ହ(cହq̇ଵଷ + q̇଺). 
Следовательно, формула вычисления hଵ принимает вид 

hଵ = 2m୯ଶq̇ଵq̇ଶ − aqଶ൫2cଷcହq̇ଵଷq̇ହ − sଷsହq̇ଵଷ
ଶ − yହଵ

୸ q̇ହ
ଶ൯ + a(yହଵ

୸ qଶq̇ଵ
ଶ − 2yହଵ

୶ q̇ଵq̇ଶ) +  
+(Iହ

ୟ + Iହ଺
୸ − Iହ଺

୷ )cହsହq̇ଵଷq̇ହ − I଺
୸sହq̇ହq̇଺ + I଺

ୟsହq̇ହ(cହq̇ଵଷ + q̇଺). 
Теперь с учетом обозначений xହଵ

୶ , yହଵ
୸  окончательно получим 

hଵ = aqଶyହଵ
୸ ൫q̇ଵ

ଶ + q̇ଵଷ
ଶ + q̇ହ

ଶ൯ + 2൫m୯ଶ − ayହଵ
୶ ൯q̇ଵq̇ଶ +  

+ൣ൫Iହ
ୟ + Iହ଺

୸ − Iହ଺
୷ + I଺

ୟ൯sହcହ − 2aqଶxହଵ
୶ ൧q̇ଵଷq̇ହ + (I଺

ୟ − I଺
୸)sହq̇ହq̇଺ =  

= aqଶyହଵ
୸ (q̇ଵ

ଶ + q̇ଵଷ
ଶ + q̇ହ

ଶ) + 2(m୯ଶ − ayହଵ
୶ )q̇ଵq̇ଶ + 2(Iହ଺

ୟ sହcହ − aqଶxହଵ
୶ )q̇ଵଷq̇ହ − I଺

୷sହq̇ହq̇଺. 
В формуле вычисления hଶ имеем 
Ωଶହ

ଶ = (xହଵ
୶ ωହ

୷ − yହଵ
୶ ωହ

୶)ωହ
୶ = (cଷcହcହq̇ଵଷ + cଷsହsହq̇ଵଷ)ωହ

୶ = cଷq̇ଵଷωହ
୶, 

т. е.  
hଶ = −m୯ଶq̇ଵ

ଶ + a൫yହଵ
୶ q̇ହ

ଶ − 2sଷcହq̇ଵଷq̇ହ − cଷsହq̇ଵଷ
ଶ ൯ =  

= −m୯ଶq̇ଵ
ଶ + a[yହଵ

୶ (q̇ଵଷ
ଶ + q̇ହ

ଶ) + 2xହଵ
୸ q̇ଵଷq̇ହ]. 

В формуле вычисления hଷ имеем 
Ωଷହ = (Iହ

ୟ + Iହ଺
୸ )sହq̇ହωହ

୷ − Iହ଺
୷ cହq̇ହωହ

୶ = (Iହ
ୟ + Iହ଺

୸ )sହcହq̇ଵଷq̇ହ = 2Iହ଺
ୟ sହcହq̇ଷq̇ହ − I଺

୷sହq̇ହq̇଺  
и, повторно используя формулы Примера 1, получим Ωଷ଺ = −I଺

୸sହq̇ହq̇଺, Ωଷ଺
ଶ = I଺

ୟsହq̇ହω଺
୷. Следо-

вательно, hଷ = ayହଵ
୸ qଶq̇ଵ

ଶ − 2ayହଵ
୶ q̇ଵq̇ଶ + 2Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଵଷq̇ହ − I଺
୷sହq̇ହq̇଺. 

В формуле hସ имеем 
Ωସହ

ଶ = sହωହ
୶ωହ

୷ − cହωହ
୶ଶ = (sହωହ

୷ − cହωହ
୶)ωହ

୶ = (sହcହq̇ଵଷ − cହsହq̇ଵଷ)ωହ
୶ = 0, 

т. е. hସ = −acହq̇ହ
ଶ. 

В формуле hହ имеем Ωହ଺ = s଺ω଺
୸ + c଺ω଺

୶ = s଺(s଺ωହ
୶ + c଺q̇ହ) + c଺(c଺ωହ

୶ − s଺q̇ହ) = ωହ
୶. Теперь 

Ωହହ
ଶ = Iହ

ୟωହ
୶ωହ

୷ + ൫I଺
୸q̇଺ − I଺

ୟω଺
୷൯ωହ

୶ = I଺
୸q̇଺ωହ

୶ − Iହ
ୟωହ

୶ωହ
୷ − I଺

ୟωହ
୶൫ωହ

୷ + q̇଺൯ =  
= (I଺

୸ − I଺
ୟ)q̇଺ωହ

୶ − (Iହ
ୟ + I଺

ୟ)ωହ
୶ωହ

୷ = I଺
୷q̇଺ωହ

୶ − Iହ଺
ୟ ωହ

୶ωହ
୷ = (I଺

୷q̇଺ − Iହ଺
ୟ cହq̇ଵଷ)sହq̇ଵଷ. 

Следовательно, hହ = −a(xହଵ
୶ qଶq̇ଵ

ଶ + 2xହଵ
୸ q̇ଵq̇ଶ) + (I଺

୷q̇଺ − Iହ଺
ୟ cହq̇ଵଷ)sହq̇ଵଷ. 

Для формулы h଺ получим h଺ = −I଺
୷sହq̇ଵଷq̇ହ. 

Запишем формулу вычисления мощности обобщенных инерционных сил. Получим  
∑  ଺

୧ୀଵ h୧q̇୧ =  
= ൣaqଶyହଵ

୸ ൫q̇ଵ
ଶ + q̇ଵଷ

ଶ + q̇ହ
ଶ൯ + 2൫m୯ଶ − ayହଵ

୶ ൯q̇ଵq̇ଶ + 2(Iହ଺
ୟ sହcହ − aqଶxହଵ

୶ )q̇ଵଷq̇ହ − I଺
୷sହq̇ହq̇଺൧q̇ଵ +  

+ൣ−m୯ଶq̇ଵ
ଶ + ayହଵ

୶ (q̇ଵ
ଶ + q̇ଷ

ଶ + 2q̇ଵq̇ଷ) + ayହଵ
୶ q̇ହ

ଶ + 2axହଵ
୸ q̇ଵଷq̇ହ൧q̇ଶ +  

+൫ayହଵ
୸ qଶq̇ଵ

ଶ − 2ayହଵ
୶ q̇ଵq̇ଶ + 2Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଵଷq̇ହ − I଺
୷sହq̇ହq̇଺൯q̇ଷ + ൫−acହq̇ହ

ଶ൯q̇ସ +  
+(−axହଵ

୶ qଶq̇ଵ
ଶ − 2axହଵ

୸ q̇ଵq̇ଶ + I଺
୷sହq̇ଵଷq̇଺ − Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଵଷ
ଶ )q̇ହ + (−I଺

୷sହq̇ଵଷq̇ହ)q̇଺. 
После сокращения слагаемых, сумма которых равна нулю, получим 

∑  ଺
୧ୀଵ h୧q̇୧ = [aqଶyହଵ

୸ (q̇ହ
ଶ + q̇ଷ

ଶ) + (m୯ଶ − ayହଵ
୶ )q̇ଵq̇ଶ − aqଶyହଵ

୸ q̇ଵq̇ଷ +  
+2(Iହ଺

ୟ sହcହ + aqଶxହଵ
୶ )q̇ଵଷq̇ହ]q̇ଵ + [ayହଵ

୶ (q̇ଷ
ଶ + q̇ହ

ଶ) + 2axହଵ
୸ q̇ଷq̇ହ]q̇ଶ +  

+(Iହ଺
ୟ sହcହq̇ଷq̇ହ)q̇ଷ + (−acହq̇ହ

ଶ)q̇ସ + (−I଺
୷sହq̇ହq̇ଵଷ)q̇଺. 

Сокращенные слагаемые равны выражению ∑  ଺
୧ୀଵ g୧q̇୧ = 0. Следовательно, искомые ГИС имеют 

вид 
gଵ = (m୯ଶ − ayହଵ

୶ )q̇ଵq̇ଶ − aqଶyହଵ
୸ q̇ଵq̇ଷ + 2(Iହ଺

ୟ sହcହ + aqଶxହଵ
୶ )q̇ଵଷq̇ହ; 

gଶ = −m୯ଶq̇ଵ
ଶ + ayହଵ

୶ q̇ଵ
ଶ + 2ayହଵ

୶ q̇ଵq̇ଷ + 2axହଵ
୸ q̇ଵq̇ହ; 

gଷ = ayହଵ
୸ qଶq̇ଵ

ଶ − 2ayହଵ
୶ q̇ଵq̇ଶ + 2Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଵq̇ହ + Iହ଺
ୟ sହcହq̇ଷq̇ହ − I଺

୷sହq̇ହq̇଺; 
gହ = −axହଵ

୶ qଶq̇ଵ
ଶ − 2axହଵ

୸ q̇ଵq̇ଶ + I଺
୷sହq̇ଵଷq̇଺ − Iହ଺

ୟ sହcହq̇ଵଷ
ଶ . 
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4. Выписывание УД МС с одной ПКП (Пример 3)
На рис. 3 изображена схема портальной МС со сферической СК. Два последних ориент

рующих движения захвата здесь не рассматриваются, т.
следующее формальное описание.

Из рис. 3 видно ܠଷ = ܡ ,ସܠ
ଷܢ =  :ସ. Орты КП имеют следующие направленияܢ
= const – орт ВКП(1), направленный вертикально вверх; 
ଶܙ =  ଶ – орт ВКП(2), меняющий свое направление вܢ
тальной плоскости вместе с вращением тела 
ВКП(3), поварачивающийся на угол 
кости, которая вращается вокруг вертикальной оси вместе с 
телом m୭ଵ; ܘସ = ସ – орт ПКП(4)ܡ−
положно орту ܙଷ. 

Из рис. 3 видно, что 
ଵ܀ = ଶ܀ = ଷ܀ = ସ܀ ,0 = −q
ଵ܋ = ଶ܋ ,ଵܡ = ଷ܋ = ସ܋ ,ଶܡ− =

так как Cସ = Oସ. Поэтому  
ଵܚ̈ = ଶܚ̈ = ଷܚ̈ = ସܚ̈ ,0 = ସ܀̈ =
4.1. Выписывание УД в квазиускорениях.

(1.23) выпишем:  
ଷܕ = mୡଷ܋ଷ + mସ܀ସ = −mୡ

где m୯ସ = mୡଷ + mସqସ; 
ଶܕ = mୡଶ܋ଶ + ଷܕ = −mୡଶܡଶ

где mସ
୯ = mୡଶ + m୯ସ. 

С учетом равенства ܕସ =
(1.15) выпишем  

Fସ = ସܘ ⋅ ۴ସ = ଶܡ− ⋅ ۴ସ = mସ
= mସ(q̈ସܡଶ ⋅ ଶܡ + qସܡଶ ⋅ (ଶܡ̈ −
По формуле (1.21) выпишем 
Fସ = mସ[q̈ସ − qସ(ωଶ

୶ଶ + ωଶ
୸ଶ)

Из рис. 3 видно ωଵ
୶ = ωଵ

୸ = 0
Ωଶ

ஞ = ૆ଶ ⋅ ଵωଵܡ
୷ + ଶܙ ⋅ ૆ଶq̇ଶ, т.

ωଶ
୷ = ଶܡ ⋅ ଵq̇ଵܡ + ଶܢ ⋅ ଶq̇ଶܡ =

ωଶ
୸ = ଶܢ ⋅ ଵq̇ଵܡ + ଶܢ ⋅ ଶq̇ଶܢ =

так как из второй строки третьего блока табл.
зом, Fସ = mସ[q̈ସ − qସ(ωଶ

୶ଶ + q̇ଶ
ଶ)

Для j = 3 по формуле (1.8) выпишем 
ωଷ

୶ = ∑  ஗ ଷܠ ⋅ િଶωଶ
஗ + ଷܡ ⋅ ଷqܠ

ωଷ
୷ = ∑  ஗ ଷܡ ⋅ િଶωଶ

஗ + ଷܡ ⋅ ଷqܡ
ωଷ

୸ = ∑  ஗ ଷܢ ⋅ િଶωଶ
஗ + ଷܡ ⋅ ଷqܢ

так как из второго блока табл. 1 имеем 
xଷଶ

୶ = cଷ, xଷଶ
୷ = 0, xଷଶ

୸ = −sଷ

Так как КП(4) = ПКП, то имеем 
По формуле (1.2) для j = 1, 2
K୨

୯ = ୨ܙ ⋅ ∑  ସ
୧ୀ୨ ۹̇୧, M୨

୯ = mସܙ
Выпишем моменты сил тяжести: 
Gଵ = gܡ ⋅ ଵܕ × ܡ = 0;  
Gଶ = gܢଶ ⋅ ଶܕ × ܡ = −gmସ

୯ܢଶ
Gଷ = gܡଷ ⋅ ଷܕ × ܡ = −m୯ସܡଶ
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Выписывание УД МС с одной ПКП (Пример 3) 
3 изображена схема портальной МС со сферической СК. Два последних ориент

рующих движения захвата здесь не рассматриваются, т. е. N = 4. Рассматриваемая МС имеет 
следующее формальное описание. 

ܡ = ଶܡ ,ଵܡ = ଷܡ = ଵܢ ,ସܡ =  ,ଶܢ
Орты КП имеют следующие направления: ܙଵ = ଵܡ =

орт ВКП(1), направленный вертикально вверх; 
орт ВКП(2), меняющий свое направление в горизон-

тальной плоскости вместе с вращением тела m୭ଵ; ܙଷ =  ଷ – ортܡ
ВКП(3), поварачивающийся на угол qଶ в вертикальной плос-
кости, которая вращается вокруг вертикальной оси вместе с 

орт ПКП(4), направленный противо-

qସܡଷ,  
= ସܕ = 0, 

̈ −(qସܡଷ)୲మ
ᇱᇱ . 

4.1. Выписывание УД в квазиускорениях. По формуле 

ୡଷܡଶ − mସqସܡଶ = −m୯ସܡଶ,  

ଶܡ − m୯ସܡଶ = −mସ
୯ܡଶ,  

0 по формулам (1.1), (1.12), 

ସܡଶ ⋅ (qସܡଶ)୲మ
ᇱᇱ − m୥ସܡଶ ⋅ ܡ =  

̈ − m୥ସyଶଵ
୷ .  

По формуле (1.21) выпишем ܡଶ ⋅ ଶܡ̈ = −ωଶ
୶ଶ − ωଶ

୸ଶ. Следовательно, 
)] − m୥ସyଶଵ

୷ . 
0, ωଵ

୷ = q̇ଵ. Теперь по формуле (1.8) выпишем 
̇ , т. е. ωଶ

୶ = ଶܠ ⋅ ଵq̇ଵܡ + ଶܢ ⋅ ଶq̇ଶܠ = xଶଵ
୷ q̇ଵ = sଶq̇ଵ;

̇ yଶଵ
୷ q̇ଵ = cଶq̇ଵ; 

̇ zଶଵ
୷ q̇ଵ + q̇ଶ = q̇ଶ, 

так как из второй строки третьего блока табл. 1 имеем xଶଵ
୷ = sଶ, yଶଵ

୷ = cଶ, zଶଵ
୷

̇ )] − m୥ସcଶ. 
по формуле (1.8) выпишем ωଷ

ஞ = ∑  ஗ ૆ଷ ⋅ િଶωଶ
஗ + ଷܙ ⋅ ૆ଷq̇ଷ, т. е.  

q̇ଷ = xଷଶ
୶ ωଶ

୶ + xଷଶ
୷ ωଶ

୷ + xଷଶ
୸ ωଶ

୸ = cଷωଶ
୶ − sଷq̇ଶ; 

q̇ଷ = yଷଶ
୶ ωଶ

୶ + yଷଶ
୷ ωଶ

୷ + yଷଶ
୸ ωଶ

୸ + q̇ଷ = ωଶ
୷ + q̇ଷ;

q̇ଷ = zଷଶ
୶ ωଶ

୶ + zଷଶ
୷ ωଶ

୷ + zଷଶ
୸ ωଶ

୸ = sଷωଶ
୶ + cଷq̇ଶ, 

1 имеем  
ଷ; yଷଶ

୶ = 0, yଷଶ
୷ = 1, yଷଶ

୸ = 0; zଷଶ
୶ = sଷ, zଷଶ

୷ = 0, 
ПКП, то имеем ωସ

ஞ = ωଷ
ஞ . 

2, 3 получим M୨ = K୨
୯ + M୨

୯ + G୨, где  
୨ܙ ⋅ ସ܀ × ସ, G୨܀̈ = gܙ୨ ⋅ ୨ܕ ×  .ܡ

Выпишем моменты сил тяжести:  

ଶ × ଶܡ ⋅ ܡ = gmସ
୯ܠଶ ⋅ ܡ = gmସ

୯xଶଵ
୷ = gmସ

୯sଶ; 
ଶ × ଶܡ ⋅ ܡ = 0. 

Рис. 3. МС со сферической СК
Fig. 3. MS with spherical CS
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3 изображена схема портальной МС со сферической СК. Два последних ориенти-
. Рассматриваемая МС имеет 

. Теперь по формуле (1.8) выпишем  
̇ ; 

ଶଵ
୷ = 0. Таким обра-

 
̇  
̇  

̇

, zଷଶ
୸ = cଷ. 

 
со сферической СК 

MS with spherical CS 
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Выпишем выражения M୨
୯. Для j = 3 получим 

Mଷ
୯ = mସܡଷ ⋅ ସ܀ × ସ܀̈ = mସqସܡଷ × ଷܡ ⋅ ସ܀̈ = 0. 

Используя формулу (1.12), получим  
Mଶ

୯ = mସܢଶ ⋅ ସ܀ × ସ܀̈ = −mସqସܢଶ × ଶܡ ⋅ ସ܀̈ = −mସqସܠଶ ⋅ (qସܡଶ)୲మ
ᇱᇱ =  

= −mସqସܠଶ ⋅ (q̈ସܡଶ + 2q̇ସ̇ܡଶ + qସ̈ܡଶ). 
По формулам (1.18), (1.22) выпишем  
ଶܠ ⋅ ଶܡ̇ =∈஖୷୶ ωଶ

஖ = −ωଶ
୸, ܠଶ ⋅ ଶܡ̈ =∈஖୷୶ ω̇ଶ

஖ + ωଶ
୶ωଶ

୷ = −ω̇ଶ
୸ + ωଶ

୶ωଶ
୷. 

Следовательно,  
Mଶ

୯ = −mସqସ(−2q̇ସωଶ
୸ − qସω̇ଶ

୸ + qସωଶ
୶ωଶ

୷) = −mସqସ(−2q̇ସq̇ଶ − qସq̈ଶ + qସωଶ
୶ωଶ

୷). 
Используя разложение ܡଶ = yଶଵ

୶ ଵܠ + yଶଵ
୷ ଵܡ + yଶଵ

୸ ଵܢ = cଶܡଵ − sଶܠଵ, получим  
Mଵ

୯ = mସܡଵ ⋅ ସ܀ × ସ܀̈ = −mସܡଵ × (qସܡଶ) ⋅ ସ܀̈ = −mସqସܡଵ × (cଶܡଵ − sଶܠଵ) ⋅ ସ܀̈ =  
= mସqସsଶܢଵ ⋅ (qସܡଶ)୲మ

ᇱᇱ = mସqସsଶܢଶ ⋅ (q̈ସܡଶ + 2q̇ସ̇ܡଶ + qସ̈ܡଶ) = mସqସsଶ(2q̇ସܢଶ ⋅ ଶܡ̇ + qସܢଶ ⋅   .(ଶܡ̈
По формуле (1.18) выпишем ܢଶ ⋅ ଶܡ̇ =∈஖୷୸ ωଶ

஖ = ωଶ
୶ . По формуле (1.22) выпишем 

ଶܢ ⋅ ଶܡ̈ =∈஖୷୸ ω̇ଶ
஖ + ωଶ

୷ωଶ
୸ = ω̇ଶ

୶ + ωଶ
୷ωଶ

୸ = ω̇ଶ
୶ + ωଶ

୷q̇ଶ. 
Следовательно, Mଵ

୯ = mସqସsଶ[qସ(ω̇ଶ
୶ + q̇ଶωଶ

୷) + 2q̇ସωଶ
୶]. 

Выпишем выражения K୨
୯. Будем считать, что для всех i имеют место равенства ССК(i) = ГСК(i), 

I୧
୶ = I୧

୸, т. е. I୧
ୠ = 0, I୧

ୡ = −I୧
ୟ. Тогда для j = 3 по формуле (1.6) с учетом равенств ωଷ

ஞ = ωସ
ஞ , 

ଷܡ = ସ и xଷଷܡ
୷ = zଷଷ

୷ = 0, xସଷ
୷ = zସଷ

୷ = 0 выпишем  
Kଷ

୯ = ଷܡ ⋅ ∑  ସ
୧ୀଷ ۹̇୧ = ∑  ସ

୧ୀଷ ൣx୧ଷ
୷ ൫I୧

୸ω̇୧
୶ + I୧

ୟω୧
୷ω୧

୸൯ + I୧
୷y୧ଷ

୷ ω̇୧
୷ + z୧ଷ

୷ ൫I୧
୸ω̇୧

୸ − I୧
ୟω୧

୶ω୧
୷൯൧ =  

= (Iଷ
୷ + Iସ

୷)ω̇ଷ
୷ = Iଷସ

୷ ω̇ଷ
୷, 

где Iଷସ
୷ = Iଷ

୷ + Iସ
୷. 

Kଶ
୯ = ଶܢ ⋅ ∑  ସ

୧ୀଶ ۹̇୧ = ∑  ସ
୧ୀଶ ൣx୧ଶ

୸ ൫I୧
୸ω̇୧

୶ + I୧
ୟω୧

୷ω୧
୸൯ + I୧

୷y୧ଶ
୸ ω̇୧

୷ + z୧ଶ
୸ ൫I୧

୸ω̇୧
୸ − I୧

ୟω୧
୶ω୧

୷൯൧ =  
= Iଶ

୸ω̇ଶ
୸ − Iଶ

ୟωଶ
୶ωଶ

୷ + xଷଶ
୸ (Iଷସ

୸ ω̇ଷ
୶ + Iଷସ

ୟ ωଷ
୷ωଷ

୸) + Iଷସ
୷ yଷଶ

୸ ω̇ଷ
୷ + zଷଶ

୸ (Iଷସ
୸ ω̇ଷ

୸ − Iଷସ
ୟ ωଷ

୶ωଷ
୷) =  

= Iଶ
୸q̈ଶ − Iଶ

ୟωଶ
୶ωଶ

୷ − sଷ(Iଷସ
୸ ω̇ଷ

୶ + Iଷସ
ୟ ωଷ

୷ωଷ
୸) + cଷ(Iଷସ

୸ ω̇ଷ
୸ − Iଷସ

ୟ ωଷ
୶ωଷ

୷), 
где Iଷସ

ஞ = Iଷ
ஞ + Iସ

ஞ , Iଷସ
ୟ = Iଷ

ୟ + Iସ
ୟ = Iଷ

୸ + Iସ
୸ − Iଷ

୷ − Iସ
୷. 

Kଵ
୯ = ଵܡ ⋅ ∑  ସ

୧ୀଵ ۹̇୧ = Iଵ
୷q̈ଵ + ∑  ସ

୧ୀଶ ൣx୧ଵ
୷ ൫I୧

୸ω̇୧
୶ + I୧

ୟω୧
୷ω୧

୸൯ + I୧
୷y୧ଵ

୷ ω̇୧
୷ + z୧ଵ

୷ ൫I୧
୸ω̇୧

୸ − I୧
ୟω୧

୶ω୧
୷൯൧ =  

= Iଵ
୷q̈ଵ + xଶଵ

୷ ൫Iଶ
୸ω̇ଶ

୶ + Iଶ
ୟωଶ

୷ωଶ
୸൯ + Iଶ

୷yଶଵ
୷ ω̇ଶ

୷ + zଶଵ
୷ ൫Iଶ

୸ω̇ଶ
୸ − Iଶ

ୟωଶ
୶ωଶ

୷൯ +  
+xଷଵ

୷ ൫Iଷସ
୸ ω̇ଷ

୶ + Iଷସ
ୟ ωଷ

୷ωଷ
୸൯ + Iଷସ

୷ yଷଵ
୷ ω̇ଷ

୷ + zଷଵ
୷ ൫Iଷସ

୸ ω̇ଷ
୸ − Iଷସ

ୟ ωଷ
୶ωଷ

୷൯ =  
= Iଵ

୷q̈ଵ + sଶ൫Iଶ
୸ω̇ଶ

୶ + Iଶ
ୟq̇ଶωଶ

୷൯ + Iଶ
୷cଶω̇ଶ

୷ + xଷଵ
୷ (Iଷସ

୸ ω̇ଷ
୶ + Iଷସ

ୟ ωଷ
୷ωଷ

୸) +  
+Iଷସ

୷ cଶω̇ଷ
୷ + zଷଵ

୷ (Iଷସ
୸ ω̇ଷ

୸ − Iଷସ
ୟ ωଷ

୶ωଷ
୷), 

так как из второй строки блока, стоящего на пересечении средней колонки нижней полосы 
табл. 2, имеем xଷଵ

୷ = sଶcଷ, yଷଵ
୷ = cଶ, zଷଵ

୷ = sଶsଷ. 
Таким образом, первый вид УД МС на рис. 3 представляется следующей системой диффе-

ренциальных уравнений, содержащих квазиускорения и квазискорости: 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ Iଵ

୷q̈ଵ + mସqସsଶ[qସ(ω̇ଶ
୶ + q̇ଶωଶ

୷) + 2q̇ସωଶ
୶] + sଶ(Iଶ

୸ω̇ଶ
୶ + Iଶ

ୟq̇ଶωଶ
୷) +

+Iଶ
୷cଶω̇ଶ

୷ + xଷଵ
୷ ൫Iଷସ

୸ ω̇ଷ
୶ + Iଷସ

ୟ ωଷ
୷ωଷ

୸൯ + Iଷସ
୷ cଶω̇ଷ

୷ + zଷଵ
୷ ൫Iଷସ

୸ ω̇ଷ
୸ − Iଷସ

ୟ ωଷ
୶ωଷ

୷൯ = Mଵ;
(Iଶ

୸ + mସqସ
ଶ)q̈ଶ + 2mସqସq̇ସq̇ଶ − (Iଶ

ୟ + mସqସ
ଶ)ωଶ

୶ωଶ
୷ −

−sଷ൫Iଷସ
୸ ω̇ଷ

୶ + Iଷସ
ୟ ωଷ

୷ωଷ
୸൯ + cଷ൫Iଷସ

୸ ω̇ଷ
୸ − Iଷସ

ୟ ωଷ
୶ωଷ

୷൯ + gmସ
୯sଶ = Mଶ;

Iଷସ
୷ ω̇ଷ

୷ = Mଷ;
mସ[q̈ସ − qସ(ωଶ

୶ଶ + q̇ଶ
ଶ)] − m୥ସcଶ = Fସ.

�  

4.2. Вывод МИК в УД МС на рис. 3. В формуле вычисления Mଵ имеем:  
Ω̇ଵଶ = (mସqସ

ଶsଶ + sଶIଶ
୸)ω̇ଶ

୶ + Iଶ
୷cଶω̇ଶ

୷,  Ω̇ଵଷ = Iଷସ
୸ (xଷଵ

୷ ω̇ଷ
୶ + zଷଵ

୷ ω̇ଷ
୸) + Iଷସ

୷ cଶω̇ଷ
୷. 

Используя выписанные выражения квазиускорений и НК xଷଵ
୷ , zଷଵ

୷ , получим:  
Ω̇ଵଶ = (mସqସ

ଶsଶ + sଶIଶ
୸)(sଶq̈ଵ + cଶq̇ଵq̇ଶ) + Iଶ

୷cଶ(cଶq̈ଵ − sଶq̇ଵq̇ଶ) =  
= ൣ(Iଶ

୸ + mସqସ
ଶ)sଶ

ଶ + Iଶ
୷cଶ

ଶ൧q̈ଵ + ൫Iଶ
୸ + mସqସ

ଶ − Iଶ
୷൯sଶcଶq̇ଵq̇ଶ =  

= [Iଶ
୷ + (Iଶ

୸ − Iଶ
୷ + mସqସ

ଶ)sଶ
ଶ]q̈ଵ + (Iଶ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ; 
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Ω̇ଵଷ = Iଷସ
୸ [sଶcଷ(cଷω̇ଶ

୶ − sଷq̈ଶ − sଷq̇ଷωଶ
୶ − cଷq̇ଶq̇ଷ) + sଶsଷ(sଷω̇ଶ

୶ + cଷq̈ଶ + cଷq̇ଷωଶ
୶ − sଷq̇ଶq̇ଷ)] +  

+Iଷସ
୷ cଶ൫ω̇ଶ

୷ + q̈ଷ൯ = Iଷସ
୷ cଶq̈ଷ + Iଷସ

୸ sଶω̇ଶ
୶ + Iଷସ

୷ cଶω̇ଶ
୷ − Iଷସ

୸ sଶq̇ଶq̇ଷ =   
= Iଷସ

୷ cଶq̈ଷ + Iଷସ
୸ sଶ(sଶq̈ଵ + cଶq̇ଵq̇ଶ) + Iଷସ

୷ cଶ(cଶq̈ଵ − sଶq̇ଵq̇ଶ) − Iଷସ
୸ sଶq̇ଶq̇ଷ =  

= Iଷସ
୷ cଶq̈ଷ + (Iଷସ

୸ sଶ
ଶ + Iଷସ

୷ cଶ
ଶ)q̈ଵ + (Iଷସ

୸ − Iଷସ
୷ )sଶcଶq̇ଵq̇ଶ − Iଷସ

୸ sଶq̇ଶq̇ଷ =  
= [Iଷସ

୷ + (Iଷସ
୸ − Iଷସ

୷ )sଶ
ଶ]q̈ଵ + Iଷସ

୷ cଶq̈ଷ + Iଷସ
ୟ sଶcଶq̇ଵq̇ଶ − Iଷସ

୸ sଶq̇ଶq̇ଷ. 
Следовательно,  

Ω̇ଵଶ + Ω̇ଵଷ = ൣIଶ
୷ + (Iଶ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶ

ଶ + Iଷସ
୷ + Iଷସ

ୟ sଶ
ଶ൧q̈ଵ + Iଷସ

୷ cଶq̈ଷ +  
+(Iଶ

ୟ + Iଷସ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ − Iଷସ
୸ sଶq̇ଶq̇ଷ. 

Таким образом, 
Mଵ = Iଵ

୷q̈ଵ + mସqସsଶ൫qସq̇ଶωଶ
୷ + 2q̇ସωଶ

୶൯ + Iଶ
ୟsଶq̇ଶωଶ

୷ + Iଷସ
ୟ xଷଵ

୷ ωଷ
୷ωଷ

୸ − Iଷସ
ୟ zଷଵ

୷ ωଷ
୶ωଷ

୷ +  
+ൣIଶ

୷ + (Iଶ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶ
ଶ + Iଷସ

୷ + Iଷସ
ୟ sଶ

ଶ൧q̈ଵ + Iଷସ
୷ cଶq̈ଷ + (Iଶସ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ − Iଷସ

୸ sଶq̇ଶq̇ଷ =  
= Hଵଵq̈ଵ + Hଵଷq̈ଷ + hଵ, 

где Hଵଵ = Iଵ
୷ + Iଶ

୷ + (Iଶ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶ
ଶ + Iଷସ

୷ + Iଷସ
ୟ sଶ

ଶ = Iଵସ
୷ + (Iଶସ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶ

ଶ, Hଵଷ = Iଷସ
୷ cଶ;  

hଵ = (Iଶସ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ − Iଷସ
୸ sଶq̇ଶq̇ଷ + (Iଶ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶq̇ଶωଶ

୷ + 2mସqସsଶq̇ସωଶ
୶ +  

+Iଷସ
ୟ (xଷଵ

୷ ωଷ
୸ − zଷଵ

୷ ωଷ
୶)ωଷ

୷; 
Iଶସ

ୟ = Iଶ
ୟ + Iଷସ

ୟ , Iଵସ
୷ = Iଵ

୷ + Iଶ
୷ + Iଷସ

୷ . 
В формуле вычисления Mଶ имеем  
Ω̇ଶଷ = Iଷସ

୸ (cଷω̇ଷ
୸ − sଷω̇ଷ

୶) = Iଷସ
୸ [cଷ(sଷω̇ଶ

୶ + cଷq̈ଶ + cଷq̇ଷωଶ
୶ − sଷq̇ଶq̇ଷ) −  

−sଷ(cଷω̇ଶ
୶ − sଷq̈ଶ − sଷq̇ଷωଶ

୶ − cଷq̇ଶq̇ଷ)] = Iଷସ
୸ (q̈ଶ + q̇ଷωଶ

୶). 
Следовательно,  

Mଶ = Hଶଶq̈ଶ + hଶ + Gଶ, где Hଶଶ = Iଶ
୸ + Iଷସ

୸ + mସqସ
ଶ = Iଶସ

୸ + mସqସ
ଶ, Iଶସ

୸ = Iଶ
୸ + Iଷସ

୸  
hଶ = 2mସqସq̇ସq̇ଶ + Iଷସ

୸ q̇ଷωଶ
୶ − (Iଶ

ୟ + mସqସ
ଶ)ωଶ

୶ωଶ
୷ − Iଷସ

ୟ (sଷωଷ
୸ + cଷωଷ

୶)ωଷ
୷, Gଶ = gmସ

୯sଶ. 
Для формулы вычисления Mଷ получим 
Mଷ = Iଷସ

୷ (cଶq̈ଵ + q̈ଷ) + hଷ, где hଷ = −Iଷସ
୷ sଶq̇ଵq̇ଶ.  

Для формулы вычисления Fସ получим 
Fସ = mସq̈ସ + hସ − m୥ସcଶ, где hସ = −mସqସsଶ

ଶq̇ଵ
ଶ − mସqସq̇ଶ

ଶ. 
Таким образом, МИК в УД МС на рис. 3 имеет следующий вид 

۶ =

⎝

⎜
⎛

Iଵସ
୷ + (Iଶସ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶ

ଶ 0 Iଷସ
୷ cଶ 0

0 Iଶସ
୸ + mସqସ

ଶ 0 0
Iଷସ

୷ cଶ 0 Iଷସ
୷ 0

0 0 0 mସ⎠

⎟
⎞

. 

4.3. Выделение ГИС в УД МС на рис. 3. В формуле вычисления hଵ имеем  
Ω̇ଵଷ

ଶ = Iଷସ
ୟ [sଶcଷ(sଷωଶ

୶ + cଷq̇ଶ) − sଶsଷ(cଷωଶ
୶ − sଷq̇ଶ)](ωଶ

୷ + q̇ଷ) = Iଷସ
ୟ sଶq̇ଶ(cଶq̇ଵ + q̇ଷ). 

Следовательно,  
Hଵ = (Iଶସ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ − Iଷସ

୸ sଶq̇ଶq̇ଷ + (Iଶ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶq̇ଶcଶq̇ଵ + 2mସqସsଶq̇ସsଶq̇ଵ +  
+Iଷସ

ୟ sଶq̇ଶ(cଶq̇ଵ + q̇ଷ) = (Iଶସ
ୟ + Iଶ

ୟ + 2mସqସ
ଶ + Iଷସ

ୟ )sଶcଶq̇ଵq̇ଶ + (Iଷସ
ୟ − Iଷସ

୸ )sଶq̇ଶq̇ଷ +  
+2mସqସsଶ

ଶq̇ଵq̇ସ = 2(Iଶସ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ + 2mସqସsଶ
ଶq̇ଵq̇ସ − Iଷସ

୷ sଶq̇ଶq̇ଷ. 
В формуле вычисления hଶ имеем  
Ω̇ଶଷ

ଶ = −Iଷସ
ୟ (sଷωଷ

୸ + cଷωଷ
୶)ωଷ

୷ = −Iଷସ
ୟ [sଷ(sଷωଶ

୶ + cଷq̇ଶ) + cଷ(cଷωଶ
୶ − sଷq̇ଶ)]൫ωଶ

୷ + q̇ଷ൯ =  
= −Iଷସ

ୟ sଶq̇ଵ(cଶq̇ଵ + q̇ଷ). 
Следовательно,  

Hଶ = 2mସqସq̇ଶq̇ସ + Iଷସ
୸ sଶq̇ଵq̇ଷ − (Iଶ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶcଶq̇ଵ

ଶ − Iଷସ
ୟ sଶq̇ଵ(cଶq̇ଵ + q̇ଷ) =  

= −(Iଶ
ୟ + Iଷସ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶcଶq̇ଵ

ଶ + (Iଷସ
୸ − Iଷସ

ୟ )sଶq̇ଵq̇ଷ + 2mସqସq̇ଶq̇ସ =  
= −(Iଶସ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶcଶq̇ଵ

ଶ + Iଷସ
୷ sଶq̇ଵq̇ଷ + 2mସqସq̇ଶq̇ସ. 

Теперь 
∑  ସ

୍ୀଵ h୧q̇୧ = ൣ2(Iଶସ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ + 2mସqସsଶ
ଶq̇ଵq̇ସ − Iଷସ

୷ sଶq̇ଶq̇ଷ൧q̇ଵ +  
+ൣ−(Iଶସ

ୟ + +mସqସ
ଶ)cଶsଶq̇ଵ

ଶ + Iଷସ
୷ sଶq̇ଵq̇ଷ + 2mସqସq̇ଶq̇ସ൧q̇ଶ + ൫−Iଷସ

୷ sଶq̇ଵq̇ଶ൯q̇ଷ +  
+(−mସqସsଶ

ଶq̇ଵ
ଶ − mସqସq̇ଶ

ଶ)q̇ସ = [(Iଶସ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ + mସqସsଶ
ଶq̇ଵq̇ସ]q̇ଵ +  

+(mସqସq̇ଶq̇ସ)q̇ଶ + (−Iଷସ
୷ sଶq̇ଵq̇ଶ)q̇ଷ. 
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Следовательно, элементы вектора инерционных сил в УД МС на рис. 3 вычисляются по формулам: 
hଵ = (Iଶସ

ୟ + mସqସ
ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ + mସqସsଶ

ଶq̇ଵq̇ସ + gଵ; 
hଶ = mସqସq̇ଶq̇ସ + gଶ, hଷ = −Iଷସ

୷ sଶq̇ଵq̇ଶ, hସ = gସ = −mସqସsଶ
ଶq̇ଵ

ଶ − mସqସq̇ଶ
ଶ, 

где gଵ = (Iଶସ
ୟ + mସqସ

ଶ)sଶcଶq̇ଵq̇ଶ + mସqସsଶ
ଶq̇ଵq̇ସ − Iଷସ

୷ sଶq̇ଶq̇ଷ; 
gଶ = −(Iଶସ

ୟ + mସqସ
ଶ)cଶsଶq̇ଵ

ଶ + Iଷସ
୷ sଶq̇ଵq̇ଷ + mସqସq̇ଶq̇ସ, gଷ = 0, 

так как ∑  ସ
୧ୀଵ g୧q̇୧ = 0. 

 
5. Практическое использование полученных результатов 
Общие для СТОВ уравнения (1.1), (1.2) позволяют вывести формулы вычисления динамиче-

ских реакций ۴୨, ۻ୨, действующих в КП(j), и необходимые, например, для учета трения в КП. 
Здесь мы продемонстрировали, как использовать уравнения (1.1), (1.2) для выписывания УД МС 
в квазиускорениях и скоростях без выполнения орераций скалярного, векторного и смешанного 
произведений векторов. Все формальные операции выписывания являются типовыми, и исполь-
зуемые при этом общие формулы являются регулярными. Этот факт позволяет легко автоматизи-
ровать процесс выписывания УД. Особенно эффективно использовать для этого регулярные вы-
ражения и их метод replace. В качестве входной информации для соответствующего ПО доста-
точно использовать формальное описание рассматриваемой МС. Альтернативный подход авто-
матического вывода аналитического вида УД МС связан с использованием известных систем 
аналитических вычислений. 

Переход от первого вида УД МС к УД в ОК осуществляется за два этапа. Результат каждого 
из них имеет самостоятельное практическое значение. Второй вид УД МС максимально подго-
товлен для записи формулы Тимофеева  

ۿ = ୮(t)ܙ̈]۶ − ܠ̇ۯ − [ܠ۰ + ܐ + ۵,               (5.1) 
где ܙ୮(t) – вектор-столбец программных движений МС, т. е. ОК, заданных как функции времени; 
ܠ̇ постоянная матрица коэффициентов усиления ошибок – ۯ = ܙ̇ −   ;୮(t) управления по ОСܙ̇
۰ – постоянная матрица коэффициентов усиления ошибок ܠ = ܙ − -управления по ОК. За (t)ܘܙ
мыкая УД ۶̈ܙ + ܐ + ۵ =  управлением (5.1), для ошибок управления получают уравнение ۿ
ܠ̈ + ܠ̇ۯ + ܠ۰ = 0, в котором можно подобрать матрицы ۯ и ۰ так, чтобы ошибки стремились к 
нулю. 

В третьем виде УД явно выделены ГИС. По определению Тэта их мощность равна нулю [11]. 
Поэтому при вычислении потребляемой мощности приводов МС ГИС можно отбрасывать, что 
увеличивает быстродействие вычислений. Это особенно актуально при решении задач оптималь-
ного управления в смысле минимума потребляемой мощности, так как минимизируемый функ-
ционал упрощается. Выделение ГИС в формулах вычисления элементов h୧ вектор-столбца ܐ по-
зволяет упростить формулу (5.1). Действительно, если в формуле (5.1) отбросить ГИС, то они 
появятся в левой части уравнений для ошибок управления. Но добавление ГИС может обеспе-
чить устойчивость решения, т. е. в нашем случае увеличить запас устойчивости стремления 
ошибки к нулю. Вопрос как и на сколько нуждается в отдельном исследовании. 

В случае ручного выписывания УД важно их верифицировать, т. е. доказать отсутствие в них 
ошибок. Для частичной верификации можно использовать формулы вычисления элементов МИК, 
которая должна быть симметричной. Для полной верификации аналитического вида УД мы чис-
ленно решали первую задачу динамики МС на основе третьего вида ее УД и путем использования 
JS-функции СФСТОВ, код которой приведен в статье [14]. Совпадение результатов решения для 
различных значений ОК, ОС и ОУ указывает на отсутствие ошибок в аналитическом виде УД. 

 
Заключение 
В статье описан формализм решения первой задачи динамики МС, т. е. вычисления движу-

щих сил и моментов сил по заданным ОК q୧(t), ОС q̇୧(t) и ОУ q̈୧(t). Для этого предложены об-
щие формулы и продемонстрировано их использование на конкретных примерах МС. Для реше-
ния первой задачи динамики МС можно использовать любой из трех видов УД. Все они короткие 
(не громоздкие) и простые. Для решения второй задачи динамики МС, т. е. решения задачи Коши 
методом построения степенных рядов времени [15–17], рекомендуется использовать второй вид, 
так как в нем явно выражена МИК. Для решения задачи управления программным движением 
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тел МС по формуле (5.1) рекомендуется третий вид УД, так как в нем выделены ГИС, которые 
можно не учитывать в формуле (5.1), что уменьшает такт неуправляемости МС и может увели-
чить запас устойчивости. В целом заявленная тема статьи раскрыта и указаны пути решения про-
блемы громоздкости УД МС. 
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