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Аннотация. Решается проблема сложности вывода и громоздкого аналитического вида уравне-

ний математических моделей управляемых систем тел с явно выраженными структурными, кинема-
тическими, статическими и динамическими параметрами. В первую очередь это относится к уравне-
ниям динамики, на которых основаны системы управления. Наш практический опыт и теоретиче-
ские результаты указывают на то, что пути решения этой проблемы нужно искать в двух направле-
ниях. Во-первых, в направлении классификации систем тел и использования особенностей предста-
вителей рассматриваемых классов систем тел в части упрощения формализмов вывода их уравнений 
динамики, а также уменьшения числа математических операций в аналитическом представлении 
уравнений динамики. Во-вторых, в направлении выбора параметров состояния тел, в которых запи-
сываются аналитические скалярно-координатные виды уравнений динамики. В этой связи следует 
заметить, что подавляющее большинство (более 90 %) промышленных роботов, а также роботов 
специального назначения имеют структуру одной открытой ветви, в которой тела образуют друг с 
другом вращательные кинематические пары пятого класса (вращательные сочленения). Если в таких 
системах полюса тел выбирать на осях их относительного вращения, то межполюсные расстояния 
будут постоянными, что значительно упрощает решение указанной проблемы. По поводу выбора 
параметров состояния, явно входящих в уравнения динамики, следует заметить, что квазискорости, 
т. е. проекции абсолютных угловых скоростей тел на оси их связанных систем координат, являются 
наиболее подходящими для этих целей. Дело в том, что в уравнениях кинематики, замыкающих 
уравнения динамики до полного набора уравнений для решения той или иной задачи, всегда можно 
выразить квазискорости через любые другие параметры, например, относительные углы поворота 
тел и их производные по времени, направляющие косинусы и их производные, кватернионы и т. д. 
Если проекции абсолютных угловых скоростей тел на их оси измеряются, например, гироскопами на 
телах и решается первая задача динамики, то формулы решения содержат минимальное число опе-
раций сложения и умножения. Таким образом, целью исследования является разработка простого 
метода вывода аналитического вида уравнений динамики манипуляторов с вращательными сочле-
нениями в квазискоростях, в которых явно выражены геометрические, кинематические, статические 
и инерционные параметры тел. Используемые методы исследования (векторная и аналитическая 
механика систем тел, векторная алгебра, системный анализ и методы тождественных преобразова-
ний) позволили свести вывод уравнений динамики манипуляторов к формальным действиям их вы-
писывания без выполнения сложных математических операций дифференцирования, возведения в 
степень, вычисления векторных операций и т. д. Результаты исследования содержат доказательство 
общего векторного вида уравнений динамики манипуляторов в квазискоростях с явно выраженными 
межполюсными расстояниями и параметрами распределения масс тел. Для выписывания моментов 
движущих сил в сочленениях получены скалярно-координатные формулы и их простой частный вид 
для случая параллельности осей вращения соседних сочленений. Как частный случай получены 
формулы выписывания уравнений динамики манипуляторов на плоскости. Для них процесс выпи-
сывания уравнений динамики сводится к конкретизации числа тел, их геометрических и инерцион-
ных параметров. Заключение. Эффективность изложенных методов и полученных формул проде-
монстрирована на примерах выписывания уравнений динамики тела с одной закрепленной точкой, 
гироскопа в кардановом подвесе и ангулярного манипулятора с тремя и шестью степенями свободы 
в пространстве. Эти результаты позволяют нам ожидать, что число пользователей предлагаемых ме-
тодов будет расти. Положительный опыт использования этих методов в учебном процессе в дисцип-
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линах «Основы механики систем тел», «Электромеханические системы» и «Мехатроника» оправды-
вает наши ожидания. 

Ключевые слова: шарнирный манипулятор, уравнения динамики, квазискорости, выписывание 
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Abstract. The problem of complexity of derivation and the cumbersome analytical form of equations 

of mathematical models of controlled body systems with explicit structural, kinematic, static and dynamic 
parameters is solved. First of all, this applies to the equations of dynamics on which the control systems are 
based. Our practical experience and theoretical results indicate that solutions to this problem should be 
sought in two directions. Firstly, in the direction of classifying body systems and using peculiarities of  
the representatives of the considered classes of body systems in terms of simplifying formalisms for deriving 
their equations of dynamics, as well as reducing the number of mathematical operations in the analytical 
representation of the equations of dynamics. Second, and in the direction of choosing the parameters of  
the state of bodies in which the analytical scalar-coordinate types of the equations of dynamics are written 
down. In this connection, it should be noted that the vast majority (more than 90 %) of industrial robots, as 
well as special-purpose robots, have a single open branch structure in which the bodies form rotational kin-
ematic pairs of the fifth class (rotational articulations) with each other. If in such systems the poles of  
the bodies are chosen on the axes of their relative rotation, the interpole distances will be constant, which 
greatly simplifies the solution of the above problem. Regarding the choice of state parameters explicitly in-
cluded in the equations of dynamics, it should be noted that quasi-velocities, i.e. projections of absolute an-
gular velocities of bodies on the axes of their coupled coordinate systems, are the most suitable for these 
purposes. The point is that in the equations of kinematics, which close the equations of dynamics to a com-
plete set of equations for solving a problem, one can always express quasi-velocities through any other pa-
rameters, for example, relative angles of rotation of bodies and their time derivatives, guiding cosines and 
their derivatives, quaternions, etc. If projections of absolute angular velocities of bodies on their axes are 
measured, for example, by gyroscopes on bodies, and the first problem of dynamics is solved, the solution 
formulas contain a minimum number of addition and multiplication operations. Thus, the goal of the study 
is to develop a simple method for deriving the analytical form of the equations of dynamics of manipulators 
with rotational joints in quasi-velocity, in which geometric, kinematic, static and inertial parameters of bo-
dies are explicitly expressed. The used research methods (vector and analytical mechanics of body sys-
tems, vector algebra, system analysis and methods of identity transformations) made it possible to reduce 
the derivation of the equations of dynamics of manipulators to formal actions of writing them out without 
performing complex mathematical operations of differentiation, magnification, calculation of vector opera-
tions, etc. The results of the study contain a proof of the general vector form of the equations of dynamics 
of manipulators in quasi-velocity with explicitly expressed interpole distances and parameters of mass 
distribution of bodies. Scalar-coordinate formulas and their simple special formulas for the case of paral-
lel rotation axes of neighboring joints are derived for writing out the moments of driving forces in joints. 
As a special case, the formulas for writing out the equations of dynamics of manipulators on the plane were 
obtained. For them, the process of writing out the equations of dynamics is reduced to the specification of 
the number of bodies, their geometric and inertial parameters. Conclusion. The effectiveness of the outlined 
methods and the obtained formulas have been demonstrated by examples of deriving the equations of dy-
namics of a body with a single fixed point, a gyroscope in a gimbal, and an angular manipulator with three 
and six degrees of freedom in space. These results allow us to expect that the number of users of the pro-
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posed methods will grow. The positive experience of using these methods in the educational process in  
the disciplines “Fundamentals of Mechanics of Body Systems”, “Electromechanical Systems” and “Mecha-
tronics” justifies our expectations. 

Keywords: articulated arm, equations of dynamics, quasi-velocities, writing out the formulas, guiding 
cosines, equations verification 
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Введение 
Основной проблемой практического использования уравнений динамики (УД) манипулято-

ров является их громоздкость. За последние пять лет мы не встречали отечественные и зарубеж-
ные научные публикации, в которых так или иначе ставится задача выписывания аналитического 
вида УД манипуляторов со многими степенями подвижности и явно выраженными геометриче-
скими, кинематическими, статическими и инерционными параметрами тел. Много статей посвя-
щено численному решению задач динамики манипуляторов на ЭВМ в пошагово-алгоритми-
ческом режиме, т. е. без представления УД в явном аналитическом виде. Использование систем 
аналитических вычислений для выписывания УД манипуляторов по классическим формализмам 
(Лагранжа, Аппеля, Ньютона – Эйлера и т. д.) не решает проблему их громоздкости. Например, в 
статье [1] отмечается, что УД ангулярного манипулятора с шестью степенями свободы, выведен-
ные по формализму Лагранжа и записанные в символьном виде, занимают сорок машинописных 
страниц. Мы считаем, что это следствие неэффективности классических формализмов вывода УД 
манипуляторов. 

Постановка задачи: разработать простой метод вывода аналитического вида УД манипуля-
торов с вращательными сочленениями и явно выраженными параметры тел. Свести вывод УД  
к формальным действиям их выписывания без выполнения сложных математических операций и 
продемонстрировать этот формализм на примерах выписывания УД манипуляторов с тремя и 
шестью степенями свободы в пространстве. 

 
1. УД манипулятора в квазискоростях 
Присвоим неподвижному телу манипулятора (стойке, станине) нулевой номер и свяжем с 

ним правую систему координат ܱࢠ࢟࢞, где ࢞ – орт оси абсцисс, направленной горизонтально 
вправо, ࢟ – орт оси ординат, направленной вертикально вверх. Подвижные тела занумеруем чис-
лами 1, 2, …, ܰ, где ܰ – количество подвижных тел. Введем следующие обозначения: 

݉ – масса и обозначение i-го тела; 
݉ – масса и обозначение i-й подсистемы, т. е. тела ݉ и всех следующих за ним тел; 

ܱ – полюс тела ݉, т. е. фиксированная точка тела ݉; 
 ; – центр масс (ЦМ) тела ݉, дополненного массой ݉ାଵ в точке ܱାଵܥ
 ; – расстояние от точки ܱ до точки ܱାଵܮ
 ; – орт, указывающий направление из точки ܱ в точку ܱାଵࢋ
 ;ܥ  – орт, указывающий направление из точки ܱ в точкуࢇ
ାଵࡾ = ାଵࡻࡻ =  ,ࢋܮ = ݉ାଵ, ݉ேାଵܮ = ே ,0 = 0, ܾ = ݉|ࡻ|; 

ܱ࢞࢟ࢠ – правая связанная с телом ݉ система координат (ССК(݅)), где ࢞, ,࢟   – орты ееࢠ
осей; 

߱
௫, ߱

௬, ߱
௭ – проекции вектора ࣓ абсолютной угловой скорости тела ݉ на оси ССК(݅); 

 ; – кинетический момент тела ݉ относительно точки ܱࡷ
ܫ

௫ , ܫ
௬, ܫ

௭ – осевые моменты инерции тела ݉ в ССК(݅); 
ܫ

௫௬, ܫ
௫௭, ܫ

௬௭ – центробежные моменты инерции тела ݉ в ССК(݅); 
  – главный момент относительно точки ܱ сил, действующих на тело ݉ со стороны телаࡹ

݉ିଵ. 
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Для уменьшения громоздкости записей будем использовать: 
– греческие буквы ߤ ,ߥ ,ߞ ,ߟ ,ߦ, принимающие значения на множестве латинских букв 

,ݔ} ,ݕ  ;{ݖ
– латинскую букву ݑ, принимающую значение на множестве латинских букв {݁, ܽ}; 
– знаки суммирования по буквам ߤ ,ߥ ,ߞ ,ߟ ,ߦ; 
– символ ∈కఎ Леви-Чивиты, где ߦ, ,ߟ ߞ ∈ ,ݔ} ,ݕ =и ∈௫௬௭=∈௬௭௫=∈௭௫௬ {ݖ 1 или ∈కఎ= 0, если 

среди символов ߞߟߦ есть повторяющиеся, иначе ∈కఎ= −1 [2]. 
Эта система обозначений позволяет записывать следующие выражения: 
࣓ = ߱

௫࢞ + ߱
௬࢟ + ߱

௭ࢠ = ∑  క ߱
కࣈ – разложение вектора ࣓ по ортам ССК(݅); 

࢛ = ∑  ఎ ݑ  по ортам ССК(݅), гдеࢋ  илиࢇ  – разложение ортࣁఎݑ ∈ {݁, ఎݑ ,{ܽ = ࢛ ⋅   – ࣁ
постоянные направляющие косинусы (НК) орта ࢛ в ССК(݅); 

ࣀ = ∑  ఎ ߞ
ఎ ߞ  ССК(݆) по ортам ССК(݅), гдеࣀ  – разложение ортࣁ

ఎ = ࣀ ⋅  (݆) – НК орт ССКࣁ
в ССК(݅); 

ࣈ × ࣁ =∈కఎఔ ࣈ  ;ࣇ × ࣀ = ࣈ × ∑  ఎ ߞ
ఎ ࣁ = ∑  ఎ ∈కఎఔ ߞ

ఎ  .ࣇ
 
1.1. Формула вычисления момента силы в сочленении 
Для манипулятора справедлива формула  
ࡹ =  × ∑  ିଵ

ୀଵ ࣓̇ܮ + ∑  ே
ୀ ̇ࡷ] + ࢋ)ܮ + (ାଵ × ࣓̇ + ܾࡾ × ࣓̇] +  .   (1.1)ࡳ

где  = ∑  ே
ୀ ܾࢇ,  ࣓̇௨ = ∑  క Ω̇௨

క ݑ ,ࣈ ∈ {݁, ࡷ  ,{ܽ = ∑  క ߱
కࡵ

క,  ࡾ = ∑  ିଵ
ୀ  ,ࢋܮ

ࡵ
௫ = ܫ

௫࢞ − ܫ
௫௬࢟ − ܫ

௫௭ࢠ, ࡵ
௬ = ܫ−

௫௬࢞ + ܫ
௬࢟ − ܫ

௬௭ࢠ, ࡵ
௭ = ܫ−

௫௭࢞ − ܫ
௬௭࢟ + ܫ

௭ࢠ, 
Ω̇௨

௫ = ௭߱̇ݑ
௬ − ௬߱̇ݑ

௭ + ௬ݑ) ߱
௬ + ௭߱ݑ

௭)߱
௫ − )௫ݑ ߱

௬ଶ + ߱
௭ଶ),  ࡳ = ݃ ×  ,࢟

Ω̇௨
௬ = ௫߱̇ݑ

௭ − ௭߱̇ݑ
௫ + ௫߱ݑ)

௫ + ௭߱ݑ
௭) ߱

௬ − ௬(߱ݑ
௫ଶ + ߱

௭ଶ), 
Ω̇௨

௭ = ௬߱̇ݑ
௫ − ௫߱̇ݑ

௬ + ௫߱ݑ)
௫ + ௬ݑ ߱

௬)߱
௭ − ௭(߱ݑ

௫ଶ + ߱
௬ଶ),  ݑక = ࢛ ⋅  .ࣈ

Доказательство формулы (1.1). В статье [3] выведена формула  
ࡹ =  × ̈࢘ + ∑  ே

ୀ ̇ࡷ + ∑  ே
ୀାଵ ൣ(݉ࡾ + ( × ̈ࡾ + ࡾ × ൧̈ +  ,      (1.2)ࡳ

где  = ∑  ே
ୀ (݉ࡻ + ݉ାଵࡾାଵ), ࡾேାଵ = ࡳ ,0 = ݃ × ࢘ ,࢟ =   . – ЦМ тела ݉ܥ ,ࡻࡻ

Учитывая условие статического равновесия ݉ࡻ + ݉ାଵࡾାଵ = ܾࢇ, получим  
 = ∑  ே

ୀ ܾࢇ. 
Используя формулу Пуассона ̇ࢋ = ࣓ × , обозначение ࣓ࢋ = ࣓ ×  и равенство ࣓ࢋ = 0, 

получим 
̇࢘ = ∑  

ୀଵ ̇ࡾ = ∑  ିଵ
ୀ ାଵ̇ࡾ = ∑  ିଵ

ୀ ̇ࢋܮ = ∑  ିଵ
ୀ ࣓ܮ × ࢋ = ∑  ିଵ

ୀଵ  .࣓ܮ
Следовательно,  × ̈࢘ =  × ∑  ିଵ

ୀଵ -࣓̇, т. е. первая сумма (по номерам тел, несущих теܮ
ло ݉) в формуле (1.1) принимает искомый вид. 

В ССК(݅) с учетом введенных обозначений получим  

ࡷ = ൮
ܫ

௫ ܫ−
௫௬ ܫ−

௫௭

ܫ−
௫௬ ܫ

௬ ܫ−
௬௭

ܫ−
௫௭ ܫ−

௬௭ ܫ
௭

൲ ⋅ ቌ
߱

௫

߱
௬

߱
௭

ቍ =  

= ܫ)
௫߱

௫ − ܫ
௫௬

߱
௬ − ܫ

௫௭߱
௭)࢞ + ܫ−)

௫௬߱
௫ + ܫ

௬
߱
௬ − ܫ

௬௭߱
௭)࢟ + ܫ−)

௫௭߱
௫ − ܫ

௬௭
߱
௬ + ܫ

௭߱
௭)ࢠ =  

= ∑  క ܫ
క

߱
కࣈ − ܫ)

௫௬࢟ + ܫ
௫௭ࢠ)߱

௫ − ܫ)
௫௬࢞ + ܫ

௬௭ࢠ) ߱
௬ − ܫ)

௫௭࢞ + ܫ
௬௭࢟)߱

௭. 
Если в последнем выражении раскрыть сумму по ߦ ∈ ,ݔ} ,ݕ -и привести подобные при про {ݖ

екциях ߱
௫, ߱

௬, ߱
௭, то с учетом принятых обозначений векторов ࡵ

క получим искомый вид векто-
ра ࡷ = ∑  క ߱

కࡵ
క. 

С учетом равенств ࡾାଵ = ̇ࢋ ,ࢋܮ = ࣓ × ࢋ = ࣓, ̈ࡾାଵ =  ,࣓̇ܮ =  ݉ାଵ получимܮ
(݉ାଵࡾାଵ + (ାଵ × ାଵ̈ࡾ = (݉ାଵܮ

ଶࢋ + (ାଵܮ × ࣓̇ = ࢋ)ܮ + (ାଵ × ࣓̇. 
Следовательно,  
∑  ே

ୀାଵ (݉ࡾ + ( × ̈ࡾ = ∑  ே
ୀ (݉ାଵࡾାଵ + (ାଵ × ାଵ̈ࡾ =  

= ∑  ே
ୀ ࢋ)ܮ + (ାଵ × ࣓̇.               (1.3) 
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Учитывая обозначение ࣓ = ࣓ ×   равенстваࢇ
̇ࢇ = ࣓ × ࢇ = ࣓, ̈ࢇ = ࣓̇, ̈ = ∑  ே

ୀ ܾ̈ࢇ, ࡾ = ࡻࡻ = ∑  ିଵ
ୀ ࡾ ,ࢋܮ = 0  

и формулу изменения порядка суммирования ∑  ே
ୀ ܮ ∑  ே

ୀାଵ ܾ = ∑  ே
ୀାଵ ∑  ିଵ

ୀ  ܾ, получимܮ
∑  ே

ୀାଵ ࡾ × ̈ = ∑  ே
ୀ ାଵࡾ × ାଵ̈ = ∑  ே

ୀ ࢋܮ × ∑  ே
ୀାଵ ܾ࣓̇ =  

= ∑  ே
ୀାଵ ܾ ∑  ିଵ

ୀ ࢋܮ × ࣓̇ = ∑  ே
ୀାଵ ܾࡾ × ࣓̇ =  

= ∑  ே
ୀାଵ ܾࡾ × ࣓̇ = ∑  ே

ୀ ܾࡾ × ࣓̇. 
Отсюда с учетом формул (1.2), (1.3) получим искомый вид второй суммы (по номерам тел, 

несомых телом ݉) в формуле (1.1). 
Выразим через квазискорости и квазиускорения формулу вычисления вектора ࣓̇௨, где 

ݑ ∈ {݁, ܽ} и орты ࢋ, ࢇ, ࢛ неподвижны в теле ݉. Используя обозначения ࣈ = ࣈ ×   ,ࢋ
ࣈ = ࣈ × ௨ࣈ ,ࢇ = ࣈ × , ࣓௨࢛ = ࣓ ×  и разложение ࣓࢛ = ∑  క ߱

కࣈ, получим 
࣓̇௨ = (࣓ × )௧࢛

ᇱ = (∑  క ߱
కࣈ × )௧࢛

ᇱ = ∑  క ( ߱
కࣈ௨)௧

ᇱ = ∑  క (߱̇
కࣈ௨ + ߱

క̇ࣈ௨). 
Для векторного произведения орт ССК(݅) будем использовать представление ࣈ × ࣁ = 

=∈కఎ ,ߦ , где ∈కఎ – символ Леви-Чивиты иࣀ ߟ ∈ ,ݔ} ,ݕ -Если известны сомножители, т. е. зна .{ݖ
чения символов ߦ и ߟ, то результат векторного произведения ࣈ ×  . выписывается однозначноࣁ
Например, если ߦ = ,ݔ ߟ = ࣈ то ,ݕ × ࣁ = ࢞ × ࢟ =∈௫௬ ࣀ =∈௫௬௭ ࢠ = ߦ  или еслиࢠ = ߟ =  то ,ݕ
࢟ × ࢟ = 0, так как ∈௬௬= 0, и т. д. [2]. 

Используя разложение ࢛ = ∑  ఎ ఎݑ  по ортам ССК(݅), где࢛  ортаࣁఎݑ = ࢛ ⋅ - – const, полуࣁ
чим ࣈ௨ = ࣈ × ࢛ = ࣈ × ∑  ఎ ࣁఎݑ = ∑  ఎ ∈కఎ ࣀఎݑ = ݑ

కࣀ где ݑ
క = ∑  ఎ ∈కఎ -ఎ – const. Следоݑ

вательно, ࣓̇௨ = ∑  క (߱̇
కݑ

కࣀ + ߱
క̇ࣈ௨). Для вектора ̇ࣈ௨ получим 

௨̇ࣈ = ࣈ) × )௧࢛
′ = ∑  ఎ ࣈ)ఎݑ × )௧ࣁ

′ = ∑  ఎ ఎ(∈కఎݑ )௧ࣀ
′ = ∑  ఎ ∈కఎ ࣀఎ̇ݑ = ݑ

క̇ࣀ =   
 = ݑ

క࣓ × ࣀ = ݑ
క ∑  ఔ ߱

ఔࣇ × ࣀ = ݑ
క ∑  ఔ ∈ఔఓ ߱

ఔࣆ. 
Отсюда 

∑  క ߱
క̇ࣈ௨ = ∑  క ߱

కݑ
క ∑  ఔ ∈ఔఓ ߱

ఔࣆ = ∑  క ߱
క ∑  ఔ ߱

ఔݑ
క ∈ఔఓ ࣆ =  

= ∑  క ߱
క ∑  ఔ ߱

ఔ ∑  ఎ ∈కఎ ఎݑ ∈ఔఓ  .ࣆ
Теперь в правой части последнего выражения развернем все три суммы по ߥ ,ߦ и ߟ. Тогда, 

учитывая значения символов Леви-Чивиты, получим 
∑  క ߱

క̇ࣈ௨ = ߱
௫[߱

௫(0 +∈௫௬௭ ௬ݑ ∈௫௭௬ ࢟ +∈௫௭௬ ௭ݑ ∈௫௬௭ (ࢠ + ߱
௬(0 +∈௫௬௭ ௬ݑ ∈௬௭௫ ࢞ + 0) +  

+߱
௭(0 + 0 +∈௫௭௬ ௭ݑ ∈௭௬௫ [(࢞ + ߱

௬[߱
௫(∈௬௫௭ ௫ݑ ∈௫௭௬ ࢟ + 0 + 0) + ߱

௬(∈௬௫௭ ௫ݑ ∈௬௭௫ ࢞ +  
+0 +∈௬௭௫ ௭ݑ ∈௬௫௭ (ࢠ + ߱

௭(0 + 0 +∈௬௭௫ ௭ݑ ∈௭௫௬ [(࢟ + ߱
௭[߱

௫(∈௭௫௬ ௫ݑ ∈௫௬௭ ࢠ + 0 + 0) +  
+ ߱

௬(0 +∈௭௬௫ ௬ݑ ∈௬௫௭ ࢠ + 0) + ߱
௭(∈௭௫௬ ௫ݑ ∈௭௬௫ ࢞ +∈௭௬௫ ௬ݑ ∈௭௫௬ (࢟ + 0] =  

= ߱
௫ൣ߱

௫൫−ݑ௬࢟ − ൯ࢠ௭ݑ + ߱
௬ݑ௬࢞ + ߱

௭ݑ௭࢞൧ + ߱
௬[߱

௫ݑ௫࢟ + ߱
௬(−ݑ௫࢞ − (ࢠ௭ݑ + 

[࢟௭ݑ+ + ߱
௭[߱

௫ݑ௫ࢠ + ߱
௬ݑ௬ࢠ + ߱

௭(−ݑ௫࢞ −  .[(࢟௬ݑ
Из последнего выражения после приведения подобных при ࢞, ࢟, ࢠ получим 
∑  క ߱

క̇ࣈ௨ = ൣ൫ݑ௬ ߱
௬ + ௭߱ݑ

௭൯߱
௫ − ௫൫ݑ ߱

௬ଶ + ߱
௭ଶ൯൧࢞ +  

௫߱ݑ)]+
௫ + ௭߱ݑ

௭) ߱
௬ − ௬(߱ݑ

௫ଶ + ߱
௭ଶ)]࢟ + ௫߱ݑ)]

௫ + ௬ݑ ߱
௬)߱

௭ − ௭(߱ݑ
௫ଶ + ߱

௬ଶ)]ࢠ. 
Аналогично 
∑  క ߱̇

కݑ
కࣀ = ∑  క ߱̇

క ∑  ఎ ∈కఎ ࣀఎݑ = ߱̇
௫൫∈௫௬௭ ࢠ௬ݑ +∈௫௭௬ ൯࢟௭ݑ +  

+߱̇
௬൫∈௬௫௭ ࢠ௫ݑ +∈௬௭௫ ൯࢞௭ݑ +  ߱̇

௭൫∈௭௫௬ ࢟௫ݑ +∈௭௬௫ ൯࢞௬ݑ =  
= ൫ݑ௭߱̇

௬ − ௬߱̇ݑ
௭൯࢞ + ௫߱̇ݑ)

௭ − ௭߱̇ݑ
௫)࢟ + ൫ݑ௬߱̇

௫ − ௫߱̇ݑ
௬൯ࢠ. 

Таким образом, 
࣓̇௨ = ∑  క (߱̇

కࣈ௨ + ߱
క̇ࣈ௨) = ௭߱̇ݑ]

௬ − ௬߱̇ݑ
௭ + ௬ݑ) ߱

௬ + ௭߱ݑ
௭)߱

௫ − )௫ݑ ߱
௬ଶ + ߱

௭ଶ)]࢞ +  
௫߱̇ݑ]+

௭ − ௭߱̇ݑ
௫ + ௫߱ݑ)

௫ + ௭߱ݑ
௭) ߱

௬ − ௬(߱ݑ
௫ଶ + ߱

௭ଶ)]࢟ +  
௬߱̇ݑൣ+

௫ − ௫߱̇ݑ
௬ + ൫ݑ௫߱

௫ + ௬ݑ ߱
௬൯߱

௭ − ௭൫߱ݑ
௫ଶ + ߱

௬ଶ൯൧ࢠ. 
С учетом введенных обозначений окончательно получим ࣓̇௨ = Ω̇௨

௫ ࢞ + Ω̇௨
௬ ࢟ + Ω̇௨

௭  , что иࢠ
требовалось доказать. 
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1.2. Случаи упрощения формулы (1.1)  
Для некоторых классов манипуляторов формула (1.1) принимает наиболее простой вид. На-

пример, если у подсистемы ݉ полюса всех тел общие, т. е. совпадают, то ܮ = 0 для все ݅ ≥ ݆ и 
как показано в п. 2.3 статьи [3]: 

̇ࡷ = ∑  క ( ߱
కࡵ

క)௧
ᇱ = ∑  క (߱̇

కࡵ
క + ߱

కଶࡵక) + ߱
௫

߱
௬ࡵ

௫௬ + ߱
௫߱

௭ࡵ
௫௭ + ߱

௬߱
௭ࡵ

௬௭,    (1.4) 
где ࡵ௫ = ܫ

௫௭࢟ − ܫ
௫௬ࢠ, ࡵ௬ = ܫ

௫௬ࢠ − ܫ
௬௭࢞, ࡵ௭ = ܫ

௬௭࢞ − ܫ
௫௭࢟, ࡵ

௫௬ = ܫ−
௫௭࢞ + ܫ

௬௭࢟ + 
ܫ)+

௬ − ܫ
௫)ࢠ, ࡵ

௫௭ = ܫ
௫௬࢞ + ܫ)

௫ − ܫ
௭)࢟ − ܫ

௬௭ࢠ, ࡵ
௬௭ = ܫ)

௭ − ܫ
௬)࢞ − ܫ

௫௬࢟ + ܫ
௫௭ࢠ. Если при этом 

ССК(݅) для всех ݅ является главной ССК (ГСК(݅)), то 
ܫ

௫௬ = ܫ
௫௭ = ܫ

௬௭ = కࡵ ,0 = ࡵ ,0
క = ܫ

కࣈ, ࡵ
௫௬ = ܫ

ࢠ, ࡵ
௫௭ = ܫ

࢟, ࡵ
௬௭ = ܫ

࢞, 
где ܫ

 = ܫ
௭ − ܫ

௬, ܫ
 = ܫ

௫ − ܫ
௭, ܫ

 = ܫ
௬ − ܫ

௫, ܫ
௫ , ܫ

௬, ܫ
௭ – моменты инерции тела ݉ относительно 

главных осей ܱ࢞, ܱ࢟, ܱࢠ, соответственно, и формула (1.4) примет вид  
̇ࡷ = ∑  క ܫ

క( ߱
కࣈ)௧

ᇱ = ൫ܫ
௫߱̇

௫ + ܫ


߱
௬߱

௭൯࢞ + ൫ܫ
௬߱̇

௬ + ܫ
߱

௫߱
௭൯࢟ + ൫ܫ

௭߱̇
௭ + ܫ

߱
௫

߱
௬൯ࢠ. (1.5) 

Если ܰ = 1, то имеет место тело с неподвижной точкой. Для него из уравнения (1.1) с учетом 
параметров ݆ = ܰ = ଵܮ ,1 = ଵ ,0 = 0 получим ࡹଵ = ∑  క (߱ଵ

కࡵଵ
క)௧

ᇱ + ଵࡳ ଵ, гдеࡳ = ܾ݃ଵࢇଵ × -На .࢟
правим оси ССК(1) вдоль главных осей тела в точке ଵܱ. Тогда, используя формулу (1.5), выпишем 

ଵࡹ = ∑  క ଵܫ
క(߱ଵ

కࣈଵ)௧
ᇱ + ଵࡳ =  

= ൫ܫଵ
௫߱̇ଵ

௫ + ଵܫ


ଵ߱
௬߱ଵ

௭൯࢞ଵ + ൫ܫଵ
௬߱̇ଵ

௬ + ଵܫ
߱ଵ

௫߱ଵ
௭൯࢟ଵ + ൫ܫଵ

௭߱̇ଵ
௭ + ଵܫ

߱ଵ
௫߱ଵ

௬൯ࢠଵ +  .ଵࡳ
Отсюда, используя общепринятые обозначения 
ܣ = ଵܫ

௫, ܤ = ଵܫ
௬, ܥ = ଵܫ

௭,   = ߱ଵ
௫,  ݍ = ߱ଵ

௬, ݎ = ߱ଵ
௭, ࢞ = ࢟ ,ଵ࢞ = ࢠ ,ଵ࢟ =  ,ଵࢠ

получим 
ଵࡹ = ̇ܣ] + ܥ) − ࢞[ݎݍ(ܤ + ݍ̇ܤ] + ܣ) − ࢟[ݎ(ܥ + ݎ̇ܥ] + ܤ) − ࢠ[ݍ(ܣ +  ,ଵࡳ

что совпадает с известным видом УД тела с одной закрепленной точкой в поле сил тяжести. 
Обозначим через  – орт оси вращения тела ݉ относительно тела ݉ିଵ вокруг оси ܱ. 

Если ССК(݅) = ГСК(݅) для всех ݅, то из (1.5) получим  
ܭ̇ =  ⋅ ∑  ே

ୀ ̇ࡷ = ∑  ே
ୀ ∑  క ߦ

 ܧ
క,              (1.6) 

где ܧ
௫ = ܫ

௫߱̇
௫ + ܫ


߱
௬߱

௭, ܧ
௬ = ܫ

௬߱̇
௬ + ܫ

߱
௭߱

௫, ܧ
௭ = ܫ

௭߱̇
௭ + ܫ

߱
௫

߱
௬, ߦ

 = ࣈ ⋅  . Если при
этом полюса всех тел совпадают, то с учетом (1.6) из формулы (1.1) получим  

ܯ =  ⋅ ࡹ = ∑  ே
ୀ ∑  క ߦ

 ܧ
క +  ,              (1.7)ܩ

где ܩ =  ⋅  .ࡳ
В качестве примера использования формулы (1.7) выпишем УД гироскопа в кардановом 

подвесе, состоящего из трех твердых тел (ܰ = 3) – ротора и двух рамок, шарнирно соединен-
ных между собой. Ротор – это гироскоп, который вращается вокруг своей оси симметрии, уста-
новленной в подшипниках, закрепленных на внутренней рамке. Она вращается вокруг оси, не-
подвижной на внешней рамке, которая вращается вокруг оси, закрепленной в неподвижных 
подшипниках. Все три тела имеют общую неподвижную точку, называемую точкой подвеса 
гироскопа. Оси вращения рамок подвеса ортогональны. Оси вращения ротора и внутренней 
рамки тоже ортогональны. Система находится в поле сил тяжести. ЦМ внешней рамки нахо-
дится на неподвижной оси ее вращения. ЦМ ротора и внутренней рамки совпадают с точкой 
подвеса гироскопа [4]. 

Для рассматриваемого гироскопа орты осей вращения тел выражаются через орты осей ССК 
тел по формулам ଵ = ଶ ,ଵ࢞ = ଷ ,ଶ࢟ =  .ଷࢠ

Здесь и далее для поиска выражений НК осей ССК используются табл. 1 и 2 из статьи [3], а 
также методика выписывания НК по рекуррентным формулам, изложенным в статье [5]. Эти НК 
можно вывести самостоятельно на основе описания исследуемой системы тел или ее кинемати-
ческой схемы. 

По формуле (1.7) для ݅ = ݆ = 3 с учетом равенств ݔଷଷ
 = ଷଷݔ

௭ = ଷଷݕ
 = ଷଷݖ ,0

 = 1 выпишем 
ଷܯ = ଷܧ

௭ = ଷܫ
௭߱̇ଷ

௭ + ଷܫ
߱ଷ

௫߱ଷ
௬. 

По формуле (1.7) для ݆ = 2 с учетом равенств ଶ = ଶଶݔ ,ଶ࢟
௬ = ଶଶݖ

௬ = ଶଶݕ ,0
௬ = 1 выпишем 

ଶܯ = ଶܧ
௬ + ∑  క ଷଶߦ

௬ ଷܧ
క. Так как ଷ = ଷଶݔ ଷ, из 3-го блока табл. 1 имеемࢠ

௬ = ଷଶݕ ,ଷݏ
௬ = ܿଷ, ݖଷଶ

௬ = 0. 
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Здесь и далее ݏ = sin(ݍ), ܿ = cos(ݍ), ݍ – угол поворота тела ݉ относительно тела ݉ିଵ. 
Следовательно, 

ଶܯ = ଶܧ
௬ + ଷܧଷݏ

௫ + ܿଷܧଷ
௬ = ଶܫ

௬߱̇ଶ
௬ + ଶܫ

߱ଶ
௭߱ଶ

௫ + ଷܫ)ଷݏ
௫߱̇ଷ

௫ + ଷܫ
߱ଷ

௬߱ଷ
௭) + ܿଷ(ܫଷ

௬߱̇ଷ
௬ + ଷܫ

߱ଷ
௭߱ଷ

௫). 
По формуле (1.7) для ݆ = 1 с учетом равенств ଵ = ଵଵݔ ,ଵ࢞

௫ = ଵଵݕ ,1
௫ = ଵଵݖ

௫ = 0 выпишем 
ଵܯ = ଵܧ

௫ + ∑  క ଶଵߦ
௫ ଶܧ

క + ∑  క ଷଵߦ
௫ ଷܧ

క. Так как ଶ = ଶଵݔ ଶ, из 2-го блока табл. 1 имеем࢟
௫ = ܿଶ,  ݕଶଵ

௫ = 0, 
ଶଵݖ

௫ = -ଶ опࢠ ,ଶ࢟ ,ଶ࢞ ଷ по ортам ССК(2), где коэффициенты при ортахࢠ ,ଷ࢟ ,ଷ࢞ ଶ. Разложим ортыݏ
ределим из 3-го блока табл. 2. Тогда получим 

ଷ࢞ = ଶ࢞௫ଷݔ + ଶ࢟௬ଷݔ + ଶࢠ௭ଷݔ = ܿଷ࢞ଶ +  ,ଶ࢟ଷݏ
ଷ࢟ = ଶ࢞௫ଷݕ + ଶ࢟௬ଷݕ + ଶࢠ௭ଷݕ = ଶ࢞ଷݏ− + ܿଷ࢟ଶ,  ࢠଷ = ଶ࢞௫ଷݖ + ଶ࢟௬ଷݖ + ଶࢠ௭ଷݖ =  .ଶࢠ
Теперь с учетом НК из 2-го блока табл. 1 получим 
ଷଵݔ

௫ = ଷ࢞ ⋅ ଵ࢞ = (ܿଷ࢞ଶ + (ଶ࢟ଷݏ ⋅ ଵ࢞ = ܿଷݔଶଵ
௫ + ଶଵݕଷݏ

௫ = ܿଷܿଶ, 
ଷଵݕ

௫ = ଷ࢟ ⋅ ଵ࢞ = ଶ࢞ଷݏ−) + ܿଷ࢟ଶ) ⋅ ଵ࢞ = ଶଵݔଷݏ−
௫ + ܿଷݕଶଵ

௫ =  ,ଷܿଶݏ−
ଷଵݖ

௫ = ଷࢠ ⋅ ଵ࢞ = ଶࢠ ⋅ ଵ࢞ =  .ଶݏ
Следовательно, с учетом очевидного равенства ߱ଵ

௬ = ߱ଵ
௭ = 0 получим 

ଵܯ = ଵܧ
௫ + ܿଶܧଶ

௫ + ଶܧଶݏ
௭ + ଷଵݔ

௫ ଷܧ
௫ + ଷଵݕ

௫ ଷܧ
௬ + ଷܧଶݏ

௭. 
Таким образом, УД рассматриваемого гироскопа имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଵܫ

௫߱̇ଵ
௫ + ଵܫ

߱ଵ
௬߱ଵ

௭ + ܿଶ(ܫଶ
௫߱̇ଶ

௫ + ଶܫ
߱ଶ

௬߱ଶ
௭) + ଶܫ)ଶݏ

௭߱̇ଶ
௭ + ଶܫ

߱ଶ
௫߱ଶ

௬) + 
ଷଵݔ+

௫ ൫ܫଷ
௫߱̇ଷ

௫ + ଷܫ
߱ଷ

௬߱ଷ
௭൯ + ଷଵݕ

௫ ൫ܫଷ
௬߱̇ଷ

௬ + ଷܫ
߱ଷ

௭߱ଷ
௫൯ + ଷܫଶ൫ݏ

௭߱̇ଷ
௭ + ଷܫ

߱ଷ
௫߱ଷ

௬൯ = ,ଵܯ
ଶܫ

௬߱̇ଶ
௬ + ଶܫ

߱ଶ
௭߱ଶ

௫ + ଷܫଷ൫ݏ
௫߱̇ଷ

௫ + ଷܫ
߱ଷ

௬߱ଷ
௭൯ + ܿଷ൫ܫଷ

௬߱̇ଷ
௬ + ଷܫ

߱ଷ
௭߱ଷ

௫൯ = ,ଶܯ
ଷܫ

௭߱̇ଷ
௭ + ଷܫ

߱ଷ
௫߱ଷ

௬ = .ଷܯ

� 

К этим уравнениям необходимо добавить формулы вычисления НК ݔଷଵ
௫ ଷଵݕ ,

௫  и уравнения  
кинематики, т. е. формулы вычисления квазискоростей и ускорений, которые можно выписать по 
методикам, изложенным в статье [3]. 

 
1.3. Моменты движущих сил манипулятора 
Справедлива формула  
ܯ = ∑  ఎ ∈ఎ ( ݀

ఎ ∑  ିଵ
ୀଵ Ω̇ܮ

 + ∑  ேିଵ
ୀ Ω̇ܮ

ఎ) + ܭ̇ +  ,         (1.8)ܩ

где ݀
ఎ = ∑  ே

ୀ ܾܽ
ఎ ,  Ω̇

௨ = ∑  క ߦ
 Ω̇௨

క ݑ  , ∈ {݁, ܽ},  Ω̇
ఎ = ݀

ఎ Ω̇
 + ݁

ఎ Ω̇
 ,  Ω̇

 = ∑  ே
ୀାଵ ܾΩ̇

, 
݀

ఎ = ݁
ఎ + ∑  ே

ୀାଵ ܾܽ
ఎ   , = ݉ାଵ,  ܽܮ

ఎ = ࢇ ⋅  ,ࣁ
ܭ̇ =  ⋅ ∑  ே

ୀ ܩ  ,̇ࡷ = ݃ ∑  ఎ ∈ఎ ݀
ఎࣀ ⋅  .࢟

Доказательство формулы (1.8). Используя формулу (1.1), получим  
ܯ =  ⋅ ࡹ =  ⋅  × ∑  ିଵ

ୀଵ ࣓̇ܮ +  
+ ⋅ ∑  ே

ୀ ̇ࡷ] + ࢋ)ܮ + (ାଵ × ࣓̇ + ܾࡾ × ࣓̇] +  ⋅  ,ࡳ
где  = ∑  ே

ୀ ܾࢇ, ࡾ = ∑  ିଵ
ୀ ܯ ., т. еࢋܮ = ܣ + ܤ + ܥ + ܦ + ܭ̇ +  , гдеܩ

ܣ =  ⋅ ∑  ே
ୀ ܾࢇ × ∑  ିଵ

ୀଵ ܭ̇  ,࣓̇ܮ =  ⋅ ∑  ே
ୀ ܤ  ,̇ࡷ =  ⋅ ∑  ே

ୀ ࢋܮ × ࣓̇, 
ܥ =  ⋅ ∑  ே

ୀ ܮ ∑  ே
ୀାଵ ܾࢇ × ࣓̇,  ܦ =  ⋅ ∑  ே

ୀ ܾ ∑  ିଵ
ୀ ࢋܮ × ࣓̇,  ܩ =  ⋅  .ࡳ

Для ܩ с учетом разложения ࢇ = ∑  ఎ ܽ
ఎ , где ܽࣁ

ఎ = ࢇ ⋅  , и представленияࣁ × ࢇ = 
= ∑  ఎ ∈ఎ ܽ

ఎ   получимࣀ
ܩ = ݃ ⋅  × ࢟ = ݃ × ∑  ே

ୀ ܾࢇ ⋅ ࢟ = ݃ ∑  ே
ୀ ܾ × ∑  ఎ ܽ

ఎ ࣁ ⋅ ࢟ =  
= ݃ ∑  ே

ୀ ܾ ∑  ఎ ܽ
ఎ ∈ఎ ࣀ ⋅ ࢟ = ݃ ∑  ఎ ∈ఎ ∑  ே

ୀ ܾܽ
ఎ ߞ

௬ = ݃ ∑  ఎ ∈ఎ ݀
ఎߞ

௬, 
где ݀

ఎ = ∑  ே
ୀ ܾܽ

ఎ ߞ ,
௬ = ࣀ ⋅  .࢟

Для ܣ с учетом равенств ࣓̇ = ∑  క Ω̇
క ߞ ,ࣈ

క = ࣀ ⋅ , Ω̇ࣈ
 = ∑  క ߦ

 Ω̇
క  получим 

ܣ = ∑  ିଵ
ୀଵ ܮ ∑  ே

ୀ ܾ ∑  ఎ ∈ఎ ܽ
ఎ ࣀ ⋅ ∑  క Ω̇

క ࣈ = ∑  ିଵ
ୀଵ ܮ ∑  క Ω̇

క ∑  ே
ୀ ܾ ∑  ఎ ∈ఎ ܽ

ఎ ߞ
క =  

= ∑  ିଵ
ୀଵ ܮ ∑  క Ω̇

క ∑  ఎ ∈ఎ ݀
ఎߞ

క = ∑  ఎ ∈ఎ ݀
ఎ ∑  ିଵ

ୀଵ ܮ ∑  క Ω̇
క ߞ

క = ∑  ఎ ∈ఎ ݀
ఎ ∑  ିଵ

ୀଵ Ω̇ܮ
. 
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Для ܤ с учетом равенств ࢋ = ∑  ఎ ݁
ఎ , ݁ࣁ

ఎ = ࢋ ⋅  ,ࣁ × ࣁ =∈ఎ    получимࣀ
ܤ = ∑  ே

ୀ ܮ × ∑  ఎ ݁
ఎ ࣁ ⋅ ࣓̇ = ∑  ே

ୀ ܮ ∑  ఎ ∈ఎ ݁
ఎ ࣀ ⋅ ࣓̇ =  

 = ∑  ே
ୀ ܮ ∑  ఎ ∈ఎ ݁

ఎ ࣀ ⋅ ∑  క Ω̇
క ࣈ = ∑  ఎ ∈ఎ ∑  ே

ୀ ܮ ∑  క Ω̇
క ݁

ఎ ߦ
 =  

= ∑  ఎ ∈ఎ ∑  ே
ୀ ܮ ∑  క ݁

ఎ ߦ
 Ω̇

క . 
Аналогично для ܥ получим 
ܥ =  ⋅ ∑  ே

ୀ ܮ ∑  ே
ୀାଵ ܾࢇ × ࣓̇ = ∑  ே

ୀ ܮ ∑  ே
ୀାଵ ܾ ∑  ఎ ∈ఎ ܽ

ఎ ࣀ ⋅ ∑  క Ω̇
క ࣈ =  

= ∑  ఎ ∈ఎ ∑  ே
ୀ ܮ ∑  క Ω̇

క ∑  ே
ୀାଵ ܾܽ

ఎ ߞ
క = ∑  ఎ ∈ఎ ∑  ே

ୀ ܮ ∑  క ܥ
ఎ ߦ

 Ω̇
క , 

ܥ
ఎ = ∑  ே

ୀାଵ ܾܽ
ఎ . 

Для ܦ получим  
ܦ =  ⋅ ∑  ே

ୀ ܾ ∑  ିଵ
ୀ ࢋܮ × ࣓̇ = ∑  ே

ୀ ܾ ∑  ିଵ
ୀ ܮ ∑  ఎ ∈ఎ ݁

ఎ ∑  క ߦ
 Ω̇

క .  
Используем следующую формулу изменения порядка суммирования 
∑  ே

ୀ ܾ ∑  ିଵ
ୀ ܮ = ∑  ேିଵ

ୀ ܮ ∑  ே
ୀାଵ ܾ.  

Тогда получим ܦ = ∑  ேିଵ
ୀ ܮ ∑  ே

ୀାଵ ܾ ∑  క ∑  ఎ ∈ఎ ݁
ఎ ߦ

 Ω̇
క . Поменяем местами индексы 

суммирования ݇ и ݅. Тогда получим 
ܦ = ∑  ே

ୀ ܮ ∑  ே
ୀାଵ ܾ ∑  క ∑  ఎ ∈ఎ ݁

ఎ ߦ
 Ω̇

క = ∑  ఎ ∈ఎ ∑  ே
ୀ ܮ ∑  క ݁

ఎ ∑  ே
ୀାଵ ܾߦ

 Ω̇
క . 

Таким образом,  
ܯ = ∑  ఎ ∈ఎ ቂ ݀

ఎ ∑  ିଵ
ୀଵ Ω̇ܮ

 + ∑  ே
ୀ ܮ ∑  క ቀ݁

ఎ ߦ
 Ω̇

క + ܥ
ఎ ߦ

 Ω̇
క + ݁

ఎ ∑  ே
ୀାଵ ܾߦ

 Ω̇
క ቁቃ +  

ܩ+ܭ̇+ = ∑  ఎ ∈ఎ [ ݀
ఎ ∑  ିଵ

ୀଵ Ω̇ܮ
 + ∑  ே

ୀ ݁))ܮ
ఎ + ܥ

ఎ ) ∑  క ߦ
 Ω̇

క +  

+݁
ఎ ∑  ே

ୀାଵ ܾ ∑  క ߦ
 Ω̇

క )] +  .ܩ+ܭ̇

Отсюда, используя обозначения Ω̇
 = ∑  క ߦ

 Ω̇
క , Ω̇

 = ∑  ே
ୀାଵ ܾΩ̇

, Ω̇
ఎ = ݀

ఎ Ω̇
 + ݁

ఎ Ω̇
  

и равенства ே = ேܥ ,0
ఎ = 0, получим искомую формулу (1.8). 

 
1.4. Рекуррентная формула вычисления моментов сил в сочленениях 
Формулу (1.1) можно представить в следующем рекуррентном виде:  
ࡹ = ାଵࡹ + ̇ࡷ + ࢇ × ∑  ିଵ

ୀଵ ࣓̇ܮ + ࢋܮ × ࣓̇ + ࢋ × ∑  ே
ୀାଵ ࣓̇ܮ + ݃ ܾࢇ ×  (1.9)  ,࢟

где ݆ = ܰ, ܰ − 1, . . . ேࡹ ;1, = ே̇ࡷ + ேࢇ × ∑  ேିଵ
ୀଵ ே࣓̇ܮ + ܾ݃ேࢇே × ܮ ;࢟ = ܮ ܾ. 

Доказательство формулы (1.9). Используя очевидные равенства 
 = ∑  ே

ୀ ܾࢇ = ܾࢇ + ࡾ ,ାଵ = ࡻࡻ = ାଵࡻࡻ + ࡻାࡻ = ାଵࡾ +  ,ାଵ,ࡾ
ࡳ = ݃ × ࢟ = ݃( ܾࢇ + (ାଵ × ࢟ = ݃ ܾࢇ × ࢟ +  ,ାଵࡳ

из формулы (1.1) получим 
ࡹ = ( ܾࢇ + (ାଵ × (∑  

ୀଵ ࣓̇ܮ − (࣓̇ܮ + ̇ࡷ + ࢋ)ܮ + (ାଵ × ࣓̇ +  
+ ∑  ே

ୀାଵ ̇ࡷ] + ࢋ)ܮ + (ାଵ × ࣓̇ + ܾ(ࡾାଵ + (ାଵ,ࡾ × ࣓̇] + ݃ ܾࢇ × ࢟ +  .ାଵࡳ
Выделим в последнем выражении слагаемые из формулы вычисления ࡹାଵ. Тогда получим 
ࡹ = ାଵࡹ + ܾࢇ × ∑  ିଵ

ୀଵ ࣓̇ܮ − ାଵܮ × ࣓̇ + ̇ࡷ +  
ࢋ൫ܮ+ + ାଵ൯ × ࣓̇ + ାଵࡾ × ∑  ே

ୀାଵ ܾ࣓̇ + ݃ ܾࢇ × ࢟ =  
= ାଵࡹ + ܾࢇ × ∑  ିଵ

ୀଵ ࣓̇ܮ + ̇ࡷ + ࢋܮ × ࣓̇ + ࢋܮ × ∑  ே
ୀାଵ ܾ࣓̇ + ݃ ܾࢇ ×  .࢟

Отсюда следует искомое представление (1.9), из которого для ݆ = ܰ с учетом равенств 
ேାଵࡹ = ே ,0 = 0 получим формулу вычисления ࡹே. Формула (1.9) доказана. 

Проекция ܯ момента силы ࡹ на ось ܱ, где ݍ ∈ ,ݔ} ,ݕ -выражается через квазискоро ,{ݖ
сти и квазиускорения по формуле  

ܯ =  ⋅ ାଵࡹ +  ⋅ ̇ࡷ + ∑  ିଵ
ୀଵ ∑]ܮ  క ቀݍ

క ߱̇
క − ܳక


߱
కଶቁ +  

ݍ+
௫௬߱

௫
߱
௬ + ݍ

௫௭ ߱
௫߱

௭ + ݍ
௬௭

߱
௬߱

௭] + ܮ ∑  క ∈క ݁కΩ̇
 +  

+ ∑  ே
ୀାଵ ∑]ܮ  క ݍ)

క ߱̇
క − ܳక


߱
కଶ) + ݍ

௫௬ ߱
௫

߱
௬ + ݍ

௫௭ ߱
௫߱

௭ + ݍ
௬௭

߱
௬߱

௭] +  ,       (1.10)ܩ



Телегин А.И.               Аналитическое решение первой задачи динамики 
                манипуляторов с вращательными сочленениями 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Компьютерные технологии, управление, радиоэлектроника».  
2022. Т. 22, № 2. С. 41–57  

49

где ݆ = ܰ, ܰ − 1, . . . ேାଵࡹ  ;1, = ܩ  ;0 = ݃ ܾ ∑  క ∈క ܽకߞ
௬; 

௨ݍ
௫ = ݍ௬ݑ

௨௭ − ݍ௭ݑ
௨௬, ݍ௨

௬ = ݍ௭ݑ
௨௫ − ݍ௫ݑ

௨௭,  ݍ௨
௭ = ݍ௫ݑ

௨௬ − ݍ௬ݑ
௨௫,  ݁క = ࢋ ⋅ ࣈ , 

ܳ௫
௨ = ݍ௬ݑ

௨௬ + ݍ௭ݑ
௨௭, ܳ௬

௨ = ݍ௫ݑ
௨௫ + ݍ௭ݑ

௨௭, ܳ௭
௨ = ݍ௫ݑ

௨௫ + ݍ௬ݑ
௨௬, ܽక = ࢇ ⋅  ,ࣈ

௨ݍ
௫௬ = ݍ௬ݑ

௨௫ + ݍ௫ݑ
௨௬, ݍ௨

௫௭ = ݍ௫ݑ
௨௭ + ݍ௭ݑ

௨௫, ݍ௨
௬௭ = ݍ௬ݑ

௨௭ + ݍ௭ݑ
௨௬, ߞ

௬ = ࣀ ⋅  ,࢟

ݍ
௨క = ∑  ఎ ∈ఎ ఎݑ

ି ߞ
క ,  

где ݑ ∈ {݁, ܽ}и если ݑ = ݁, то ିݑ = ܽ, если ݑ = ܽ, то ିݑ = ߞ ;݁
క = ࣀ ⋅  .ࣈ

Доказательство формулы (1.10). Из формулы (1.9) получим  
ܯ =  ⋅ ାଵࡹ +  ⋅ ̇ࡷ +  × ࢇ ⋅ ∑  ିଵ

ୀଵ ࣓̇ܮ +  × ࢋ ⋅ ∑  ே
ୀାଵ ࣓̇ܮ +  

ܮ+ × ࢋ ⋅ ࣓̇ + ݃ ܾ × ࢇ ⋅  (1.11)                .࢟
С учетом разложения ࢛ = ∑  ఎ ఎݑ , гдеࣁఎݑ = ࢛ ⋅ ݑ , – constࣁ ∈ {݁, ܽ} получим 
 × ࢛ =  × ∑  ఎ ࣁఎݑ = ∑  ఎ ∈ఎ  .ࣀఎݑ
Используя обозначения ࣓̇௨ = ∑  క Ω̇௨

క ߞ ,ࣈ
క = ࣀ ⋅  , получимࣈ

 × ࢇ ⋅ ∑  ିଵ
ୀଵ ࣓̇ܮ = ∑  ఎ ∈ఎ ܽఎࣀ ⋅ ∑  ିଵ

ୀଵ ܮ ∑  క Ω̇
క ࣈ = ∑  ିଵ

ୀଵ ܮ ∑  క Ω̇
క ∑  ఎ ∈ఎ ܽఎߞ

క , 

 × ࢋ ⋅ ∑  ே
ୀାଵ ࣓̇ܮ = ∑  ఎ ∈ఎ ݁ఎࣀ ⋅ ∑  ே

ୀାଵ ܮ ∑  క Ω̇
క ࣈ =  

= ∑  ே
ୀାଵ ܮ ∑  క Ω̇

క ∑  ఎ ∈ఎ ݁ఎߞ
క . 

Введем обозначение ݍ
௨క = ∑  ఎ ∈ఎ ఎݑ

ି ߞ
క . Здесь если в обозначении ݍ

௨క символ ݑ = ܽ,  
то множитель в правой части ݑఎ

ି = ݁ఎ. Иначе если в левой части ݑ = ݁, то в правой части  
ఎݑ

ି = ܽఎ. Теперь получим 
 × ࢇ ⋅ ∑  ିଵ

ୀଵ ࣓̇ܮ = ∑  ିଵ
ୀଵ ܮ ∑  క ݍ

కΩ̇
క , × ࢋ ⋅ ∑  ே

ୀାଵ ࣓̇ܮ = ∑  ே
ୀାଵ ܮ ∑  క ݍ

కΩ̇
క . 

Раскроем сумму по ߦ ∈ ,ݔ} ,ݕ ∑ в выражении {ݖ  క ݍ
௨కΩ̇௨

క . Тогда, с учетом формул вычисления 
Ω̇௨

௫ , Ω̇௨
௬ , Ω̇௨

௭ , получим 
∑  క ݍ

௨కΩ̇௨
క = ݍ

௨௫ൣݑ௭߱̇
௬ − ௬߱̇ݑ

௭ + ൫ݑ௬ ߱
௬ + ௭߱ݑ

௭൯߱
௫ − ௫൫ݑ ߱

௬ଶ + ߱
௭ଶ൯൧ +  

ݍ+
௨௬ൣݑ௫߱̇

௭ − ௭߱̇ݑ
௫ + ௫߱ݑ)

௫ + ௭߱ݑ
௭) ߱

௬ − ௬൫߱ݑ
௫ଶ + ߱

௭ଶ൯൧ +  
ݍ+

௨௭[ݑ௬߱̇
௫ − ௫߱̇ݑ

௬ + ௫߱ݑ)
௫ + ௬ݑ ߱

௬)߱
௭ − ௭(߱ݑ

௫ଶ + ߱
௬ଶ)]. 

Приведем подобные при квазиускорениях, квадратах квазискоростей и произведениях разно-
именных квазискоростей. Тогда получим 

∑  క ݍ
௨కΩ̇௨

క = ቀݑ௬ݍ
௨௭ − ݍ௭ݑ

௨௬ቁ߱̇
௫ + ൫ݑ௭ݍ

௨௫ − ݍ௫ݑ
௨௭൯߱̇

௬ + ቀݑ௫ݍ
௨௬ − ݍ௬ݑ

௨௫ቁ߱̇
௭ −  

−ቀݑ௬ݍ
௨௬ + ݍ௭ݑ

௨௭ቁ߱
௫ଶ − ൫ݑ௫ݍ

௨௫ + ݍ௭ݑ
௨௭൯ ߱

௬ଶ − ቀݑ௫ݍ
௨௫ + ݍ௬ݑ

௨௬ቁ߱
௭ଶ +  

ݍ௬ݑ)+
௨௫ + ݍ௫ݑ

௨௬)߱
௫

߱
௬ + ݍ௫ݑ)

௨௭ + ݍ௭ݑ
௨௫)߱

௫߱
௭ + ݍ௬ݑ)

௨௭ + ݍ௭ݑ
௨௬) ߱

௬߱
௭. 

Следовательно, с учетом введенных обозначений ݍ௨
క కݍ ,

௨ ௨ݍ ,
௫௬ ௨ݍ ,

௫௭ ௨ݍ ,
௬௭  получим  

 × ࢇ ⋅ ∑  ିଵ
ୀଵ ࣓̇ܮ = ∑  ିଵ

ୀଵ ݍ)ܮ
௫ ߱̇

௫ + ݍ
௬ ߱̇

௬ + ݍ
௭ ߱̇

௭ − ௫ݍ
 ߱

௫ଶ −  
௬ݍ−


߱
௬ଶ − ௭ݍ

 ߱
௭ଶ ݍ+ +

௫௬߱
௫

߱
௬ + ݍ

௫௭ ߱
௫߱

௭ + ݍ
௬௭

߱
௬߱

௭),            (1.12) 
 × ࢋ ⋅ ∑  ே

ୀାଵ ࣓̇ܮ = ∑  ே
ୀାଵ ݍ)ܮ

௫ ߱̇
௫ + ݍ

௬ ߱̇
௬ + ݍ

௭ ߱̇
௭ − ௫ݍ

 ߱
௫ଶ −  

௬ݍ−


߱
௬ଶ − ௭ݍ

 ߱
௭ଶ + ݍ+

௫௬ ߱
௫

߱
௬ + ݍ

௫௭ ߱
௫߱

௭ + ݍ
௬௭

߱
௬߱

௭)  .            (1.13) 
Выразим формулу  × ࢋ ⋅ ࣓̇ через квазискорости и ускорения. Получим 
 × ࢋ ⋅ ࣓̇ = ∑  ఎ ∈ఎ ݁ఎࣀ ⋅ ∑  క Ω̇

క ࣈ = ∑  ఎ ∈ఎ ݁ఎ ∑  క Ω̇
క ࣀ ⋅ ࣈ = ∑  ఎ ∈ఎ ݁ఎΩ̇

 . 
Теперь, подставив формулы (1.12), (1.13) и последнее выражение в (1.11), получим искомую 

формулу (1.10), которую можно записать в виде  
ܯ =  ⋅ ାଵࡹ +  ⋅ ̇ࡷ + ∑  ିଵ

ୀଵ ܮ ∑  క ݍ
కΩ̇

క + ܮ ∑  క ∈క ݁కΩ̇
 +  

+ ∑  ே
ୀାଵ ܮ ∑  క ݍ

కΩ̇
క +  .                   (1.14)ܩ



Управление в технических системах 
Control in technical systems 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
2022. Vol. 22, no. 2. P. 41–57 

50

2. Примеры выписывания УД манипуляторов 
Рассмотрим ангулярные манипуляторы. 
 
2.1. Выписывание УД ангулярного манипулятора на рисунке 
Из схемы манипулятора на рисунке видно 
ଵ = ଵ࢟ = ଶ ,࢟ = ଷ ,ଵࢠ = ଶࢠ = ସ ,ଵࢠ = ସ࢞ = ହ  ,ଷ࢞ = ହࢠ =  ,ସࢠ = ࢞ =  ,ହ࢞
ࢇ = ࢋ = ݅ ,࢞ = 2,3, . . . ଵܮ ,6, = ଷܮ = ହܮ = ଵ  ,0 = ଷ = ହ = 0. 
 

 
Манипулятор с ангулярной системой координат 

Manipulator with angular CS 
 
По формуле (1.8) для ݆ =  ,6 = ܯ  выпишем࢞ = ∑  ఎ ∈௫ఎ ݀

ఎ(ܮଶΩ̇ଶ
 + ସΩ̇ସܮ

 ) + ܭ̇ +  ,ܩ+
где ݀

௬ = ܾܽ
௬ = 0, ݀

௭ = ܾܽ
௭ = ܩ ,0 = ݃ ∑  ఎ ∈௫ఎ ݀

ఎߞ
௬ = 0, т. е. ܯ =  . Для сокращенияܭ̇

записей будем считать, что ССК(݅)=ГСК(݅) и ܫ
௬ = ܫ

௭ для всех ݅. Тогда ܫ
 = ܫ ,0

 = ܫ
 и ̇ܭ можно 

выписать по формуле (1.6), где 
ܧ

௫ = ܫ
௫߱̇

௫,  ܧ
௬ = ܫ

௭߱̇
௬ + ܫ

߱
௭߱

௫,  ܧ
௭ = ܫ

௭߱̇
௭ − ܫ

߱
௫

߱
௬,  ܫ

 = ܫ
௫ − ܫ

௭,  ߦ
 = ࣈ ⋅  .

По формуле (1.6) с учетом равенств ݔ
௫ = 1, ݕ

௫ = ݖ
௫ = 0 выпишем ̇ܭ = ܫ

௫߱̇
௫. Следова-

тельно, ܯ = ܫ
௫߱̇

௫. 
По формуле (1.8) для ݆ = ହ ,5 =  ହ выпишемࢠ
ହܯ = ∑  ఎ ∈௭ఎ ݀ହ

ఎ(ܮଶΩ̇ଶହ
 + ସΩ̇ସହܮ

 ) +  ,ହܩ+ହܭ̇
где ݀ହ

௫ = ܾହܽହହ
௫ + ܾܽହ

௫ = ܾହ + ܾ,  ݀ହ
௬ = ହܩ  ,0 = ݃ ∑  ఎ ∈௭ఎ ݀ହ

ఎߞହ
௬ = ݃ ∈௭௫௬ ݀ହ

௫ݕହ
௬ = ݃݀ହ

௫ݕହ
௬. 

Ω̇ଶହ
௬ = ∑  క ଶହߦ

௬ Ω̇ଶ
క = ∑  క ହଶݕ

క Ω̇௫ଶ
క ,  Ω̇ସହ

௬ = ∑  క ସହߦ
௬ Ω̇ସ

క = ହΩ̇௫ସݏ−
௫ + ܿହΩ̇௫ସ

௬ . 
Теперь по формуле (1.6) с учетом равенств ݔହହ

௭ = ହହݕ
௭ = ହହݖ ,0

௭ = ହݔ ,1
௭ = ହݕ ,0

௭ = ହݖ ,ݏ
௭ = ܿ 

выпишем 
ହܭ̇ = ∑  

ୀହ ∑  క ହߦ
 ܧ

క = ∑  క ହହߦ)
௭ ହܧ

క + ହߦ
௭ ܧ

క) = ହܧ
௭ + ܧݏ

௬ + ܿܧ
௭. 

Следовательно, 
ହܯ = ݀ହ

௫(ܮଶΩ̇ଶହ
௬ + ସΩ̇ସହܮ

௬) + ହܭ̇ + ହܩ =  
= ݀ହ

௫[ܮଶ(ݕହଶ
௫ Ω̇௫ଶ

௫ + ହଶݕ
௬ Ω̇௫ଶ

௬ + ହଶݕ
௭ Ω̇௫ଶ

௭ ) + ହΩ̇௫ସݏ−)ସܮ
௫ + ܿହΩ̇௫ସ

௬ )] + ହܭ̇ + ݃݀ହ
௫ݕହ

௬. 
где Ω̇௫ଶ

௫ = ௭ଶ߱̇ଶݔ
௬ − ௬ଶ߱̇ଶݔ

௭ + ௬ଶ߱ଶݔ)
௬ + ௭ଶ߱ଶݔ

௭)߱ଶ
௫ − ௫ଶ(߱ଶݔ

௬ଶ + ߱ଶ
௭ଶ) = −߱ଶ

௬ଶ − ߱ଶ
௭ଶ, 

Ω̇௫ଶ
௬ = ௫ଶ߱̇ଶݔ

௭ − ௭ଶ߱̇ଶݔ
௫ + ௫ଶ߱ଶݔ)

௫ + ௭ଶ߱ଶݔ
௭)߱ଶ

௬ − ௬ଶ(߱ଶݔ
௫ଶ + ߱ଶ

௭ଶ) = ߱̇ଶ
௭ + ߱ଶ

௫߱ଶ
௬, 

Ω̇௫ଶ
௭ = ௬ଶ߱̇ଶݔ

௫ − ௫ଶ߱̇ଶݔ
௬ + ௫ଶ߱ଶݔ)

௫ + ௬ଶ߱ଶݔ
௬)߱ଶ

௭ − ௭ଶ(߱ଶݔ
௫ଶ + ߱ଶ

௬ଶ) = −߱̇ଶ
௬ + ߱ଶ

௫߱ଶ
௭, 

Ω̇௫ସ
௫ = −߱ସ

௬ଶ − ߱ସ
௭ଶ, Ω̇௫ସ

௬ = ߱̇ସ
௭ + ߱ସ

௫߱ସ
௬. 

По формуле (1.8) для ݆ = ସ ,4 =  ହ выпишем࢞
ସܯ = ∑  ఎ ∈௫ఎ (݀ସ

ఎܮଶΩ̇ଶସ
 + ସΩ̇ସସܮ

ఎ) +  ,ସܩ+ସܭ̇
где ݀ସ

௬ = ܾସܽସସ
௬ + ܾହܽହସ

௬ + ܾܽସ
௬ = (ܾହ + ܾ)ܽହସ

௬ = ݀ହ
௫ݏହ,  ݀ସ

௭ = ܾସܽସସ
௭ + ܾହܽହସ

௭ + ܾܽସ
௭ = 0, 

ସܩ = ݃ ∑  ఎ ∈௫ఎ ݀ସ
ఎߞସ

௬ = ݃ ∈௫௬௭ ݀ସ
௬ݖସ

௬ = ݃݀ସ
௬ݖସ

௬ = −݃݀ସ
௬ܿଶଷݏସ, ܿଶଷ = cos(ݍଶ +  ,(ଷݍ

ସܭ̇ = ∑  
ୀସ ∑  క ସߦ

௫ ܧ
క = ∑  క ቀߦସସ

௫ ସܧ
క + ହସߦ

௫ ହܧ
క + ସߦ

௫ ܧ
కቁ =  

= ସܧ
௫ + ܿହܧହ

௫ − ହܧହݏ
௬ + ܿହܧ

௫ + ସݕ
௫ ܧ

௬ + ସݖ
௫ ܧ

௭,  ݕସ
௫ = ସݖ  ,ହܿݏ−

௫ =  .ݏହݏ
Следовательно, ܯସ = ݀ସ

௬ܮଶΩ̇ଶସ
௭ + ସ(Ω̇ସସܮ

௬௭ − Ω̇ସସ
௭௬) + ସܭ̇ +  ସ, гдеܩ

Ω̇ଶସ
௭ = ∑  క ଶସߦ

௭ Ω̇ଶ
క = ∑  క ସଶݖ

క Ω̇ଶ
క = ସଶݖ

௫ Ω̇ଶ
௫ + ସଶݖ

௬ Ω̇ଶ
௬ + ܿସΩ̇ଶ

௭ = ସΩ̇ଶݏଷݏ
௫ − ܿଷݏସΩ̇ଶ

௬ + ܿସΩ̇ଶ
௭ , 
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Ω̇ସସ
௬௭ − Ω̇ସସ

௭௬ = ݀ସସ
௬ Ω̇ସସ

௭ + ݁ସସ
௬ Ω̇ସସ

௭ − ݀ସସ
௭ Ω̇ସସ

௬ − ݁ସସ
௭ Ω̇ସସ

௬ = ݀ସ
௬ ∑  క ସସߦ

௭ Ω̇
క = ݀ସ

௬Ω̇ସ
௭ , 

так как ݀ସସ
௬ = ସ݁ସସ

௬ + ܾହܽହସ
௬ + ܾܽସ

௬ = ݀ସ
௬, ݁ସସ

௬ = 0, ݀ସସ
௭ = 0, ݁ସସ

௭ = 0. Теперь 
ସܯ = ݀ସ

௬[ܮଶ(ݏଷݏସΩ̇ଶ
௫ − ܿଷݏସΩ̇ଶ

௬ + ܿସΩ̇ଶ
௭ ) + ସΩ̇ସܮ

௭ ] + ସܭ̇ +  ,ସܩ
где Ω̇ଶ

௫ = Ω̇௫ଶ
௫ ,  Ω̇ଶ

௬ = Ω̇௫ଶ
௬ ,  Ω̇ଶ

௭ = Ω̇௫ଶ
௭ , 

Ω̇ସ
௭ = ௬ସ߱̇ସݔ

௫ − ௫ସ߱̇ସݔ
௬ + ௫ସ߱ସݔ)

௫ + ௬ସ߱ସݔ
௬)߱ସ

௭ − ௭ସ(߱ସݔ
௫ଶ + ߱ସ

௬ଶ) = −߱̇ସ
௬ + ߱ସ

௫߱ସ
௭. 

Далее аналогично по формуле (1.8) для ݆ = ଷ ,3 =  :ଷ выпишемࢠ
ଷܯ = ∑  ఎ ∈௭ఎ (݀ଷ

ఎܮଶΩ̇ଶଷ
 + ସΩ̇ସଷܮ

ఎ) + ଷܭ̇ + ଷଵݕ  ,ଷܩ
௬ = ܿଶଷ,  ݔଷଵ

௬ = ଶଷݏ  ,ଶଷݏ = sin(ݍଶ +  ,(ଷݍ
ଷܩ = ݃ ∑  ఎ ∈௭ఎ ݀ଷ

ఎߞଷ
௬ = ݃(∈௭௫௬ ݀ଷ

௫ݕଷ
௬ +∈௭௬௫ ݀ଷ

௬ݔଷ
௬) = ݃(݀ଷ

௫ݕଷଵ
௬ − ݀ଷ

௬ݔଷଵ
௬ ) = ݃(݀ଷ

௫ܿଶଷ − ݀ଷ
௬ݏଶଷ), 

݀ଷ
௫ = ∑  

ୀଷ ܾܽଷ
௫ = ܾଷ + ܾସ + (ܾହ + ܾ)ܿହ = ܾଷ + ܾସ + ݀ହ

௫ܿହ, ܾଷ = ݉ଷܱଷܥଷ, 
݀ଷ

௬ = ∑  
ୀଷ ܾܽଷ

௬ = (ܾହ + ܾ)ܽହଷ
௬ = ݀ହ

௫ݔହଷ
௬ = ݀ହ

௫ܿସݏହ, ܾସ = ݉ସ ସܱܥସ + ݉ହܮସ, 
ସଷݔ

௭ = ସଷݕ  ,0
௭ = ସଷݖ  ,ସݏ

௭ = ܿସ,  ݔହଷ
௭ = ହଷݕ  ,ହݏସݏ

௭ = ହଷݖ  ,ସܿହݏ
௭ = ܿସ,  ݔଷ

௭ = ହଷݔ
௭ , 

࢟ = ܿ࢟ହ + ࢠ  ,ହࢠݏ = ܿࢠହ − ଷݕ  ,ହ࢟ݏ
௭ = ܿݕହଷ

௭ + ହଷݖݏ
௭ ଷݖ  ,

௭ = ܿݖହଷ
௭ − ହଷݕݏ

௭ , 
ଷܭ̇ = ∑  

ୀଷ ∑  క ଷߦ
௭ ܧ

క = ∑  క ቀߦଷଷ
௭ ଷܧ

క + ସܧସݏ
క + ܿସܧହ

క + ଷߦ
௭ ܧ

కቁ =  

= ଷܧ
௭ + ସଷݕ

௭ ସܧ
௬ + ସଷݖ

௭ ସܧ
௭ + ∑  క ହଷߦ)

௭ ହܧ
క + ଷߦ

௭ ܧ
క), 

Ω̇ଶଷ
௫ = ∑  క ଶଷߦ

௫ Ω̇ଶ
క = ∑  క ଷଶݔ

క Ω̇ଶ
క = ଷଶݔ

௫ Ω̇ଶ
௫ + ଷଶݔ

௬ Ω̇ଶ
௬ = ܿଷΩ̇ଶ

௫ + ଷΩ̇ଶݏ
௬ , 

Ω̇ଶଷ
௬ = ∑  క ଶଷߦ

௬ Ω̇ଶ
క = ∑  క ଷଶݕ

క Ω̇ଶ
క = ଷଶݕ

௫ Ω̇ଶ
௫ + ଷଶݕ

௬ Ω̇ଶ
௬ = ଷΩ̇ଶݏ−

௫ + ܿଷΩ̇ଶ
௬ , ݁ସଷ

௫ = ସଷݔ
௫ = 1, 

݁ସଷ
௬ = 0, ݀ସଷ

௫ = ସ݁ସଷ
௫ + ܾହܽହଷ

௫ + ܾܽଷ
௫ = ସ + (ܾହ + ܾ)ݔହସ

௫ = ସ + ݀ହ
௫ܿହ, ݀ସଷ

௬ = ݀ହ
௫ݏହ, 

Ω̇ସଷ
௫௬ − Ω̇ସଷ

௬௫ = ݀ସଷ
௫ Ω̇ସଷ

௬ + ݁ସଷ
௫ Ω̇ସଷ

௬ − ݀ସଷ
௬ Ω̇ସଷ

௫ − ݁ସଷ
௬ Ω̇ସଷ

௫ = ସ) + ݀ହ
௫ܿହ)Ω̇ସଷ

௬ + Ω̇ସଷ
௬ − ݀ହ

௫ݏହΩ̇ସଷ
௫, 

Ω̇ସଷ
௫ = ∑  క ସଷߦ

௫ Ω̇ସ
క = ସଷݔ

௫ Ω̇ସ
௫ + ସଷݕ

௫ Ω̇ସ
௬ + ସଷݖ

௫ Ω̇ସ
௭ = Ω̇ସ

௫ , 
Ω̇ସଷ

௬ = ∑  క ସଷߦ
௬ Ω̇ସ

క = ସଷݔ
௬ Ω̇ସ

௫ + ସଷݕ
௬ Ω̇ସ

௬ + ସଷݖ
௬ Ω̇ସ

௭ = ܿସΩ̇ସ
௬ − ସΩ̇ସݏ

௭ , 
Ω̇ସଷ

௬ = ∑  
ୀହ ܾΩ̇ଷ

௬ = ܾହΩ̇ହଷ
௬ + ܾΩ̇ଷ

௬ = ܾହ ∑  క ହଷߦ
௬ Ω̇ହ

క + ܾ ∑  క ଷߦ
௬ Ω̇

క , 
Ω̇ସଷ

௫௬ − Ω̇ସଷ
௬௫ = ସ) + ݀ହ

௫ܿହ)(ܿସΩ̇ସ
௬ − ସΩ̇ସݏ

௭ ) + ܾହ ∑  క ହଷߦ
௬ Ω̇ହ

క + ܾ ∑  క ଷߦ
௬ Ω̇

క − ݀ହ
௫ݏହΩ̇ସ

௫ . 
Следовательно, 
ଷܯ = ଶ[݀ଷܮ

௫(−ݏଷΩ̇ଶ
௫ + ܿଷΩ̇ଶ

௬ ) − ݀ଷ
௬(ܿଷΩ̇ଶ

௫ + ଷΩ̇ଶݏ
௬ )] + ସ(Ω̇ସଷܮ

௫௬ − Ω̇ସଷ
௬௫) + ଷܭ̇ + ଷܩ =  

= ଶ[−(݀ଷܮ
௫ݏଷ + ݀ଷ

௬ܿଷ)Ω̇ଶ
௫ + (݀ଷ

௫ܿଷ − ݀ଷ
௬ݏଷ)Ω̇ଶ

௬ ] + ସ)]ସܮ + ݀ହ
௫ܿହ)(ܿସΩ̇ସ

௬ − ସΩ̇ସݏ
௭ ) +  

+ܾହ ∑  క ହଷߦ
௬ Ω̇ହ

క + ܾ ∑  క ଷߦ
௬ Ω̇

క − ݀ହ
௫ݏହΩ̇ସ

௫ ] + ଷܭ̇ +  .ଷܩ
Так как ଶ = ଷ =  .ଶ выпишем по формуле (1.10), т. еܯ ଶ, то движущий момент силыࢠ
ଶܯ = ଶܯ = ଷܯ + ଶࢠ ⋅ ଶ̇ࡷ + ଶଶܮ ∑  క ∈௭క ݁కଶΩ̇ଶ

 +  
+ ∑  

ୀଷ ∑]ଶܮ  క ଶݍ)
క ߱̇

క − ܳకଶ


߱
కଶ) + ଶݍ

௫௬ ߱
௫

߱
௬ + ଶݍ

௫௭ ߱
௫߱

௭ + ଶݍ
௬௭

߱
௬߱

௭] +  ,ଶܩ
где ܩଶ = ܾ݃ଶ ∑  క ∈௭క ܽకଶߞଶ

௬ = ܾ݃ଶ(ܽ௫ଶݕଶ
௬ − ܽ௬ଶݔଶ

௬) = ܾ݃ଶݕଶଵ
௬ = ܾ݃ଶܿଶ, 

∑  క ∈௭క ݁కଶΩ̇ଶ
 =∈௭௫௬ ݁௫ଶΩ̇ଶ

௬ = Ω̇௫ଶ
௬ ଶݍ  ,

௫ = ܽ௬ݍଶ
௭ − ܽ௭ݍଶ

௬ = 0, 
ଶݍ

௬ = ܽ௭ݍଶ
௫ − ܽ௫ݍଶ

௭ = ଶݍ−
௭, 

ଶݍ
௭ = ଶݍ

௬,  ܳ௫ଶ
 = 0,  ܳ௬ଶ

 = ଶݍ
௫,  ܳ௭ଶ

 = ଶݍ
௫,  ݍଶ

௫௬ = ଶݍ
௬,  ݍଶ

௫௭ = ଶݍ
௭,  ݍଶ

௬௭ = 0. 
Следовательно, 
ଶܯ = ଷܯ + ଶࢠ ⋅ ଶ̇ࡷ + ଶΩ̇௫ଶଶܮ

௬ +  
+ ∑  

ୀଷ ଶݍ)ଶܮ
௬߱̇

௭ − ଶݍ
௭߱̇

௬ − ଶݍ
௫

߱
௬ଶ − ଶݍ

௫߱
௭ଶ + ଶݍ

௬߱
௫

߱
௬ + ଶݍ

௭߱
௫߱

௭) +  ,ଶܩ
где по формуле (1.5) выпишем ࢠଶ ⋅ ଶ̇ࡷ = ଶܧ

௭ и 
ଶݍ

௫ = ∑  ఎ ∈௭ఎ ݁ఎଶߞଶ
௫ =∈௭௫௬ ݁௫ଶݕଶ

௫ +∈௭௬௫ ݁௬ଶݔଶ
௫ = ଶݕ

௫ = ଶݔ
௬ , 

ଶݍ
௬ = ∑  ఎ ∈௭ఎ ݁ఎଶߞଶ

௬ =∈௭௫௬ ݁௫ଶݕଶ
௬ = ଶݕ

௬ = ଶݕ
௬ ଶݍ  ,

௭ = ∑  ఎ ∈௭ఎ ݁ఎଶߞଶ
௭ = ଶݕ

௭ = ଶݖ
௬ . 

Таким образом, 
ଶܯ = ଷܯ + ଶܧ

௭ + ଶΩ̇௫ଶଶܮ
௬ +  

+ ∑  
ୀଷ ଶݕ]ଶܮ

௬(߱̇
௭ + ߱

௫
߱
௬) − ଶݖ

௬ (߱̇
௬ − ߱

௫߱
௭) − ଶݔ

௬ ( ߱
௬ଶ + ߱

௭ଶ)] +  ,ଶܩ
где ݔଷଶ

௬ = ଷଶݕ ,ଷݏ
௬ = ܿଷ, ݖଷଶ

௬ = 0. 
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По формуле (1.8) для ݆ = ଵ ,1 =  ଵ выпишем࢟
ଵܯ = ∑  ఎ ∈௬ఎ ଶΩ̇ଶଵܮ)

ఎ + ସΩ̇ସଵܮ
ఎ) + ଵܭ̇ +  ,ଵܩ

ଵܩ = ݃ ∑  ఎ ∈௬ఎ ݀ଵ
ఎߞଵ

௬ = ݃(∈௬௭௫ ݀ଵ
௭ݔଵ

௬ +∈௬௫௭ ݀ଵ
௫ݖଵ

௬) = ଵଵݔ ,0
௬ = ଵଵݖ ,0

௬ = 0, 
ଵܭ̇ = ∑  

ୀଵ ∑  క ଵߦ
௬ ܧ

క = ଵܧ
௬ + ଶଵݔ

௬ ଶܧ
௫ + ଶଵݕ

௬ ଶܧ
௬ + ଷଵݔ

௬ ଷܧ
௫ + ଷଵݕ

௬ ଷܧ
௬ + ∑  క ସଵߦ)

௬ ସܧ
క + ହଵߦ

௬ ହܧ
క + ଵߦ

௬ ܧ
క), 

ଶଵݔ
௬ = ଶଵݕ  ,ଶݏ

௬ = ܿଶ,  ݔଷଵ
௬ = ଷଵݕ  ,ଶଷݏ

௬ = ܿଶଷ,  ݁ଶଵ
௭ = 0,  ݁ଶଵ

௫ = ܿଶ,  ݁ସଷ
௭ = ଷଷݔ

௭ = 0,  ݁ସଷ
௫ = ଷଷݔ

௫ = 1, 
݀ଶଵ

௫ = ଶ݁ଶଵ
௫ + ∑  

ୀଷ ܾܽଵ
௫ = ଶܿଶ + (ܾଷ + ܾସ)ܿଶଷ + (ܾହ + ܾ)ܽହଵ

௫ , 
݀ଶଵ

௭ = ଶ݁ଶଵ
௭ + ∑  

ୀଷ ܾܽଵ
௭ = (ܾହ + ܾ)ܽହଵ

௭ = ݀ହ
௫ܽହଵ

௭ = ݀ହ
௫ݔହଷ

௭ , 
݀ସଷ

௫ = ସ݁ସଷ
௫ + ∑  

ୀହ ܾܽଷ
௫ = ସ + ܾହܽହଷ

௫ + ܾܽଷ
௫ = ସ + ݀ହ

௫ݔହସ
௫ = ସ + ݀ହ

௫ܿହ, 
݀ସଵ

௭ = ସ݁ସଵ
௭ + ∑  

ୀହ ܾܽଵ
௭ = ܾହܽହଵ

௭ + ܾܽଵ
௭ = ݀ହ

௫ݔହଵ
௭ = ݀ହ

௫ݔହଷ
௭ = ݀ଶଵ

௭ , 
Ω̇ଶଵ

௭௫ − Ω̇ଶଵ
௫௭ = ݀ଶଵ

௭ Ω̇ଶଵ
௫ + ݁ଶଵ

௭ Ω̇ଶଵ
௫ − ݀ଶଵ

௫ Ω̇ଶଵ
௭ − ݁ଶଵ

௫ Ω̇ଶଵ
௭ = ݀ହ

௫ݔହଷ
௭ Ω̇ଶଵ

௫ − ݀ଶଵ
௫ Ω̇ଶଵ

௭ − ܿଶΩ̇ଶଵ
௭ , 

Ω̇ସଵ
௭௫ − Ω̇ସଵ

௫௭ = ݀ସଵ
௭ Ω̇ସଷ

௫ + ݁ସଷ
௭ Ω̇ସଷ

௫ − ݀ସଷ
௫ Ω̇ସଷ

௭ − ݁ସଷ
௫ Ω̇ସଷ

௭ = ݀ହ
௫ݔହଷ

௭ Ω̇ସଷ
௫ − ݀ସଷ

௫ Ω̇ସଷ
௭ − Ω̇ସଷ

௭ , 
Ω̇ଶଵ

௫ = ∑  క ଶଵߦ
௫ Ω̇ଶ

క = ܿଶΩ̇ଶ
௫ − ଶΩ̇ଶݏ

௬ , Ω̇ଶଵ
௭ = ∑  క ଶଵߦ

௭ Ω̇ଶ
క = Ω̇ଶ

௭ , 

Ω̇ଶଵ
௭ = ∑  

ୀଷ ܾΩ̇ଵ
௭ = ∑  

ୀଷ ܾ ∑  క ଵߦ
௭ Ω̇

క = ܾଷΩ̇ଷ
௭ + ܾସ൫ݏସΩ̇ସ

௬ + ܿସΩ̇ସ
௭ ൯ +  

+ ∑  
ୀହ ܾ ∑  క ଷߦ

௭ Ω̇
క , 

Ω̇ସଷ
௫ = ∑  క ସଷߦ

௫ Ω̇ସ
క = Ω̇ସ

௫ ,  Ω̇ସଷ
௭ = ∑  క ସଷߦ

௭ Ω̇ସ
క = ସΩ̇ସݏ

௬ + ܿସΩ̇ସ
௭ ,  

Ω̇ସଷ
௭ = ∑  

ୀହ ܾΩ̇ଷ
௭ = ∑  

ୀହ ܾ ∑  క ଷߦ
௭ Ω̇

క , 
Ω̇ଶଵ

௭௫ − Ω̇ଶଵ
௫௭ = ݀ହ

௫ݔହଷ
௭ ൫ܿଶΩ̇ଶ

௫ − ଶΩ̇ଶݏ
௬ ൯ − ݀ଶଵ

௫ Ω̇ଶ
௭ −  

−ܿଶ[ܾଷΩ̇ଷ
௭ + ܾସ(ݏସΩ̇ସ

௬ + ܿସΩ̇ସ
௭ ) + ∑  

ୀହ ܾ ∑  క ଷߦ
௭ Ω̇

క ], 

Ω̇ସଵ
௭௫ − Ω̇ସଵ

௫௭ = ݀ହ
௫ݔହଷ

௭ Ω̇ସ
௫ − ݀ସଷ

௫ ସΩ̇ସݏ)
௬ + ܿସΩ̇ସ

௭ ) − ∑  
ୀହ ܾ ∑  క ଷߦ

௭ Ω̇
క , 

Таким образом, УД ангулярного манипулятора в квазискоростях имеют следующий вид: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ݀ହ

௫ݔହଷ
௭ ଶ൫ܿଶΩ̇௫ଶܮൣ

௫ − ଶΩ̇௫ଶݏ
௬ ൯ + ସΩ̇௫ସܮ

௫ ൧ − ଶ൫݀ଶଵܮ
௫ Ω̇௫ଶ

௭ + ܾଷܿଶΩ̇௫ଷ
௭ ൯ −

ଶܾସܿଶܮ)− + ସ݀ସଷܮ
௫ )൫ݏସΩ̇௫ସ

௬ + ܿସΩ̇௫ସ
௭ ൯ − ଶܿଶܮ) + (ସܮ   



ୀହ

ܾ   
క

ଷߦ
௭ Ω̇௫

క +

ଵܧ+
௬ + ଶܧଶݏ

௫ + ܿଶܧଶ
௬ + ଷܧଶଷݏ

௫ + ܿଶଷܧଷ
௬ +   

క

ቀߦସଵ
௬ ସܧ

క + ହଵߦ
௬ ହܧ

క + ଵߦ
௬ ܧ

కቁ = ,ଵܯ

ଶܧ
௭ + ଶΩ̇௫ଶଶܮ

௬ + ଷΩ̇௫ଷݏଶଷ൫ܮ
௫ + ܿଷΩ̇௫ଷ

௬ ൯ +   


ୀସ

ଶݔଶ൫ܮ
௬ Ω̇௫

௫ + ଶݕ
௬Ω̇௫

௬ + ଶݖ
௬ Ω̇௫

௭ ൯ + ܾ݃ଶܿଶ = ଶܯ − ,ଷܯ

ଶ[(݀ଷܮ
௫ܿଷ − ݀ଷ

௬ݏଷ)Ω̇௫ଶ
௬ − (݀ଷ

௫ݏଷ + ݀ଷ
௬ܿଷ)Ω̇௫ଶ

௫ ] + ସ)]ସܮ + ݀ହ
௫ܿହ)(ܿସΩ̇௫ସ

௬ − ସΩ̇௫ସݏ
௭ ) + ܾହ   

క

ହଷߦ
௬ Ω̇௫ହ

క +

+ܾ   
క

ଷߦ
௬ Ω̇௫

క − ݀ହ
௫ݏହΩ̇௫ସ

௫ ] + ଷܧ
௭ + ସܧସݏ

௬ + ܿସܧସ
௭ +   

క

ቀߦହଷ
௭ ହܧ

క + ଷߦ
௭ ܧ

కቁ + ݃൫݀ଷ
௫ܿଶଷ − ݀ଷ

௬ݏଶଷ൯ = ,ଷܯ

݀ସ
௬[ܮଶ(ݖସଶ

௫ Ω̇௫ଶ
௫ + ସଶݖ

௬ Ω̇௫ଶ
௬ + ܿସΩ̇௫ଶ

௭ ) + ସΩ̇௫ସܮ
௭ ] +

ସܧ+
௫ + ܿହܧହ

௫ − ହܧହݏ
௬ + ܿହܧ

௫ + ସݕ
௫ ܧ

௬ + ସݖ
௫ ܧ

௭ − ݃݀ସ
௬ܿଶଷݏସ = ,ସܯ

݀ହ
௫ൣܮଶ൫ݕହଶ

௫ Ω̇௫ଶ
௫ + ହଶݕ

௬ Ω̇௫ଶ
௬ + ହଶݕ

௭ Ω̇௫ଶ
௭ ൯ + ସ൫ܿହΩ̇௫ସܮ

௬ − ହΩ̇௫ସݏ
௫ ൯൧ + ହܧ

௭ + ܧݏ
௬ + ܿܧ

௭ + ݃݀ହ
௫ݕହ

௬ = ,ହܯ
ܫ

௫߱̇
௫ = ,ܯ

� 

где ܧ
௫ = ܫ

௫߱̇
௫,  ܧ

௬ = ܫ
௭߱̇

௬ + ܫ
߱

௭߱
௫,  ܧ

௭ = ܫ
௭߱̇

௭ − ܫ
߱

௫
߱
௬, 

Ω̇௫
௫ = − ߱

௬ଶ − ߱
௭ଶ,  Ω̇௫

௬ = ߱̇
௭ + ߱

௫
߱
௬,  Ω̇௫

௭ = −߱̇
௬ + ߱

௫߱
௭. 

 
2.2. Влияние размещения ЦМ тел на громоздкость УД 
Рассмотрим УД переносных движений ангулярного манипулятора на рисунке. То есть будем 

считать, что три последних тела не движутся, а ЦМ третьего тела расположен выше оси абсцисс 
ССК(3). 
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По формуле (1.10) для ݆ = 3 с учетом равенств ࡹସ = ଵଷܮ ,0 = ଷ ,0 = 0 выпишем 
ଷܯ = ଷ ⋅ ଷ̇ࡷ + ∑]ଶଷܮ  క ଷଶݍ)

క ߱̇ଶ
క − ܳకଷଶ

 ߱ଶ
కଶ) + ଷଶݍ

௫௬ ߱ଶ
௫߱ଶ

௬ + ଷଶݍ
௫௭ ߱ଶ

௫߱ଶ
௭ + ଷଶݍ

௬௭ ߱ଶ
௬߱ଶ

௭] +  ,ଷܩ
где ܩଷ = ܾ݃ଷ ∑  క ∈క ܽకଷߞଷ

௬ = ܾ݃ଷ(∈௭௫௬ ܽ௫ଷݕଷ
௬ +∈௭௬௫ ܽ௬ଷݔଷ

௬) = ܾ݃ଷ(ܽ௫ଷݕଷ
௬ − ܽ௬ଷݔଷ

௬). Пусть 
ܽ௫ଷ = ܿఈ, ܽ௬ଷ = ఈ, где ܿఈݏ = cos(ߙ), ݏఈ = sin(ߙ) – проекции орта ࢇଷ на оси ССК(3), т. е. ߙ – угол 
между ортами ࢞ଷ и ࢇଷ. Очевидно, что ݕଷ

௬ = ܿଶଷ, ݔଷ
௬ = ଶଷ, ܿଶଷݏ = cos(ݍଶଷ), ݏଶଷ = sin(ݍଶଷ),  

ଶଷݍ = ଶݍ + ଷଶݍ ଷ. Множителиݍ
క , ܳకଷଶ

 , ଷଶݍ
௫௬ , ଷଶݍ

௫௭ , ଷଶݍ
௬௭  содержат константы ݁௫ଶ = 1, ݁௬ଶ = 0, ݁௭ଶ = 0. 

Выражения ݍଷଶ
௨క выписываются по формуле ݍଷଶ

௨క = ∑  ఎ ∈ఎ ఎଷݑ
ି ଷଶߞ

క , где ݑ = ݁, т. е. ݑఎଷ
ି = ܽఎଷ.  

Таким образом, 
ଷଶݍ

௫ = ∑  ఎ ∈ఎ ܽఎଷߞଷଶ
௫ =∈௭௫௬ ܽ௫ଷݕଷଶ

௫ +∈௭௬௫ ܽ௬ଷݔଷଶ
௫ = ܽ௫ଷݕଷଶ

௫ − ܽ௬ଷݔଷଶ
௫ =  

= ܿఈݕଷଶ
௫ − ଷଶݔఈݏ

௫ = −ܿఈݏଷ − ఈܿଷݏ = ఈଷݏ ,ఈଷݏ− = ߙ)݊݅ݏ +  ,(ଷݍ
ଷଶݍ

௬ = ∑  ఎ ∈ఎ ܽఎଷߞଷଶ
௬ = ܿఈݕଷଶ

௬ − ଷଶݔఈݏ
௬ = ܿఈܿଷ − ଷݏఈݏ = ܿఈଷ, ܿఈଷ = cos(ߙ + ଷଶݍ ,(ଷݍ

௭ = 0. 
Теперь 
ଷଶݍ

௫ = ݁௬ଶݍଷଶ
௭ − ݁௭ଶݍଷଶ

௬ = ݍ ,0
௬ = ݁௭ଶݍଷଶ

௫ − ݁௫ଶݍଷଶ
௭ = ݍ ,0

௭ = ݁௫ଶݍଷଶ
௬ − ݁௬ଶݍଷଶ

௫ = ଷଶݍ
௬ = ܿఈଷ, 

ܳ௫ଷଶ
 = ݁௬ଶݍଷଶ

௬ + ݁௭ଶݍଷଶ
௭ = 0, ܳ௬ଷଶ

 = ݁௫ଶݍଷଶ
௫ + ݁௭ଶݍଷଶ

௭ = ଷଶݍ
௫ =  ,ఈଷݏ−

ܳ௭ଷଶ
 = ݁௫ଶݍଷଶ

௫ + ݁௬ଶݍଷଶ
௬ = ଷଶݍ

௫ =  ,ఈଷݏ−
ଷଶݍ

௫௬ = ݁௬ଶݍଷଶ
௫ + ݁௫ଶݍଷଶ

௬ = ଷଶݍ
௬ = ܿఈଷ, ݍଷଶ

௫௭ = ݁௫ଶݍଷଶ
௭ + ݁௭ଶݍଷଶ

௫ = ଷଶݍ ,0
௬௭ = ݁௬ଶݍଷଶ

௭ + ݁௭ଶݍଷଶ
௬ = 0. 

Следовательно, 
ଷܯ = ଷܯ = ଷ ⋅ ଷ̇ࡷ + ଶଷ[ܿఈଷ߱̇ଶܮ

௭ + ఈଷ(߱ଶݏ
௬ଶ + ߱ଶ

௭ଶ) + ܿఈଷ߱ଶ
௫߱ଶ

௬] +  .ଷܩ
Учитывая, что ଶ = ଷ = ଶࢠ = ଷࢠ = ݆ ଵ, по формуле (1.10) дляࢠ = 2 выпишем 
ଶܯ = ଷܯ + ଶ ⋅ ଶ̇ࡷ + ݀ଶ ∑  క ∈క ݁కଶΩ̇ଶ

 +  
∑]ଶଷܮ+  క ଶଷݍ)

క ߱̇ଷ
క − ܳకଶଷ

 ߱ଷ
కଶ) + ଶଷݍ

௫௬ ߱ଷ
௫߱ଷ

௬ + ଶଷݍ
௫௭ ߱ଷ

௫߱ଷ
௭ + ଶଷݍ

௬௭ ߱ଷ
௬߱ଷ

௭] +  ,ଶܩ
ଶܩ = ܾ݃ଶ ∑  క ∈క ܽకଶߞଶ

௬ = ܾ݃ଶ൫∈௭௫௬ ܽ௫ଶݕଶ
௬ +∈௭௬௫ ܽ௬ଶݔଶ

௬൯ = ܾ݃ଶ൫ܽ௫ଶݕଶ
௬ − ܽ௬ଶݔଶ

௬൯ =  
= ܾ݃ଶݕଶ

௬ = ܾ݃ଶܿଶ. 
Множители ݍଶଷ

క , ܳకଶଷ
 , ଶଷݍ

௫௬ , ଶଷݍ
௫௭ , ଶଷݍ

௬௭  содержат константы ܽ௫ଷ = ܿఈ, ܽ௬ଷ = ఈ, ܽ௭ଷݏ = 0. Вы-
ражения ݍଶଷ

కвыписываются по формуле ݍଶଷ
క = ∑  ఎ ∈ఎ ఎଶݑ

ି ଶଷߞ
క , где ݑ = ܽ, т. е. ݑఎଶ

ି = ݁ఎଶ. Таким 
образом, 

ଶଷݍ
௫ = ∑  ఎ ∈ఎ ݁ఎଶߞଶଷ

௫ =∈௭௫௬ ݁௫ଶݕଶଷ
௫ +∈௭௬௫ ݁௬ଶݔଶଷ

௫ = ݁௫ଶݕଶଷ
௫ − ݁௬ଶݔଶଷ

௫ = ଶଷݕ
௫ =  ,ଷݏ

ଶଷݍ
௬ = ∑  ఎ ∈ఎ ݁ఎଶߞଶଷ

௬ =∈௭௫௬ ݁௫ଶݕଶଷ
௬ +∈௭௬௫ ݁௬ଶݔଶଷ

௬ = ଶଷݕ
௬ = ܿଷ, ݍଶଷ

௭ = ଶଷݕ
௭ = 0. 

Теперь  
ଶଷݍ

௫ = ܽ௬ଷݍଶଷ
௭ − ܽ௭ଷݍଶଷ

௬ = ଶଷݍ  ,0
௬ = ܽ௭ଷݍଶଷ

௫ − ܽ௫ଷݍଶଷ
௭ = 0, 

ଶଷݍ
௭ = ܽ௫ଷݍଶଷ

௬−ܽ௬ଷݍଶଷ
௫ = ܿఈܿଷ − ଷݏఈݏ = ܿఈଷ, 

ܳ௫ଶଷ
 = ܽ௬ଷݍଶଷ

௬ + ܽ௭ଷݍଶଷ
௭ = ఈܿଷ,  ܳ௬ଶଷݏ

 = ܽ௫ଷݍଶଷ
௫ + ܽ௭ଷݍଶଷ

௭ = ܿఈݏଷ, 
ܳ௭ଶଷ

 = ܽ௫ଷݍଶଷ
௫ + ܽ௬ଷݍଶଷ

௬ = ܿఈݏଷ + ఈܿଷݏ =  ,ఈଷݏ
ଶଷݍ

௫௬ = ܽ௬ଷݍଶଷ
௫ + ܽ௫ଷݍଶଷ

௬ = ଷݏఈݏ + ܿఈܿଷ,  ݍଶଷ
௫௭ = ܽ௫ଷݍଶଷ

௭ + ܽ௭ଷݍଶଷ
௫ = 0, 

ଶଷݍ
௬௭ = ܽ௬ଷݍଶଷ

௭ + ܽ௭ଷݍଶଷ
௬ = 0. 

Следовательно, 
ଶܯ = ଶܯ = ଷܯ + ଶ ⋅ ଷ̇ࡷ +  
ଶଷ[ܿఈଷ߱̇ଷܮ+

௭ − ఈܿଷ߱ଷݏ
௫ଶ − ܿఈݏଷ߱ଶ

௬ଶ − ఈଷ߱ଷݏ
௭ଶ + ଷݏఈݏ) + ܿఈܿଷ)߱ଷ

௫߱ଷ
௬] +  .ଶܩ

Из формул вычисления движущих моментов сил ܯଷ и ܯଶ следует, что в случае ߙ = 0, т. е. в 
случае размещения ЦМ ܥଷ на оси ܱଷ࢞ଷ, эти формулы сокращаются почти в два раза. 

 
3. Плоские манипуляторы 
Для манипулятора в вертикальной плоскости  
ܯ = ାଵܯ + ∑  ିଵ

ୀଵ [(ܽ௫ܿܮ − ܽ௬ݏ)̈ߙ + (ܽ௫ݏ + ܽ௬ܿ)̇ߙ
ଶ] + ܫ

̈ߙ +  
+ ∑  ே

ୀାଵ [(ܽ௫ܮ ܿ − ܽ௬ݏ)̈ߙ − (ܽ௫ݏ + ܽ௬ ܿ)̇ߙ
ଶ] + ݃ ܾ(ܽ௫ݕ

௬ − ܽ௬ݔ
௬),    (3.1) 

где ݆ = ܰ, ܰ − 1, . . . ,1; 



Управление в технических системах 
Control in technical systems 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
2022. Vol. 22, no. 2. P. 41–57 

54

ܫ
 = ௭ܫ + ேାଵܯ ;ܮ = ݏ ;0 = sin(ߙ); ܿ = cos(ߙ);  ߙ = ∑  

ୀାଵ  ,ݍ
 ିଵ до оси࢞ – относительный угол поворота тела ݉, т. е. угол, откладываемый от оси ܱݍ
ܱ࢞; ߙ = ∑  

ୀଵ - – абсолютный угол поворота тела ݉, т. е. угол, откладываемый от горизонݍ
тальной оси ܱ࢞ до оси ܱ࢞. В случае ࢇ = ࢋ =  ࢞

ܯ  = ାଵܯ + ∑  ିଵ
ୀଵ ߙ൫ܿ̈ܮ + ߙ̇ݏ

ଶ൯ + ܫ
̈ߙ + ∑  ே

ୀାଵ )ܮ ܿ̈ߙ − ߙ̇ݏ
ଶ) + ݃ ܾcos(ߙ).  (3.2) 

 
3.1. Доказательство формул (3.1), (3.2) 
Для рассматриваемого класса манипуляторов имеем  = ࢠ =  нормаль к – ࢠ для всех ݅, где ࢠ

плоскости движения ܱ࢟࢞. Следовательно, ߱
௫ = ߱

௬ = 0, ߱
௭ = ߙ̇ = ∑  

ୀଵ - для всех ݆. По форݍ̇
муле (1.10) выпишем 

ܯ = ܯ = ାଵܯ + ࢠ ⋅ ̇ࡷ + ∑  ିଵ
ୀଵ ݍ൫ܮ

௭ ߙ̈ − ܳ௭
 ߙ̇

ଶ൯ +  
ܮ+ ∑  క ∈௭క ݁కΩ̇

 + ∑  ே
ୀାଵ ݍ)ܮ

௭ ߙ̈ − ܳ௭
 ߙ̇

ଶ) +  ,௭ܩ
где ܩ௭ = ݃ ܾ ∑  క ∈௭క ܽకߞ

௬ = ݃ ܾ(∈௭௫௬ ܽ௫ݕ
௬ +∈௭௬௫ ܽ௬ݔ

௬) = ݃ ܾ(ܽ௫ݕ
௬ − ܽ௬ݔ

௬). Учитывая 
равенство ࢋ =  , выпишем࢞

ݍ
௭ = ݁௫ݍ

௬ − ݁௬ݍ
௫ = ݍ

௬ = ∑  ఎ ∈௭ఎ ܽఎߞ
௬ =∈௭௫௬ ܽ௫ݕ

௬ +∈௭௬௫ ܽ௬ݔ
௬ = ܽ௫ݕ

௬ − ܽ௬ݔ
௬, 

ܳ௭
 = ݁௫ݍ

௫ + ݁௬ݍ
௬ = ݍ

௫ = ∑  ఎ ∈௭ఎ ܽఎߞ
௫ =∈௭௫௬ ܽ௫ݕ

௫ +∈௭௬௫ ܽ௬ݔ
௫ = ܽ௫ݕ

௫ − ܽ௬ݔ
௫, 

ݍ
௭ = ܽ௫ݍ

௬ − ܽ௬ݍ
௫ = ܽ௫ ∑  ఎ ∈௭ఎ ݁ఎߞ

௬ − ܽ௬ ∑  ఎ ∈௭ఎ ݁ఎߞ
௫ = ܽ௫ݕ

௬ − ܽ௬ݕ
௫, 

ܳ௭
 = ܽ௫ݍ

௫ + ܽ௬ݍ
௬ = ܽ௫ ∑  ఎ ∈௭ఎ ݁ఎߞ

௫ + ܽ௬ ∑  ఎ ∈௭ఎ ݁ఎߞ
௬ = ܽ௫ݕ

௫ + ܽ௬ݕ
௬, 

∑  క ∈௭క ݁కΩ̇
 =∈௭௫௬ ݁௫Ω̇

௬ = Ω̇
௬ = ݁௫̈ߙ =  .ߙ̈

По формуле (1.4) ̇ࡷ = ∑  క ( ߱
కࡵ

క)௧
ᇱ = ࡵߙ̇)

௭)௧
ᇱ . Следовательно, ࢠ ⋅ ̇ࡷ = ࢠߙ̇) ⋅ ࡵ

௭)௧
ᇱ =  .ߙ௭̈ܫ

Таким образом, 
ܯ = ାଵܯ + ௭ܫ) + ߙ̈(ܮ + ∑  ିଵ

ୀଵ ݕ[(ܽ௫ܮ
௬ − ܽ௬ݔ

௬)̈ߙ − (ܽ௫ݕ
௫ − ܽ௬ݔ

௫)̇ߙ
ଶ] +  

+ ∑  ே
ୀାଵ ݕ[(ܽ௫ܮ

௬ − ܽ௬ݕ
௫)̈ߙ − (ܽ௫ݕ

௫ + ܽ௬ݕ
௬)̇ߙ

ଶ] +  .௭ܩ
Для ݅ < ݆, используя обозначение ߙ = ∑  

ୀାଵ  , получимݍ
ݔ

௫ = ࢞ ⋅ ࢞ = cos(∠࢞, (࢞ = cos(ߙ) = ܿ,  ݕ
௬ = ࢟ ⋅ ࢟ = cos(ߙ) = ܿ, 

ݕ
௫ = ࢞ ⋅ ࢟ = cos(∠࢞, (࢟ = cos(ߙ + 90୭) =  ,ݏ−

ݔ
௬ = ࢟ ⋅ ࢞ = cos(∠࢟, (࢞ = cos(ߙ + 270୭) =  .ݏ

Аналогично для ݅ > ݆, используя обозначение ߙ = ∑  
ୀାଵ  , получимݍ

ݕ
௬ = ࢟ ⋅ ࢟ = cos(∠࢟, (࢟ = cos(ߙ) = ܿ, 

ݕ
௫ = ࢟ ⋅ ࢞ = cos(∠࢟, (࢞ = cos(ߙ + 270୭) =  .ݏ

Следовательно, 
ܯ = ାଵܯ + ܫ

̈ߙ + ∑  ିଵ
ୀଵ [(ܽ௫ܿܮ − ܽ௬ݏ)̈ߙ − (−ܽ௫ݏ − ܽ௬ܿ)̇ߙ

ଶ] +  
+ ∑  ே

ୀାଵ [(ܽ௫ܮ ܿ − ܽ௬ݏ)̈ߙ − (ܽ௫ݏ + ܽ௬ ܿ)̇ߙ
ଶ] +  ,௭ܩ

что доказывает формулу (3.1). Если ࢇ =   для всех ݅, то формула (3.1) принимает вид (3.2), чтоࢋ
требовалось доказать. 

Очевидно, что если плоскость движения тел горизонтальна, то в формулах (3.1), (3.2) доста-
точно положить ݃ = 0. В случае наклонной плоскости движения достаточно считать ݃, умно-
женным на sin(ߙ), где ߙ – угол наклона плоскости движения к горизонту. 

 
3.2. Ангулярный манипулятор в вертикальной плоскости 
Для ݆ = ܰ = 3 в случае ࢇ = ࢋ = ݅) ࢞ = 1,2,3) по формуле (3.2) выпишем 
ଷܯ = ∑  ଶ

ୀଵ ߙଷ൫ܿଷ̈ܮ + ߙଷ̇ݏ
ଶ൯ + ଷܫ

̈ߙଷ + ܾ݃ଷcos(ߙଷ), 
где ߙଷ = ଵଷݍ = ଵݍ + ଶݍ + ݆ ଷ. Дляݍ = 2 по формуле (3.2) выпишем 

ଶܯ = ଷܯ + ଵߙଵଶ(ܿଵଶ̈ܮ + ଵߙଵଶ̇ݏ
ଶ) + ଶܫ

̈ߙଶ + ଷߙଶଷ(ܿଶଷ̈ܮ − ଷߙଶଷ̇ݏ
ଶ) + ܾ݃ଶcos(ߙଶ), 

где ߙଶ = ଵଶݍ = ଵݍ + ݆ ଶ. Дляݍ = 1 по формуле (3.2) выпишем 
ଵܯ = ଶܯ + ∑  ଷ

ୀଶ ߙଵ൫ܿଵ̈ܮ − ߙଵ̇ݏ
ଶ൯ + ଵܫ

̈ߙଵ + ܾ݃ଵcos(ݍଵ). 
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Заключение 
На заре становления робототехники как науки выяснилось, что математическое моделирова-

ние манипуляторов и, в частности, вывод их УД является сложной и громоздкой задачей, не го-
воря уже о решении задач динамики, идентификации параметров тел, синтеза манипуляторов с 
заданными свойствами и решении других задач. Классические методы вывода УД (Ньютона,  
Лагранжа, Эйлера, Гамильтона и т. д.) создавались и развивались не для исследования манипуля-
торов, поэтому их трудно использовать для этих целей. Создаются новые методы вывода УД, ос-
вобождающие исследователей от утомительной аналитической работы, и их компактного пред-
ставления в символьном виде с явно выраженными геометрическими, кинематическими, статиче-
скими и инерционными параметрами, позволяющими на множестве этих параметров решать, на-
пример, задачи синтеза манипуляторов с заданными свойствами.  

В статьях [3, 5, 6] отражены результаты исследований по теме «Разработка методов выписы-
вания оптимального аналитического вида математической модели промышленного робота», под-
держанных РФФИ и Челябинской областью. В этих статьях представлены новые общие виды УД 
и формализмы их использования в процессе ручного выписывания УД конкретных манипулято-
ров с вращательными и поступательными сочленениями. В настоящей статье рассмотрены мани-
пуляторы с вращательными сочленениями. Класс таких манипуляторов очень велик. Проведен-
ный нами обзор современных промышленных роботов на основе источников [7–16] показал, что 
ведущие производители роботов выпускают манипуляторы из этого класса. 

Примеры выписывания УД различных манипуляторов с шестью степенями свободы в про-
странстве и их оптимальные (в смысле минимума математических операций) виды позволяют 
нам ожидать, что число пользователей предлагаемых методов будет расти. Положительный опыт 
использования этих методов в учебном процессе в дисциплинах «Основы механики систем тел», 
«Электромеханические системы» и «Мехатроника» оправдывает наши ожидания. 
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