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Аннотация. Основным фактором повышения эффективности процесса функционирования сис-

тем автоматического управления техническими объектами и процессами в различных областях про-
мышленности является оптимальная настройка параметров модального регуляторов так, чтобы, на-
пример, обеспечить протекание переходных процессов за минимальное время или достичь мини-
мального значения интегральной оценки качества управления. Решение оптимизационной задачи 
выполняется для подынтегральной функции такого вида, чтобы интегральная оценка лучше выра-
жала качество управления. При этом показатели качества управления зависят от настроечных пара-
метров регулятора достаточно сложными соотношениями, что значительно усложняет процедуру 
аналитического синтеза. Алгоритмы численной оптимизации различаются между собой способом 
изменения подстраиваемых параметров, при этом наиболее эффективными считаются те, которые 
достигают результата при меньших затратах вычислительного времени. Цель исследования – по-
лучение оптимальных значений параметров модального регулятора с интегральной составляющей и 
ограничениями для непрерывных линейных стационарных систем на основе стохастического мета-
эвристического метода роя частиц. Материалы и методы. Используется современная теория авто-
матического управления, роевой интеллект в решении задачи оптимизации параметров модального 
регулятора и управлении техническими системами. Результаты. Представлен процесс параметриче-
ской оптимизации модального регулятора с ограничениями на основе метода роя частиц для одно-
мерного объекта управления. Приведены результаты моделирования с помощью метода прямого пе-
ребора параметров регулятора и метода роя частиц, их сравнение. Заключение. Результаты числен-
ных исследований позволяют говорить о том, что разработанный алгоритм решения параметриче-
ской оптимизации модального регулятора с ограничениями на основе метода роя частиц обладает 
высокой точностью и большим быстродействием. 
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Abstract. The key to increasing the efficient functioning of automatic control systems for technical fa-

cilities and processes in various areas of industry is the optimal setting of the state feedback controller pa-
rameters, for instance, so as to minimize the duration of transient processes or achieve the minimum value 
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of the integral control quality assessment. The optimization problem is solved for an integrand of a kind that 
ensures that the integral assessment better expresses the quality of control. At the same time, the control 
quality indicators are in a rather complex relation to the set parameters of the controller, which greatly 
complicates the analytical synthesis procedure. Numerical optimization algorithms differ in the way the ad-
justable parameters are changed, the most effective being those that achieve the result in a shorter computa-
tional time. Aim. The goal is to obtain the optimal parameter values for a state feedback controller with  
an integral component and limitations for continuous linear stationary systems based on the stochastic 
metaheuristic particle swarm method. Materials and methods. The modern theory of automatic control, 
swarm intelligence are used to solve the problem of optimizing the parameters of the state feedback control-
ler and controlling technical systems. Results. The process of parametric optimization of a constrained state 
feedback controller using the particle swarm method for a one-dimensional controlled object is described. 
The results of simulation using the method of direct enumeration of the controller parameters and the parti-
cle swarm method are described and compared. Conclusion. The results of numerical studies allow us to 
conclude that the developed algorithm for particle swarm parametric optimization of a constrained state 
feedback controller is highly accurate and fast. 

Keywords: parametric optimization, state feedback controller, transient response specifications, con-
straints, particle swarm optimization algorithm 
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Введение 
В общем смысле задача настройки регулятора, обеспечивающего оптимальное протекание 

переходного процесса в системе, сводится к задаче глобальной оптимизации. Особенностями та-
кой задачи часто являются нелинейность, мультимодальность, вычислительная сложность, боль-
шая размерность пространства, в котором осуществляется поиск, что является причиной отсутст-
вия универсальных алгоритмов решения оптимизационных задач [1, 2]. Параметрическая опти-
мизация численными методами позволяет упростить процесс нахождения оптимальных парамет-
ров регуляторов [3–9], но не всегда достигается: 

1) быстродействие алгоритма настройки регуляторов для различного класса объектов управ-
ления, что особенно важно для бортовых систем управления, построенных на маломощных вы-
числительных средствах; 

2) оптимальное протекание переходных процессов в замкнутой системе по причине того, что 
не учитывались различного рода нелинейные зависимости. В частности, при учете эффекта на-
сыщения исполнительного механизма классические методы настройки не гарантируют получе-
ние переходных процессов с заданными показателями качества. 

В 1980-х гг. появилась группа стохастических поисковых методов оптимизации, которые на-
зывают интеллектуальными, метаэвристическими, роевыми и т. д. Роевые методы в сравнении с 
классическими методами оптимизации имеют преимущества при решении задач с перечислен-
ными особенностями, при этом они могут обеспечить нахождение глобального экстремума целе-
вой функции с приемлемой точностью для решения большинства практических задач управления 
в технических системах [1, 10, 11]. Поэтому для решения оптимизационной задачи при синтезе 
модального регулятора предлагается применение стохастического метаэвристического метода 
оптимизации роя частиц (particle swarm optimization).  

При использовании метода роя частиц возникает задача его настройки для решения конкрет-
ной оптимизационной задачи для системы управления, выбора значений коэффициентов для полу-
чения точного решения, как показано в исследованиях таких авторов, как П.В. Матренин, Н.В. Рос-
тов, A.P. Engelbrecht, M. Dorigo, R.C. Eberhart, J. Kennedy, S. Ozana, Y.H. Shi, H. Lu, W. Chen и 
других [1–15]. 

 
1. Постановка задачи  
Рассмотрим замкнутую систему с модальным регулятором и обратной связью по регулируе-

мой переменной (рис. 1). Для придания астатических свойств замкнутой системе в структуру 
введена интегральная составляющая модального регулятора. 
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Рис. 1. Структурная схема замкнутой системы с модальным регулятором
Fig. 1. Structural diagram of a closed system with a state feedback controller

 
В соответствии с рис. 1 можно записать следующие уравнения:
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где А – матрица динамики размерности (
С – матрица выхода размерности (1
вектор состояния; r(t) – задающие воздействие; 
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Введем обозначение для переменной рассогласования регулятора:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).e t r t y t r t Сx t Du t     

Предполагается, что объект, описываемый уравнением (1): обладает свойством полной упра
ляемости; все переменные состояния измеряются; не возникнет случая 
гратора и объекта; входное воздействие в виде ступенчатой функции 
системе в момент t = 0.  

Динамика системы может быть описана уравнением, которое является объединением ура
нений (1), (2): 
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а уравнение (4) может быть представлено в виде
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В соответствии с рис. 1 можно записать следующие уравнения: 
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Задача параметрической оптимизации модального регулятора такой замкнутой системы со-
стоит в том, чтобы при заданных уравнении объекта управления (6), (7), ограничениях ( )X t X , 

( )u t U  найти управление ( )u t  (8), при котором минимизируется целевая функция вида  

( ( ), ( ), )J f X t u t t                    (10) 
и замкнутая система является асимптотически устойчивой. 

 
2. Выбор целевой функции 
Оценка качества управления основывается на численных показателях. Так, прямые, корне-

вые и частотные показатели качества характеризует лишь один признак переходного процесса.  
В инженерной практике часто используются интегральные показатели качества по ошибке 
управления [7]: 

2

0

( )I e t dt


  , 
0

( )I e t dt


  , 
0

( )I t e t dt


   и др.             (11) 

Они позволяют не только выполнить оценку качества, но и определить оптимальные зна-
чения параметров регулятора, которые соответствуют минимуму выбранного интегрального 
показателя. Однако на практике при синтезе регулятора необходимо учитывать различного ро-
да ограничения [7, 8, 12] как на управляемую переменную, так и на формируемый сигнал 
управления. 

1. Перерегулирование. Для учета перерегулирования предлагается использовать вычисление 
переменной yOV(t) по формуле вида 

( ) ( ) ( ),
( )

( ) ( ) ( ).OV
r t y t r t

y t
y t y t r t


  

                 (12) 

Штрафная функция может быть вычислена по формуле 
п.п п.п3 3

1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
t t

OV OVP K t y t y t dt t e t dt
 

                 (13) 

где tп.п – время переходного процесса. 
2. Насыщение сигнала управления. Для учета ограничения на предельные значения (umax и 

umin) сигнала управления u(t) на выходе регулятора предлагается использовать вычисление пере-
менной uSL(t) по формуле вида 

max max

min max

min min
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( ) ( ) ( ) ,

( ) .
SL

u u t u
u t u t u u t u

u u t u


  
 

                (14) 

Штрафная функция может быть вычислена по формуле 
п.п п.п3 3

2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .
t t

SL SLP K t u t u t dt t e t dt
 

                 (15) 

3. Скорость изменения сигнала управления. Для учета ограничения на максимальную ско-
рость нарастания (R) и убывания (F) управляющей переменной u(t) предлагается использовать 
вычисление первой производной du(k) и переменной uRL(k) по формуле вида  

( ) ( )( ) RLu k u kdu k
t





,  k = 1, 2, …,  
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RL
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Штрафная функция тогда может быть вычислена по формуле 
п.п п.п3 3

3
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RL RLP K t u t u t dt t e t dt
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Принимая во внимание рассмотренные ограничения, при решении задачи глобальной опти-
мизации целесообразно использовать целевую функцию с учетом интегрального критерия каче-
ства и штрафных функций, значение которой определяется параметрами регулятора K: 

1 2 1 3 2 4 3min ( ) ( ) ( ) ( ) ( )J K k I K k P K k P K k P K        ,           (18) 
где k1, k2, k3 и k4 – весовые коэффициенты, которые определяют вклад каждого слагаемого в по-
лучаемое значение целевой функции и позволяют в процессе синтеза регулятора учесть в боль-
шей или меньшей степени необходимые ограничения; I(K) – интегральный показатель качества 
по ошибке управления вида (11); P1(K) – штрафная функция по величине перерегулирования ре-
гулируемой переменной вида (13); P2(K) – штрафная функция по величине насыщения сигнала 
управления вида (15); P3(K) – штрафная функция по величине скорости изменения сигнала 
управления вида (17). 

 
3. Описание метода роя частиц для решения оптимизационной задачи 
Основу поведения роя частиц составляет самоорганизация, обеспечивающая достижение 

общих целей роя на основе низкоуровневого взаимодействия. Частицы движутся в многомерном 
пространстве поиска, где положение каждой частицы определяется в соответствии с ее собствен-
ным опытом и опытом ее соседей, таким образом происходит обнаружение оптимальных облас-
тей многомерного пространства, в котором выполняется поиск [10, 13–15]. 

Пусть , ( )i nx k  обозначает положение частицы i ( 1, 2, ,i M  , где M – количество частиц 
роя) в n-мерном пространстве поиска (n – число настраиваемых параметров регулятора) в k-й 
момент времени. Положение частицы изменяется путем переноса , ( )i nx k  на вектор скорости 

, ( 1)i nv k  , т. е. 

, , ,( 1) ( ) ( 1)i n i n i nx k x k v k    ,                (19) 
где , ( 1)i nv k   – скорость перемещения частицы из позиции , ( )i nx k  в позицию , ( 1)i nx k  . 

Существует несколько разновидностей «социальной» структуры роя. Предлагается исполь-
зовать структуру в форме «звездообразной» сети. Поскольку она позволяет организовать про-
цесс поиска оптимума быстрее, чем другие сетевые структуры [10]. Коррекция скорости каж-
дой частицы при использовании «звездообразной» социальной структуры роя определяется вы-
ражением 

, , 1 1 , , 2 2 ,( 1) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))i n i n i n i n n i nv k w v k r c p k x k r c g k x k           ,       (20) 

где w – коэффициент инерции; c1, c2 – коэффициенты ускорения частицы, которые отражают 
стремление частицы достигнуть глобально лучшего решения либо сохранить свое положение;  
r1, r2 – коэффициенты, которые могут принимать случайные значения из интервала [0; 1]. 

Предлагается коэффициент инерции изменять по формуле 
( 1) ( ),w k w k                       (21) 

где α < 1. 
Личная лучшая позиция pi,n i-й частицы – это лучшая позиция, которую частица посетила с 

первого временного шага. С учетом задач минимизации лучшая личная позиция на следующем 
временном шаге k + 1 рассчитывается как 

, , ,
,

, , ,

( ) ( ( 1)) ( ( )),
( 1)

( 1) ( ( 1)) ( ( )),
i n i n i n

i n
i n i n i n

p k J x k J p k
p k

p k J x k J p k
 

     
            (22) 

где J – целевая функция вида (18). 
Глобальная наилучшая позиция gn является наилучшей позицией, обнаруженной любой из 

частиц до момента k и определяется как 
 1, ,( ) ( ), , ( ) ,n n M ng k p k p k   

 1, ,( ) min ( ( )), , ( ( )) ,n n M ng k J p k J p k                (23) 

где M – общее количество частиц в рое.  
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4. Алгоритм параметрической оптимизации модального регулятора 
с ограничениями на основе метода роя частиц
Численное решение задачи параметрической оптимизации модального регулятора с огран

чениями на основе метода роя частиц проходит в несколько этапов и схе
следующим образом (рис. 2). 

 

Рис. 2. Блок-схема алгоритма параметрической оптимизации модального регулятора 
с ограничениями на основе метода роя частиц

Fig. 2. Block diagram of the parametric optimization algorithm of state feedback controller 
with constraints based on the particle swarm optimization algorithm

 
Шаг 1. В начале задается математическая модель объекта управления в форме пространства 

состояний вида (6).  
Шаг 2. Задание диапазона поиска и шага изменения параметров регулятора 

n-мерном пространстве (n=1, 2, …
Шаг 3. Ввод ограничений на регулируемую переменную (12), сигнал управления (14), (16) и 

значений весовых коэффициентов 
Шаг 4. Задание параметров метода роя частиц: количество частиц в рое 

чения коэффициентов инерции w
Шаг 5. Инициализация роя заключается в случайном распределении частиц 

странстве поиска, задания начальной скорости 
частицы и определении глобальной лучшей позиции роя по формуле (23).

Шаг 6 и 7. Дальше проходит итерационный процесс вычислений заданное число раз для к
ждой частицы роя. 
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Численное решение задачи параметрической оптимизации модального регулятора с ограни-
матически выглядит 

 
схема алгоритма параметрической оптимизации модального регулятора  

Block diagram of the parametric optimization algorithm of state feedback controller  
with constraints based on the particle swarm optimization algorithm 

Шаг 1. В начале задается математическая модель объекта управления в форме пространства 

Шаг 2. Задание диапазона поиска и шага изменения параметров регулятора min max
, ,i n i nx x 

   в  

Шаг 3. Ввод ограничений на регулируемую переменную (12), сигнал управления (14), (16) и 

M и итераций It, зна-

Шаг 5. Инициализация роя заключается в случайном распределении частиц 0
, (0)i nx  в про-

, вычисления целевой функции для каждой 

Шаг 6 и 7. Дальше проходит итерационный процесс вычислений заданное число раз для ка-
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Шаг 8. Вычисление коррекции скорости частицы , ( 1)i nv k   по формуле (20), положения части-
цы , ( 1)i nx k   по формуле (19) и значения целевой функции ,( ( ))i nJ x k  частицы i в позиции , ( )i nx k . 

Шаг 9 и 10. Определение личной лучшей позиции , ( )i np k  i-й частицы по формуле (22). 
Шаг 11 и 12. Определение глобальной наилучшей лучшей позиции в рое ( )pg k  по формуле (23). 
Шаг 13. Динамическое уменьшение коэффициента инерции по формуле (21). 
Итерации продолжают, пока алгоритм не достигнет останавливающегося критерия – дости-

жение определенного числа итераций. 
Шаг 14. После завершения алгоритма выводится найденное значение целевой функции 

( ( ))nJ g T  в глобальной наилучшей лучшей позиции роя. 
Шаг 15. Отображение графиков переходных процессов по регулируемой переменной, сигна-

лу рассогласования и управления при оптимальных параметрах модального регулятора. 
 
5. Моделирование процесса параметрической оптимизации модального регулятора 
Рассмотрим объект управления, описываемый дифференциальным уравнением вида (пара-

метры k = 2, T = 10 с): 
1( ) ( ) ( )kx t x t u t
T T

    , 

где T – постоянная времени; k – коэффициент передачи; u(t) – управляемая переменная; x(t) – ре-
гулируемая переменная. 

Начальные значения параметров модального регулятора  0 0 13,5 20m iK K K     найдены 

при распределении полюсов по Баттерворту со значением среднегеометрического корня ω0 = 2.  
Предположим, что при параметрической оптимизации модального регулятора нужно учиты-

вать следующие физические ограничения:  
1) на амплитуду сигнала управления min max( )u u t u   (umax = 4 ед., umin = 0 ед.); 
2) на скорость нарастания (убывания) сигнала управления ( )F u t R   (R = 9 ед./с, F = –9 ед./с).  
Примем, что весовые коэффициенты целевой функции равны: 

         1 2 3min 0,5 0.1 1 30J K I K P K P K P K        .          (24) 
На рис. 3 показаны графики переходных процессов в системе с начальными параметрами 

модального регулятора. 
 

 
Рис. 3. Переходные процессы в замкнутой системе  

с начальными параметрами модального регулятора 
Fig. 3. Transient processes in a closed system  

with initial parameters of the state feedback controller 
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Анализ графиков на рис. 3 позволяет сделать вывод, что сигнал управления не соответствует 
введенным ограничениям. Для подтверждения адекватности разработанного алгоритма параме
рической оптимизации модального регулятора с ограничениями на основе метода роя частиц 
сначала найдем минимальное значение целевой функции (24) с помощью метода прямого пер
бора значений параметров регулятора из диапазона: 

0 0
1,2 0,01 1,5m m mx K K K     

0 0
2,2 0,01 1,5i i ix K K K     

Шаг изменения параметров регулятора выбран равным 0,1. В результате получена завис
мость значений целевой функции от параметров регулятора в форме поверхности, 
на рис. 4. 

 

Рис. 4. Поверхность, полученная с помощью последовательного 

Fig. 4. The surface obtained by sequential enumeration 

 
Минимальное значение целевая функция принимает при 

   пр прmin min min 10,44 10,73 0,5919.m iJ K J K K J    

Для параметрической оптимизации модального регулятора на основе метода роя частиц з
дадим количество частиц в рое M
ускорения частицы c1 = c2 = 0,5. В результате получено, что минимальное значение целевая 
функция принимает при параметрах регулятора, равных

   рч рчmin min min 10,31 10,57 0,5918.m iJ K J K K J    

На рис. 5 показаны графики переходных процессов в системе с найденными параметрами 
модального регулятора  

рч рч
m iK K K    . 
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Анализ графиков на рис. 3 позволяет сделать вывод, что сигнал управления не соответствует 
чениям. Для подтверждения адекватности разработанного алгоритма парамет-

рической оптимизации модального регулятора с ограничениями на основе метода роя частиц 
сначала найдем минимальное значение целевой функции (24) с помощью метода прямого пере-

Шаг изменения параметров регулятора выбран равным 0,1. В результате получена зависи-
мость значений целевой функции от параметров регулятора в форме поверхности, приведенной 

 
Рис. 4. Поверхность, полученная с помощью последовательного  

параметрах регулятора, равных: 

Для параметрической оптимизации модального регулятора на основе метода роя частиц за-
45, коэффициенты инерции w = 1, α = 0,99, 

0,5. В результате получено, что минимальное значение целевая 

На рис. 5 показаны графики переходных процессов в системе с найденными параметрами 
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Рис. 5. Переходные процессы в замкнутой системе с параметрами  

модального регулятора, найденными с помощью метода роя частиц 
Fig. 5. Transient processes in a closed system with the parameters of the state  

feedback controller found using the particle swarm optimization algorithm 
 
6. Экспериментальные результаты 
На эффективность решения задачи параметрической оптимизации модального регулятора  

с ограничениями на основе метода роя частиц влияет ряд управляющих параметров, а именно:  
1) количество частиц в рое. Большой рой позволяет охватить большую часть пространства 

поиска и уменьшить количество итераций. Для роя с небольшим количеством частиц (меньше 20) 
требуется больше итераций для нахождения минимума целевой функции, при этом уменьшается 
быстродействие алгоритма; 

2) количество итераций. Малое число итераций может привести к преждевременному пре-
кращению поиска. Слишком большое количество итераций приводит к повышению вычисли-
тельной сложности алгоритма; 

3) коэффициент инерции w контролирует скорость движения частиц путем определения сте-
пени влияния скорости в прошлый момент времени на новое значение скорости частиц [15]. По-
этому большие значения w позволяют рою исследовать большие «территории». Небольшой w 
способствует поиску в меньшем пространстве, при этом уменьшается способность роя к прове-
дению поиска экстремума целевой функции в большей окрестности. В разработанном алгоритме 
предлагается использовать динамическое уменьшение коэффициента инерции (21), что позволит 
сократить время поиска минимума целевой функции; 

4) коэффициенты c1, c2 контролируют влияние когнитивной и социальной составляющих на 
общую скорость частицы [15]. Предлагается коэффициенты c1 и c2 задать равными друг другу и 
не изменять в процессе выполнения поиска, это приведет к тому, что частицы будут тяготеть к 
среднему значению , ( )i np k  и ( )ng k . При этом c1 и c2 рекомендуется брать меньше 1, в результате 
траектории движения частиц будут плавными, что позволит рою осуществить поиск оптимума в 
большем пространстве, прежде чем вернуться к лучшему значению. При этом неправильная ини-
циализация c1 и c2 может привести к расходящемуся или циклическому поведению роя. 

Анализ полученных результатов позволяет сделать вывод, что найденные параметры мо-
дального регулятора совпадают с полученными по методу перебора. При этом время выполнения 
программы (MATLAB®, процессор Intel(R) Core(TM) i5-6200U CPU @ 2,30ГГц – 2,40 ГГц, ОЗУ 
8,00 ГБ) по поиску параметров модального регулятора с помощью метода перебора составляет 
около 5,5 мин, а предложенным способом на основе метода роя частиц – около 4 с. 
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Заключение  
Предложенный алгоритм параметрической оптимизации модального регулятора с ограниче-

ниями на основе метода роя частиц позволяет исследователю варьировать весовые коэффициен-
ты целевой функции, тем самым добиваясь требуемых показателей качества переходных процес-
сов с учетом ограничений на управление, а изменение параметров метода роя частиц позволит 
достичь требуемой точности и затрачиваемого времени для нахождения оптимальных парамет-
ров модального регулятора. 
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