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Аннотация. Прогнозируемая численность населения и её динамика являются одними из осно-

вополагающих характеристик, необходимых для проведения адекватной региональной политики.  

В зависимости от демографических данных могут быть приняты или отклонены рассматриваемые 

инфраструктурные, промышленные, сельскохозяйственные, образовательные и другие проекты как 

на региональном, так и на муниципальном уровнях. Предсказываемая общенациональная демогра-

фическая динамика может также качественно влиять на принимаемые государством цели и характер 

их исполнения. В связи с продолжающейся пандемией COVID-19 особенно актуальным является 

развитие методов моделирования демографической динамики, позволяющих учитывать эпидемио-

логическую обстановку и оценивать значимость её влияния. Цель исследования. Разработать мо-

дель популяционной динамики в условиях пандемии. Количественно оценить влияние пандемии на 

динамику смертности по Оренбургской области. Исследовать среднюю ожидаемую продолжитель-

ность жизни населения в условиях пандемии. Материалы и методы. Для построения численных 

прогнозов и идентификации функциональных параметров использованы методы регрессионного 

анализа, в частности, метод линейной регрессии. Кроме того, использованы методы многомерной 

оптимизации, численного дифференцирования и интегрирования, а также численные методы реше-

ния гиперболических задач оптимального управления. Исследование выполнено в предположении, 

что динамика смертности по Оренбургской области подчиняется классическому закону Гомпертца. 

Для нахождения начального распределения численности населения использован метод градиентного 

спуска Adam. Результаты. Оценка интегральной характеристики свидетельствует об адекватности 

построенной демографической модели. Разработанная модель популяционной динамики в условиях 

пандемии позволяет учитывать и количественно оценивать влияние пандемии на демографическую 

динамику. Кроме того, представленная модель обеспечивает глобальное качество прогноза с ошиб-

кой не более 1,5 %. Заключение. Результаты, полученные в ходе проведенного исследования, под-

тверждают ухудшение средней ожидаемой продолжительности жизни в период пандемии. Кроме 

того, влияние внешних факторов на динамику смертности у мужчин сильнее и затрагивает более 

широкий возрастной диапазон. Преимуществом предложенной модели является использование 

только базовых, общедоступных демографических данных, что облегчает её применение. 

Ключевые слова: COVID-19, популяционная динамика, средняя ожидаемая продолжительность 

жизни, задача преследования, гиперболическая задача оптимального управления первого порядка 
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Abstract. The predicted population size and its dynamics are one of the fundamental characteristics 

necessary for an adequate regional policy. Depending on demographic data, considered infrastructure, in-

dustrial, agricultural, educational and other projects can be accepted or rejected, both at the regional and 

municipal levels. The predicted national demographic dynamics can also qualitatively influence the goals 

adopted by the state and the nature of their implementation. In connection with the ongoing COVID-19 

pandemic, it is especially relevant to develop methods for modeling demographic dynamics that allow taking 

into account the epidemiological situation and assessing the significance of its impact. Aim. Develop  

a model of population dynamics in a pandemic. To quantitatively assess the impact of the pandemic on  

the dynamics of mortality in the Orenburg oblast. Explore the change in average life expectancy during  

a pandemic. Materials and methods. Regression analysis methods, in particular, the linear regression 

method, were used to construct numerical forecasts and identify functional parameters. In addition, methods 

of multidimensional optimization, numerical differentiation and integration, as well as numerical methods 

for solving hyperbolic optimal control problems are used. The study was carried out under the assumption 

that the dynamics of mortality in the Orenburg region obeys the classical Gompertz law. To find the initial 

population distribution, the Adam gradient descent method was used. Results. The evaluation of the inte-

gral characteristic indicates the adequacy of the constructed demographic model. The developed model  

of population dynamics in the conditions of a pandemic makes it possible to take into account and quantify 

the impact of the pandemic on demographic dynamics. In addition, the presented model provides global 

forecast quality with an error of no more than 1,5%. Conclusion. The results obtained in the course of  

the study confirm the deterioration of average life expectancy during the pandemic. In addition, the influ-

ence of external factors on the dynamics of mortality in men is stronger and affects a wide age range.  

The advantage of this model is the use of only basic, publicly available demographic data, which facilitates 

its application. 

Keywords: COVID-19, population dynamics, averagelife expectancy, pursuit task, first-order hyper-

bolic optimal control problem 
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Введение 

Прогнозируемая численность населения и её динамика являются одними из основополагаю-

щих характеристик, необходимых для проведения адекватной региональной политики. В зависи-

мости от демографических данных могут быть приняты или отклонены рассматриваемые инфра-

структурные, промышленные, сельскохозяйственные, образовательные и другие проекты как на 

региональном, так и на муниципальном уровнях [1–4]. Предсказываемая общенациональная де-

мографическая динамика может также качественно влиять на принимаемые государством цели 

[5–8] и характер их исполнения. 

Однако помимо непосредственно прогнозирования крайне важной задачей является оценка 

влияния неординарных ситуаций на демографическую динамику для выбора интенсивности ре-

акционных мер. А также построение стратегий принятия тех или иных решений для обеспечения 
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достижения заранее определённых демографических показателей. Описанная выше задача явля-

ется особенно актуальной в условиях продолжающейся пандемии COVID-19, в которых возника-

ет потребность в развитии методов моделирования демографической динамики, позволяющих 

учитывать эпидемиологическую обстановку и оценивать значимость её влияния. 

В рамках данной работы построена модель оптимального управления динамики численно-

стью населения. Кроме того, исследовано влияние пандемии COVID-19 на динамику численно-

сти населения Оренбургской области посредством данной модели. 

 

1. Обзор исследований 

Исследованиями в области предиктивной аналитики факторов COVID-19 и популяционной 

динамики занимаются ученые по всему миру. Рассмотрим работы, применяющие теорию опти-

мального управления к пандемии COVID-19 и к популяционной динамике. 

В статье [9] исследуется влияние различных немедикаментозных стратегий для предотвра-

щения распространения вируса и смертности от COVID-19. В данной работе изучалось влияние 

различных стратегий контроля как зависящих от времени вмешательств с использованием мате-

матического моделирования и подхода оптимального управления, чтобы установить их вклад в 

динамическую передачу заболевания COVID-19. 

Авторами исследования [10] предлагается двухэтапная модель эпидемии с динамическим 

управлением, используемая для описания распространения коронавирусной инфекции в Китае. 

Исследованы стратегии управления, минимизирующие затраты на управление и обеспечивающие 

нормальное функционирование общества. Также рассмотрена зависимость стационарного режи-

ма модели от её параметров. 

В статье [11] исследуются нелинейные зависимые от возраста модели популяционной дина-

мики. Представленные модели благодаря своей нелинейности позволяют описывать динамику 

численности населения, конкурирующего за некоторый ресурс (пространство, пропитание), в от-

личие от моделей, основанных на законе Мальтуса. 

В рамках работы [12] исследуется взаимозависимая динамика численности населения. По-

строенная в работе модель позволяет описывать популяции, динамика отдельных поколений ко-

торых зависит от совокупной динамики численности всей популяции. 

Таким образом, наиболее распространённым подходом к моделированию динамики панде-

мии являются модели, оценивающие распространение коронавирусной инфекции с течением 

времени, но не изменение структуры населения в условиях пандемии. Среди рассмотренных ме-

тодов моделирования популяционной динамики представлены разнообразные модели, тем не ме-

нее не учитывающие явно эпидемиологическую обстановку. 

 

2. Модель оптимального управления численностью населения 

Для оценки влияния COVID-19 на динамику численности населения Оренбургской области 

опишем модель преследования: 

                                (1) 

при условии: 

 

                                          

                 

                     
 

 
 

              (2) 

где   – функционал качества;       – частные производные по соответственным переменным;  

  – численность населения возраста   в момент времени  ;       – начальное распределение чис-

ленности;     – границы репродуктивного возраста;    – управляемая интенсивность смертно-

сти;    – управляемая миграция;       – коэффициент воспроизводства популяции. 

Использовать данную модель можно как для исследования влияния неординарных событий, 

так и для построения стратегий демографической политики.  

Например, 

– если                  и      
 

 
               

 
  

    

 
     

      
 

 
, где    – ка-

питаловложения в здравоохранение;   – зависимость изменения интенсивности смертности от 
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вложений в медицину, построенная на статистических данных других регионов;   – интенсив-

ность смертности в рассматриваемом регионе;   – сумма отклонения численности в момент вре-

мени   от начальной изатраченных средств с некоторыми весовыми коэффициентами    . Ми-

нимизация данного функционала – поиск стратегии капиталовложений       такой, что при наи-

меньших затратах будет обеспечена наименьшая смертность; 

– если                 
 

 
               

 
  

    

 
, где    – неординарная миграция в 

регионе с обыкновенно околонулевой миграцией;   – отклонение фактической численности насе-

ления    от прогнозируемой   в момент времени  . Тогда посредством решения задачи пресле-

дования (1)–(2) методами оптимального управления можно оценить неординарную миграцию 

функцией   , не являющейся управлением в привычном смысле этого слова. 

Перейдём к модели популяционной динамики по Оренбургской области в условиях пан-

демии: 
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где  м и  ж – численности мужского и женского населения соответственно;  м и  ж – влияние 

факторов среды, не учтённых функциями  м и  ж – интенсивностями смертности при достаточно 

стабильных демографических условиях;   – нормирующий множитель. 

Функции  м    и  ж    – модельные коэффициенты рождаемости, удовлетворяющие системе: 
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                   (5) 

где       – доли мальчиков и девочек среди рождённых;      – суммарный коэффициент рож-

даемости;      – коэффициент младенческой смертности на 1000 человек.  

Модельные коэффициенты рождаемости представляет собой среднее количество рожденных 

детей одной женщиной в зависимости от пола, избежавших смерти в младенческом возрасте, де-

лённое на среднюю продолжительность репродуктивного возраста. 

Миграционные слагаемые полагаются равными нулю, так как на основе имеющихся демо-

графических данных [13] можно увидеть, что суммарный миграционный прирост/снижение по 

Оренбургской области за 2019 и 2020 годы равен соответственно –237 и –624 человек, что пре-

небрежимо мало по отношению к общей численности Оренбургской области ~1,9 млн чел. 

Из формул (3)–(5) следует, что для нахождения неучтённых факторов среды в период панде-

мии необходимо знать значения                           . 
 

3. Восстановление функциональных параметров модели 

Для восстановления интенсивностей смертности предположим, что динамика смертности по 

Оренбургской области подчиняется классическому закону Гомпертца, тогда 

         ,                      (6) 

где   – начальная интенсивность смертности;   – относительная скорость нарастания интенсив-

ности смертности. Используя методы регрессионного анализа, получили следующие значения 

параметров (табл. 1). 
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Таблица 1 
Результаты аппроксимации 

Table 1 
Approximation results 

        

Мужчины 0,000321 0,07514 0,9989 

Женщины 0,000074 0,08569 0,9981 

 

Отклонение менее чем на 0,002 от 1 коэффициента детерминации говорит о соответствии 

динамики смертности по Оренбургской области классическому закону Гомпертца. 

Для нахождения начальных распределений       используем метод градиентного спуска  

Adam для некоторого кубического сплайна. Основная идея данного подхода состоит в том, чтобы 

построить кубический сплайн такой, что его интегралы по возрасту наименьшим образом откло-

няются от известных из демографических данных численностей возрастных категорий. 

Для нахождения параметров модельных коэффициентов рождаемости используем методы 

линейной регрессии. 

На основе имеющихся данных за 2020 и 2021 годы [13] можно выполнить следующие рас-

чёты: 

   
    

         
 

     

          
       . 

Тогда                   . 

Для нахождения      и      решим задачу линейной регрессии на демографических данных 

по Оренбургской области. Регрессия будет осуществляться таким образом, чтобы      и      
равнялись своим значениям за 2020 год (табл. 2). 

 
Таблица 2 

Результаты линейной регрессии 
Table2 

Linear regression results 

              

     –0,091 1,52 0,9511 

     –0,85 3,65 0,9897 

 

4. Численное моделирование популяционной динамики в условиях пандемии 
Рассмотрим условия теоремы [14] о необходимом условии оптимальности решения задачи 

(3)–(4) оптимального управления численностью населения в зависимости от возраста.  

1. Полагается, что функции в правой части квазилинейны по  м  ж. В обозначениях теоремы 

имеем, что               ,     ,        ,     ,                   ,      , 

    
 

 
                

 
,     ,                . 

2.    – диагональная матрица, так как в рамках данной задачи    – скаляр. 

3. Функции                имеют компактный носитель. Для    и    выполняются тривиально. 

Компактность носителей     и    следует из рассмотрения задачи на замкнутом и ограниченном 

временном и возрастном интервалах. 

4. Условия на измеримость, непрерывность, дважды дифференцируемость и ограниченность 

полагаются очевидными. 

5. Ограниченность начального условия следует из его восстановления кубическими сплай-

нами. 

6. Для    и           неотрицательность – тривиальна. Для          выполняется при 

неотрицательности     , что верно при        для восстановленных модельных коэффициен-

тов рождаемости. 

Таким образом, используя алгоритмы численного решения поставленной задачи, можно най-

ти решение, подозрительное на оптимальность. 

Для численного решения задачи оптимального управления построим её функцию Лагранжа: 



Краткие сообщения 
Brief reports 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
2022. Vol. 22, no. 4. P. 141–150 

146 

   м  ж  м  ж  м  ж    

 
 

 
    м  

      м      
 
  

    

 
    ж  

      ж      
 
  

    

 
    

                   
  

 
 

    

 
     м       м   м   м м м     

    

 

  

 
   

    ж       ж   ж   ж ж ж     
    

 

  

 
.              (7) 

Составим соответствующие сопряжённые уравнения: 
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Найдём управления из условия равенства производной функции Лагранжа по управлению 

нулю: 
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                  (9) 

Тогда опишем дискретную постановку задачи (3)–(4) для описания численного алгоритма 

нахождения решения: 
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               (4’) 

где    и    – шаги в равномерных сетках по времени и по возрасту соответственно. 

Тогда алгоритм численного решения нелинейной гиперболической задачи оптимального 

управления с ДУ в ЧП имеет вид [15]: 

1. Задаём значения  м
 
    и  ж

 
    для любой пары      . 

2. Из системы (4’) вычисляем соответственные траектории  м
  и  ж

 . 

3. Вычисляем значение функционала   . 

4. Если       или              , то решение получено, иначе 

5. Находим сопряженные множители   , аналогично   . 

6. Вычисляем новое управление    путём минимизации функции Лагранжа. 

7. Переходим к шагу 2. 

Отметим, что величины    и     – допустимая точность приближения и допустимая точность 

сходимости соответственно. 

Используя данный алгоритм, построили распределение численности на 1 января 2021 года, 

характеризуемое следующими отклонениями от фактических численностей возрастных катего-

рий (табл. 3). 
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Таблица 3 
Оценка точности моделируемого распределения на 1 января 2021 года 

Table 3 
Estimation of the accuracy of the simulated distribution as of January 1, 2021 

    
Отклонение от   , % 

    
Отклонение от   , % 

Мужчины Женщины Мужчины Женщины 

0 –0,64 –0,58 25 1,42 1,70 

1 0,04 0,79 30 –1,46 –1,60 

2 –0,02 0,05 35 2,74 2,65 

3 –1,09 –1,06 40 –3,15 –2,36 

6 3,91 1,31 45 3,17 2,79 

7 0,60 0,72 50 –3,16 –2,44 

8 0,12 –0,46 55 1,45 1,63 

14 –1,43 2,80 60 –0,52 –0,70 

16 0,88 –0,53 65 –0,68 –1,73 

18 0,64 3,49 70 –1,80 1,74 

20 –1,01 –1,96    

 

5. Количественная оценка влияния пандемии 

В соответствии с законом Гомпертца и выражения                                       

получим, что            – зависимая от времени нелинейная компонента относительной скорости 

нарастания интенсивности смертности. Обозначим также величину               как темп на-

растания интенсивности смертности. Построим графики для рассматриваемых величин (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Графики             и             

Fig. 1. Graph of            ,             

 

Из анализа темпа нарастания интенсивности смертности можно отметить, что неординарные 

внешние факторы играют заметную роль для возрастных категорий 60–80 у мужчин и 62–85 у 

женщин. Кроме того, влияние внешних факторов на динамику смертности у мужчин сильнее и 

затрагивает больший возрастной диапазон. 

Для оценки доли влияния пандемии COVID-19 на динамику смертности по Оренбургской 

области рассмотрим функции: 

 м          м           м              
и 

 ж          ж           ж            , 

где  м     и  ж     – функции, полученные аналогично  м и  ж на основе данных за 2019 год  

(до пандемии). 

Построим графики функции  м      и  ж      (рис. 2). 
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Рис. 2. Графики  м      и         

Fig. 2. Graph of  м     ,         

 

Величины  м      и  ж      представляют собой очищенное от влияния внешних сезонных и 

возрастных факторов, полагаемых ординарными (действовавшими в доковидный год), влияние 

не учтённых моделью факторов.  

Тем самым величины  м      и  ж      можно интерпретировать как влияние пандемии в це-

лом, т. е. влияние как самого вируса, так и ответных действий на него. Из построенного выше 

графика следует, что наибольшее влияние пандемия оказала на 55–80-летних среди мужчин и  

55–70-летних среди женщин. Из амплитуд (для мужчин максимальная амплитуда – порядка 0,3, 

для женщин – 0,15) полученных кривых можно сделать вывод, что пандемия оказала большее 

влияние на мужчин, чем на женщин, однако волнообразный характер полученных кривых может 

свидетельствовать также о зашумлённости восстановленного начального распределения числен-

ности населения. 

Тогда для проверки адекватности модели рассмотрим величину, независимую от точного ви-

да распределения численности. 

По определению средняя ожидаемая продолжительность жизни (СОПЖ) – математическое 

ожидание случайной величины «Вероятность умереть в возрасте  ». 

Распределение данной случайной величины в рамках управляемой модели имеет вид 

       
 

    
   
 
   ,                  (10) 

где                         – количество умерших за время    людей возраста   .  

Тогда СОПЖ    вычисляется по формуле 

        
    

 
    

               

     .              (11) 

Построим графики  м  и  ж  при         – СОПЖ для мужчин и женщин соответственно в 

течение 2020 года (рис. 3, 4). 
 

  

Рис. 3. График СОПЖ  м  

Fig. 3. Graph of ALE     
Рис. 4. График СОПЖ     

Fig. 4. Graph of ALE     
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На основе рис. 3, 4 можно заключить, что, во-первых, средняя продолжительность жизни среди 

мужчин падает быстрее, чем у женщин. Во-вторых, начиная с    0,2–0,25, у мужчин увеличивает-

ся скорость, а у женщин начинается падение средней ожидаемой продолжительности жизни.  

Данный временной промежуток соответствует периоду, начинающемуся в конце февраля и 

заканчивающемуся в конце марта, – появлению COVID-19 в Оренбургской области.  

Полученный результат свидетельствует об адекватности построенной модели оптимального 

управления как для описания динамики населения, так и для количественной оценки влияния 

пандемии на демографическую динамику. При этом пандемия COVID-19 довольно сильно по-

влияла на демографическую структуру населения Оренбургской области.  

 

Заключение  

Таким образом, в рамках данной работы разработана модель динамики численности населе-

ния в условиях пандемии. Преимуществами данной модели является, во-первых, высокое качест-

во прогнозов при моделировании краткосрочной динамики, во-вторых, для инициализации 

функциональных параметров модели необходимы только базовые, общедоступные демографиче-

ские данные, что облегчает её применение. 

Результаты проведенных экспериментов показали, что построенная модель обеспечивает гло-

бальное качество прогноза порядка 1,5 %, а суммарное абсолютное отклонение равно 32 457 чел. 

при населении Оренбургской области 1 942 915 чел. Оценка построенной модели интегральной 

характеристикой, не зависимой от точного вида распределения численности, средней ожидаемой 

продолжительностью жизни свидетельствует об адекватности построенной модели демографиче-

ской действительности, а также о значимом негативном влиянии пандемии на продолжитель-

ность жизни обоих полов. 
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