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Аннотация. Организационно-технические системы являются самым распространенным инст-

рументом решения народнохозяйственных задач. Однако в силу включенного в их состав персонала 
они характеризуется стохастическим поведением, что актуализирует вопрос разработки их вероят-
ностной модели. С другой стороны, вероятностный аппарат является инструментом прогнозирова-
ния грядущих явлений и ситуаций и поэтому необходим механизм его использования в предиктив-
ном (прогнозном) управлении. В работе использовано для этого первое вероятностное приближение 
в виде марковского процесса и его описания уравнением Фоккера – Планка – Колмогорова. Цель 
исследования заключается в постановке и решении задач оптимального управления с вероятност-
ными критериями качества управления для следящей схемы предиктивного управления, а также в 
разработке механизма метасистемного переключения моделей в случае адаптивной схемы с прог-
нозной моделью в контуре управления. Материалы и методы. На основе анализа научных идей и 
методологических подходов в предиктивном управлении отечественных и зарубежных авторов,  
а также математических методов и моделей осуществлен выбор двух схем реализации предиктивно-
го управления для повышения эффективности функционирования организационно-технических сис-
тем: схем следящего и адаптивного управления. Результаты. Задача оптимального управления ре-
шена с помощью двух методов: принципа максимума Понтрягина и принципа динамического про-
граммирования Беллмана. Показано, что в первом случае имеет место выпуклая вверх стратегия 
достижения целевого значения управляемой величины при максимизиующем подходе, а во втором 
случае результатом стала стратегия, выпуклая вниз, используемая для оптимального расхода управ-
ленческих ресурсов. Кроме того, для другой схемы предиктивного управления – адаптивной с про-
гностической моделью в контуре – доказана эффективность применения стратегии метасистемного 
переключения моделей с постановкой и решением шести метасистемных задач. Заключение. Пред-
лагаемый подход может быть использован при проектировании систем управления в организацион-
но-технических системах и выборе стратегий поведения в сложных рыночных условиях при реше-
нии проблем их развития. 

Ключевые слова: предиктивное управление, следящая система, адаптивная система, оптималь-
ное управление, моделирование, метасистемное переключение 
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Abstract. Organizational and technical systems are the most common tool for solving national economic 

problems. However, due to the personnel included in them, they are characterized by stochastic behavior, 
which raises the issue of developing their probabilistic model. On the other hand, the probabilistic apparatus 
is a tool for forecasting future phenomena and situations and therefore a mechanism for its use in predictive 
(forecast) management is needed. For this purpose, the work uses the first probabilistic approximation in  
the form of a Markov process and its description by the Fokker–Planck–Kolmogorov equation. The purpose 
of the study is to formulate and solve optimal control problems with probabilistic control quality criteria for 
a tracking predictive control scheme, as well as to develop a mechanism for metasystem switching of mo-
dels in the case of an adaptive scheme with a predictive model in the control loop. Materials and methods. 
Based on the analysis of scientific ideas and methodological approaches in predictive management of do-
mestic and foreign authors, as well as mathematical methods and models, two schemes for implementing 
predictive management were selected to improve the efficiency of the functioning of organizational and 
technical systems: tracking schemes and adaptive management. Results. The optimal control problem was 
solved using two methods: Pontryagin's maximum principle and Bellman's principle of dynamic program-
ming. It is shown that in the first case there is a convex upward strategy for achieving the target value of  
the controlled value with a maximizing approach, and in the second case the result is a convex downward 
strategy used for the optimal consumption of management resources. In addition, for another predictive 
control scheme – adaptive with a predictive model in the loop, the effectiveness of using the strategy of 
metasystem switching of models with the formulation and solution of six metasystem problems has been 
proven. Conclusion. The proposed approach can be used when designing management systems in organiza-
tional and technical systems and choosing behavior strategies in difficult market conditions when solving 
problems of their development. 

Keywords: predictive control, tracking system, adaptive system, optimal control, modeling, metasystem 
switching 
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Введение 
Организационно-техническая система в силу включенного в ее состав персонала характери-

зуется стохастическим поведением [1]. Это делает актуальным вопрос разработки вероятностной 
модели ее поведения. С другой стороны, вероятностный аппарат является инструментом прогно-
зирования грядущих явлений и ситуаций и поэтому необходим механизм его использования в 
предиктивном (прогнозном) управлении. Воспользуемся для этого аппаратом первого вероятно-
стного приближения в виде марковского процесса и его описания уравнением Фоккера – Планка – 
Колмогорова (ФПК). 

 
1. Описание подхода 
При проектировании можно использовать две схемы предиктивного управления: следящую [2] 

или адаптивную с прогностической моделью в контуре [3–5]. Исследуем в порядке перечисления 
возможности этих схем.  

Пусть вероятность востребованности результата функционирования организационно-техни-
ческой системы в обществе, например, в виде экспериментального результата работы научной 
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установки с обслуживающими ее людьми (или произведенной производственным предприятием 
продукции на рынке) имеет марковскую природу и меняется во времени ݐ, а также зависит от не-
которой переменной ݔ, характеризующей степень этой востребованности (например, количество 
потенциальных покупателей продукции).  

Применим к плотности, описанной выше вероятности ߱଴
∗ , уравнение Фоккера – Планка – 

Колмогорова [6]: 
డఠబ

∗

డ௧
= −ܽ଴

డఠబ
∗

డ௫
+ ௕బ

ଶ
డమఠబ

∗

డ௫మ ,                    (1) 
где ܽ଴ – коэффициент сноса; ܾ଴ – коэффициент диффузии.  

Уравнение (1) является параболическим [7], и оно подстановками 
߱଴

∗ = ݁ఓ௫ାఒ௧ ∙ ߱ଵ
,ݔ)∗ ,(ݐ ߤ = ܽ଴ ܾ଴⁄ ߣ  = − ܽ଴

ଶ 2ܾ଴⁄               (2) 
может быть приведено к каноническому виду  

డఠభ
∗

డ௧
= ܾଵ

డమఠభ
∗

డ௫మ .                      (3) 
Заметим теперь, что дальше мы будем иметь дело с преобразованной вероятностью, описы-

ваемой этим уравнением. 
С другой стороны, пусть готовность самой организационно-технической системы к функ-

ционированию и производству востребованного результата также является случайным процес-
сом, хотя в определенной степени и управляемым. Принимая опять гипотезу марковости этого 
процесса и учитывая, что это другой процесс и поэтому коэффициенты переноса ܽ и диффузии ܾ 
также будут другими, получаем второе уравнение ФПК. Поведение плотности вероятности го-
товности системы ߱ описывается уравнением  

డఠ
డ௧

= ܾଶ
డమఠ
డ௫మ .                       (4) 

Из этого уравнения следует, что управлять процессом повышения готовности организацион-
но-технической системы можно, только изменяя коэффициент ܾଶ, добиваясь его близости к ܾଵ 
(цель управления – ܾଶ → ܾଵ). Тогда уравнение (4) преобразуется следующим образом: 

డఠ
డ௧

= ݕܾ డమఠ
డ௫మ .                       (5) 

Здесь управляющее воздействие носит в большой степени организационный характер, по-
скольку управлять вероятностью можно, только создавая благоприятные условия для появления 
желаемого события и устраняя причины его непоявления.  

Задача оптимального управления организационно-технической системой [8] в этом пред-
ставлении должна сводиться к обеспечению такого уровня ее готовности, который приводит к 
минимуму различия плотностей вероятностей, подчиняющихся уравнениям (3) и (5).  

 
2. Решение с помощью принципа максимума Понтрягина 
Для решения поставленной задачи оптимального управления применим прием, подобный 

идее профессора А.М. Летова [9]. В соответствии с ней в функционал включим вероятностный 
критерий качества управления в виде суммы квадрата потерь от недостаточности управления, 
описываемых разностью плотностей вероятностей, введенных выше, и квадрата затрат на управ-
ление, снижающее эти потери [10, 11]: 

ܨ = ∫ ∫ ଵ߱)ݍ)
∗ − ߱)ଶ + (ܾଵ − ∞ݐ݀ݔ݀(ଶ(ܾݕ

଴
௧೑

଴ → min,              (6) 
где ݍ – постоянный коэффициент; ݐ௙ – время окончания управления. 

Составим лагранжиан, в который входит как подынтегральная функция из (6), так и уравне-
ние состояния объекта управления – готовность (5) с использованием одного коэффициента  
Лагранжа ߰: 

ܮ = ଵ߱)ݍ
∗ − ߱)ଶ + (ܾଵ − ଶ(ܾݕ + ߰ ቀܾݕ డమఠ

డ௫మ − డఠ
డ௧

ቁ → min.            (7) 
Применим сначала принцип максимума Понтрягина, для чего составим гамильтониан, тре-

бующий максимизации: 
ܪ = ଵ߱)ݍ

∗ − ߱)ଶ + (ܾଵ − ଶ(ܾݕ + ݕܾ߰ డమఠ
డ௫మ → max.              (8) 

Используя одно из сопряженных уравнений, получаем 
డట
డ௧

= ଵ߱)ݍ2
∗ − ߱).                     (9) 
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Исключаем теперь множитель Лагранжа: 
ܪ = ଵ߱)ݍ

∗ − ߱)ଶ + (ܾଵ − ଶ(ܾݕ + ݕܾݍ2 డమఠ
డ௫మ (߱ଵ

ݐ∗ − ܲ),           (10) 

где ܲ = ∫ ௧೑ݐ݀߱
଴ . Определяем управляющее воздействие, при котором имеет место максимум га-

мильтониана: 
డு
డ௬

= −2ܾ(ܾଵ − (ܾ∗ݕ + ܾݍ2 డమఠ
డ௫మ (߱ଵ

ݐ∗ − ܲ) = 0.             (11) 
В итоге 
∗ݕ = ௕భ

௕
− ௤

௕
డమఠ
డ௫మ (߱ଵ

ݐ∗ − ܲ).                 (12) 
Подставляя найденное решение в (5), имеем 
డఠ
డ௧

= ܾ ቆ௕భ
௕

− ௤
௕

డమఠ
డ௫మ (߱ଵ

ݐ∗ − ܲ)ቇ డమఠ
డ௫మ                 (13) 

или 
డఠ
డ௧

= ܾଵ
డమఠ
డ௫మ − ݍ ቀడమఠ

డ௫మ ቁ
ଶ

(߱ଵ
ݐ∗ − ܲ).                (14) 

Не определяя решения, попытаемся ответить на вопрос о его характере, для чего продиффе-
ренцируем уравнение (14) еще раз по времени:  

డమఠ
డ௧మ = ߱)ݍ − ߱ଵ

∗) ቀడమఠ
డ௫మ ቁ

ଶ
.                  (15) 

Поскольку ߱ଵ
∗ – целевая плотность вероятности, определяемая на горизонте планирования пре-

диктивной системы управле-
ния, она выше, чем текущая 
плотность вероятности, в 
результате ее вторая произ-
водная отрицательна, что 
говорит о выпуклом вверх 
характере полученной кри-
вой поведения этой величи-
ны (при этом множитель (2) 
не может изменить этого 
характера). На рис. 1 ход 
процесса управления с ис-
пользованием принципа мак-
симума Понтрягина отража-
ется верхней кривой 1, та-
кая стратегия является ана-
логом лисьей погони [12]. 

 
3. Решение с помощью принципа динамического программирования Беллмана 
Принцип максимума Понтрягина, как известно, дает решение максимального быстродейст-

вия и мало экономит управленческие затраты. Их реальная минимизация может быть получена 
решением задачи оптимального управления по принципу динамического программирования 
Беллмана. Составляем уравнение Беллмана с использованием функционала (6): 

ଵ߱)ݍ
∗ − ߱)ଶ + (ܾଵ − ଶ(ܾݕ + డௌ

డఠ
ݕܾ డమఠ

డ௫మ = 0,              (16) 
где ܵ – функция Беллмана. Дифференцируя это уравнение по управляющему воздействию ݕ, 
получаем 

−2ܾ(ܾଵ − (ܾݕ + ܾ డௌ
డఠ

డమఠ
డ௫మ = 0                 (17) 

или 
ݕ = ௕భ

௕
− ଵ

ଶ௕
డௌ
డఠ

డమఠ
డ௫మ .                   (18) 

Подставляем полученное решение в (16):  

ଵ߱)ݍ
∗ − ߱)ଶ + ଷ௕భ

ଶ
డௌ
డఠ

డమఠ
డ௫మ − ଵ

ଶ
ቀ డௌ

డఠ
ቁ

ଶ
ቀడమఠ

డ௫మ ቁ
ଶ

= 0.             (19) 

 
Рис. 1. Траектории достижения целевого значения управляемой величины  

в следящей системе управления 
Fig. 1. Trajectories of achieving the target value of the controlled quantity  

in the servo control system 

Горизонт планирования 

2 
1 

t 

߱
y 
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Как видим, получено нелинейное уравнение. Однако для цели данного исследования можно 
не решать его. Подставим решение (18) в уравнение (5): 

డఠ
డ௧

= ܾଵ
డమఠ
డ௫మ − ଵ

ଶ
డௌ
డఠ

ቀడమఠ
డ௫మ ቁ

ଶ
.                 (20) 

Примем функцию Беллмана квадратичной с постоянными коэффициентами ܽଵ ܽଶ: 
ܵ = ܽଵ߱ଶ + ܽଶ߱;   డௌ

డఠ
= 2ܽଵ߱ + ܽଶ               (21) 

и подставим в (20). Для определения поведения плотности вероятности во времени дифференци-
руем полученное уравнение по времени: 

డమఠ
డ௧మ + ܽଵ

డఠ
డ௧

ቀడమఠ
డ௫మ ቁ

ଶ
= 0.                  (22) 

Решение этого уравнения находим в справочнике [13]: 

߱ = ଵܥ + ଶexpܥ ൬−ܽଵ ቀడమఠ
డ௫మ ቁ

ଶ
 ൰.                (23)ݐ

Здесь ܥଵ и ܥଶ – константы интегрирования. 
Повторяя рассуждения о том, что целевая плотность вероятности больше, чем в начале 

управления, выбираем восходящую экспоненту в (21) и, следовательно, отрицательное значение 
коэффициента ܽଵ < 0. Теперь становится очевидным, что полученная кривая достижения целево-
го значения является выпуклой вниз (нижняя кривая 2 на рис. 1). Такую стратегию необходимо 
использовать для оптимального достижения результатов [14–16]. 

 
4. Адаптивная система с прогнозной моделью в контуре 
Пусть теперь объект управления настолько сложный, что его поведение на разных участках 

описывается разными моделями [17–20]. В этом случае можно применить теоретическое описа-
ние с использованием метасистемного подхода [21]. На рис. 2 представлен метасистемный меха-
низм переключения моделей при изменении ситуации. Ветвь управления, содержащая модель, и 
прямая ветвь с объектом управления включены параллельно так, что на объект и на выбранную 
модель (находящуюся в области моделирования) действуют одинаковые управляющие U- и воз-
мущающие F-воздействия. Блок принятия решений анализирует управленческую ситуацию по 
разностному и возмущающему сигналам и принимает решение о дальнейшем управлении в от-
ношении либо коррекции, либо даже смены модели объекта управления на более адекватную си-
туации. При этом разностный сигнал образуется вычитанием из модельного мܻ управляемой ве-
личины ܻ. 

 

 
Рис. 2. Механизм переключения моделей в системе управления с прогнозной моделью 

Fig. 2. Model switching mechanism in a control system with a predictive model 
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Самый простой механизм переключения модели будет в случае, когда объект сам является 
метасистемой. Примером может быть функционирование поликлиники. Если пришел пациент с 
больным ухом, объектом управления становится кабинет отоларинголога с соответствующим 
оборудованием и врачом соответствующей квалификации, а в область моделирования выдвига-
ется модель процесса лечения уха. Если же затем подошел пациент с больным глазом, то меняет-
ся как кабинет, так и модель процесса лечения. 

В случае же, когда объект управления представляется составной моделью, переключение с 
одной модели на другую будет происходить по результатам сравнения разностного сигнала для 
разных моделей при одинаковых управляющих и возмущающих воздействиях. При этом выбор 
будет сделан в пользу модели, в которой разностный сигнал меньше. 

 
Заключение 
Таким образом, исследование предиктивных схем управления функционированием органи-

зационно-технических систем доказывает их результативность и выявляет схемные решения, при 
которых она будет наивысшей. Так, в случае большой неопределенности поведения объекта 
управления и влияющих факторов необходимо использовать следящую схему управления, выби-
рая максимизирующую стратегию с выпуклой вверх траекторией или оптимальную с траектори-
ей, выпуклой вниз. В случае большей детерминированности можно использовать адаптивную 
схему с прогнозной моделью и стратегией ее метасистемного переключения. 
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