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Аннотация. Целью исследования является выделение в уравнениях динамики механических 

систем обобщенных гироскопических инерционных сил, состоящих из части центробежных и корио-
лисовых инерционных сил, с указанием тел, движения которых формируют эти силы. Методы иссле-
дования относятся к механике систем тел, системному анализу и робототехнике. Результаты иссле-
дования позволяют выписывать общие формулы вычисления обобщенных центробежных, кориоли-
совых и гироскопических инерционных сил через частные производные по обобщенным координа-
там от элементов матрицы инерционных коэффициентов в выражении кинетической энергии произ-
вольной механической системы. В процессе анализа этих формул для систем тел со структурой  
открытого дерева, например, орбитальных станций с манипуляторами на борту или шагающих ап-
паратов в одноопорной фазе ходьбы, выделены тела, движения которых влияют на возникновение 
перечисленных инерционных сил. Для манипуляционных систем роботов приведены примеры урав-
нений динамики, в которых выделены все возможные инерционные силы и указаны тела, их форми-
рующие. Заключение. Выделение гироскопических сил позволяет упростить формулу вычисления 
потребляемой мощности приводов, так как мощность этих сил равна нулю. Этот факт, в частности, 
позволяет упростить выражение минимизируемого функционала в задаче энергетически оптималь-
ного управления. Выделенные центробежные силы можно использовать для реализации программ-
ных движений некоторых тел манипуляторов с полярной, цилиндрической,  сферической и ангуляр-
ной системами координат без затрат потребляемой мощности их приводов. 

Ключевые слова: системы тел, уравнения динамики, инерционные силы (центробежные, корио-
лисовы, гироскопические), манипуляторы 
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Abstract. The purpose of the study is to identify in the equations of dynamics of mechanical systems 

generalized gyroscopic inertial forces, consisting of a part of centrifugal and Coriolis inertial forces, indica-
ting the bodies whose movements form these forces. The methods of research refer to mechanics of body 
systems, systems analysis and robotics. The results of the study allow us to write out general formulas for 
calculating generalized centrifugal, Coriolis and gyroscopic inertial forces through partial derivatives  
on generalized coordinates from elements of the matrix of inertial coefficients in the expression of kinetic 
energy of arbitrary mechanical system. In the process of analyzing these formulas for systems of bodies 
with an open tree structure, such as orbital stations with manipulators on board or walking vehicles in  
the single-supported walking phase, the bodies whose movements affect the occurrence of the listed inertial 
forces are highlighted. For robot manipulation systems we present examples of the equations of dynamics, 
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in which all possible inertial forces are highlighted and the bodies that form them are indicated. Conclu-
sion. Singling out the gyroscopic forces allows you to simplify the formula for calculating the power con-
sumption of drives, because the power of these forces is zero. This fact, in particular, allows to simplify  
the expression of the minimizing functional in the problem of energy optimal control. The isolated centrifu-
gal forces can be used to realize program motions of some bodies of manipulators with polar, cylindrical, 
spherical and angular coordinate systems without expenditure of power consumed by their drives. 

Keywords: body systems, equations of dynamics, inertial forces (centrifugal, Coriolis, gyroscopic), 
manipulators 
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Введение 
Для управления механическими системами (МС), например, манипуляционными системами 

промышленных роботов, широко используются уравнения динамики (УД) [1, 2]. Эти УД чаще 
всего выводятся по формализму Лагранжа [3–5], реже по формализму Аппеля и другим формализ-
мам [6]. Для использования формализма Лагранжа необходимо знать выражение Лагранжиана, 
т. е. разности кинетической и потенциальной энергии. Выражением кинетической энергии МС 
является квадратичная форма обобщенных скоростей, коэффициентами которой являются эле-
менты матрицы инерционных коэффициентов (МИК). Вывод элементов МИК для МС с тремя и 
более подвижными телами является сложной и громоздкой задачей. Не менее сложно применять 
к кинетической энергии формализм Лагранжа. Поэтому в учебной и научной литературе чаще 
всего выводятся УД плоских двухзвенников [7–10]. Рассматриваются также конкретные МС 
[11–13] и их классы [14].  

Несколько новых методов выписывания элементов МИК изложено в книге [15]. Там же по 
формализму Лагранжа выведены общие формулы для автоматического выписывания обобщен-
ных инерционных сил (ОИС). В конкретных примерах, демонстрирующих эффективность пред-
ложенного формализма выписывания УД, из ОИС выделены гироскопические инерционные си-
лы (ГИС). Но общие формулы отдельного выписывания центробежных инерционных сил (ЦИС), 
кориолисовых инерционных сил (КИС) и выделения среди них ГИС в книге [15] отсутствуют.  
В настоящей статье этот пробел устранен. 

Постановка задачи. В статье ставится задача вывода общих формул для выписывания ОИС 
в виде суммы ЦИС, КИС и ГИС для произвольных механических систем с голономными стацио-
нарными связями и их распространения на два класса систем тел (СТ), на древовидные СТ с 
открытыми ветвями (ДСТОВ) и на СТ с одной открытой ветвью (СТОВ). В структуре формул 
для ДСТОВ и СТОВ должны быть явно выделены номера тел, движения которых порождают 
указанные ОИС. Эффективность предлагаемых формул можно продемонстрировать на приме-
рах ручного выписывания ЦИС, КИС и ГИС ДСТОВ для типовых манипуляторов промышлен-
ных роботов. 

 
1. Формализмы выписывания ОИС 
Введем обозначения:  
 ;௜ – ݅-я обобщенная скорость (ОС)ݍ̇
௜௝ܪ) ௝௜ – элементы симметричнойܪ = -௝௜) положительно определенной матрицы инерционܪ

ных коэффициентов (МИК); 
,ଵݍ ,ଶݍ . . . ,  ;ே – обобщенные координаты (ОК)ݍ
௝௜௞ܪ = /௝௜ܪ∂ ௞ݍ∂ ,    ݆ ≥ ݅. 
Утверждение 1. УД механической системы с голономными стационарными связями пред-

ставимы в виде 
∑  ௜ିଵ

௝ୀଵ ௝ݍ௜௝̈ܪ + ௜ݍ௜௜̈ܪ + ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜̈ܪ + ℎ௖௜ + ℎ௢௜ + ℎ௚௜ = ܳ௚௜,            (1) 

где ݅ = 1,2, . . . , ܰ; ܳ௚௜ – ݅-я обобщенная движущая сила, включающая силу тяжести;  
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ℎ௖௜ = ௜ݍ௜௜௜̇ܪ0,5
ଶ + ∑  ே

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜௝̇ܪ
ଶ                   (2) 

– ЦИС(݅) – центробежная инерционная сила, действующая на ݅-е тело; 

ℎ௢௜ = ௜ݍ0,5̇ ∑  ே/௜
௝ୀଵ ௝ݍ௜௜௝̇ܪ + ∑  ே

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே/௝
௞ୀଵ  ௞               (3)ݍ௝௜௞̇ܪ

– КИС(݅) – кориолисова инерционная сила, действующая на ݅-е тело; 
∂ܶ/ ௜ݍ∂ = 0,5 ∑  ே

௝ୀଵ ௝ݍ௝௝௜̇ܪ
ଶ + ∑  ே

௞ୀଶ ௞ݍ̇ ∑  ௞ିଵ
௝ୀଵ  ௝;              (4)ݍ௞௝௜̇ܪ

ℎ௚௜ = ∑  ௜ିଵ
௝ୀଵ ௝ݍ௜௝̇ܪ̇ + ௜ݍ௜௜̇ܪ0,5̇ − ∂ܶ/  ௜                 (5)ݍ∂

– ГИС(i) – гироскопическая инерционная сила, действующая на i-е тело. 
В формуле (3) запись ܰ/݅ в верхнем пределе суммирования указывает на то, что индекс сум-

мирования не принимает значение ݅. Аналогично трактуется запись ܰ/݆. 
Доказательство. Кинетическая энергия механической системы (МС) с голономными ста-

ционарными связями представима в виде 
ܶ = 0,5 ∑  ே

௝ୀଵ ௝ݍ௝௝̇ܪ
ଶ + ∑  ே

௞ୀଶ ௞ݍ̇ ∑  ௞ିଵ
௝ୀଵ  ,௝ݍ௞௝̇ܪ

где в общем случае элементы МИК зависят от всех ОК. Из выражения ܶ получим  
∂ܶ/ ௜ݍ̇∂ = ∑  ௜ିଵ

௝ୀଵ ௝ݍ௜௝̇ܪ + ௜ݍ௜௜̇ܪ + ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ  .௝ݍ௝௜̇ܪ

Согласно формализму Лагранжа УД МС представим в виде [16] 
(∂ܶ/ ௜)௧ݍ̇∂

ᇱ − ∂ܶ/ ௜ݍ∂ = ∑  ௜ିଵ
௝ୀଵ ௝ݍ௜௝̈ܪ + ௜ݍ௜௜̈ܪ + ∑  ே

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜̈ܪ + ℎ௜ = ܳ௚௜, 
где ℎ௜ – ݅-я обобщенная инерционная сила (ОИС), вычисляемая по формулам: 

ℎ௜ = ℎ௔௜ + ℎ௕௜ + ℎ௣௜ − ∂ܶ/  ,௜ݍ∂

ℎ௔௜ = ∑  ௜ିଵ
௝ୀଵ  ,௝ݍ௜௝̇ܪ̇

ℎ௕௜ =  ,௜ݍ௜௜̇ܪ̇
ℎ௣௜ = ∑  ே

௝ୀ௜ାଵ  ௝,                     (6)ݍ௝௜̇ܪ̇
ப்
ப௤೔

= ℎௗ௜ + ℎ௘௜, 

ℎௗ௜ = 0,5 ∑  ே
௝ୀଵ ௝ݍ௝௝௜̇ܪ

ଶ, 

ℎ௘௜ = ∑  ே
௞ୀଶ ௞ݍ̇ ∑  ௞ିଵ

௝ୀଵ  .௝ݍ௞௝௜̇ܪ
Из формул (6) следует искомая формула (4). 
Выделим из ОИС гироскопические составляющие, т. е. ГИС. Для этого выполним следую-

щие очевидные преобразования: 
∑  ே

௜ୀଵ ℎ௘௜̇ݍ௜ = ∑  ே
௜ୀଵ ௜ݍ̇ ∑  ே

௞ୀଶ ௞ݍ̇ ∑  ௞ିଵ
௝ୀଵ ௝ݍ௞௝௜̇ܪ =  

= ∑  ே
௞ୀଶ ௞ݍ̇ ∑  ௞ିଵ

௝ୀଵ ௝ݍ̇ ∑  ே
௜ୀଵ ௜ݍ௞௝௜̇ܪ = ∑  ே

௜ୀଶ ௜ݍ̇ ∑  ௜ିଵ
௝ୀଵ  .௜௝ܪ௝̇ݍ̇

Теперь  
∑  ே

௜ୀଵ (ℎ௔௜ − ℎ௘௜)̇ݍ௜ = ∑  ே
௜ୀଵ ௜ݍ̇ ∑  ௜ିଵ

௝ୀଵ ௝ݍ௜௝̇ܪ̇ − ∑  ே
௜ୀଶ ௜ݍ̇ ∑  ௜ିଵ

௝ୀଵ ௜௝ܪ௝̇ݍ̇ = 0. 
Следовательно, по определению Тэта (мощность ГИС равна нулю [16]) выражение ℎ௔௜ − ℎ௘௜ 

входит в формулу вычисления ГИС(݅). Аналогично 
∑  ே

௜ୀଵ ℎௗ௜̇ݍ௜ = 0,5 ∑  ே
௜ୀଵ ௜ݍ̇ ∑  ே

௝ୀଵ ௝ݍ௝௝௜̇ܪ
ଶ = 0,5 ∑  ே

௝ୀଵ ௝ݍ̇
ଶ ∑  ே

௜ୀଵ ௜ݍ௝௝௜̇ܪ = 0,5 ∑  ே
௝ୀଵ ௝ݍ௝௝̇ܪ̇

ଶ. 
Теперь  
∑  ே

௜ୀଵ (0,5ℎ௕௜ − ℎௗ௜)̇ݍ௜ = 0,5 ∑  ே
௜ୀଵ ௜ݍ௜௜̇ܪ̇

ଶ − 0,5 ∑  ே
௝ୀଵ ௝ݍ௝௝̇ܪ̇

ଶ = 0, 
т. е. выражение 0,5ℎ௕௜ − ℎௗ௜ входит в формулу вычисления ГИС(݅). 

Таким образом, ℎ௜ = 0,5ℎ௕௜ + ℎ௣௜ + ℎ௚௜, где формула вычисления ГИС имеет вид  
ℎ௚௜ = ℎ௔௜ − ℎ௘௜ + 0,5ℎ௕௜ − ℎௗ௜ = ℎ௔௜ + 0,5ℎ௕௜ − ∂ܶ/  ,௜ݍ∂

что с учетом обозначений (6) доказывает искомую формулу (5). 
Выражение 0,5ℎ௕௜ + ℎ௣௜, не входящее в ГИС(݅), представим в виде суммы ℎ௖௜ + ℎ௢௜, где  

ℎ௖௜ – ЦИС, ℎ௢௜ – КИС. Для этого в выражениях ℎ௕௜, ℎ௣௜ выделим слагаемые с квадратами ОС.  
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Эти слагаемые составляют ЦИС. Оставшиеся слагаемые составляют КИС. Используя обозначе-
ние (6), получим 

0,5ℎ௕௜ + ℎ௣௜ = ௜ݍ௜௜̇ܪ0,5̇ + ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜̇ܪ̇ =  

= ௜ݍ0,5̇ ∑  ே
௞ୀଵ ௞ݍ௜௜௞̇ܪ + ∑  ே

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே
௞ୀଵ ௞ݍ௝௜௞̇ܪ = ℎ௖௜ + ℎ௢௜, 

где  
ℎ௖௜ = ௜ݍ௜௜௜̇ܪ0,5

ଶ + ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜௝̇ܪ

ଶ, 

ℎ௢௜ = ௜ݍ0,5̇ ∑  ே/௜
௞ୀଵ ௞ݍ௜௜௞̇ܪ + ∑  ே

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே/௝
௞ୀଵ  ,௞ݍ௝௜௞̇ܪ

что совпадает с искомыми формулами (2), (3). Утверждение доказано. 
Рассмотрим древовидные системы тел с открытыми ветвями (ДСТОВ), состоящие из посту-

пательных и вращательных кинематических пар, где в качестве ОК приняты относительные ли-
нейные и угловые величины. В ДСТОВ каждое тело имеет несущие и несомые тела. В случае 
подсистемной нумерации тел ДСТОВ знак суммирования величины ௝ܽ по номерам тел, несущих 
݅-е тело, записывается в виде ∑  ௜ିଵ

௝ ௝ܽ и знак суммирования величины ௝ܽ по номерам тел, несомых 
݅-м телом, записывается в виде ∑  ே೔

௝ୀ௜ାଵ ௝ܽ, где ௜ܰ – номер последнего тела ݅-й подсистемы 
ДСТОВ [15]. 

Утверждение 2. УД ДСТОВ с подсистемной нумерацией тел представимы в виде  
∑  ௜ିଵ

௝ ௝ݍ௜௝̈ܪ + ௜ݍ௜௜̈ܪ + ∑  ே೔
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜̈ܪ + ℎ௖௜ + ℎ௢௜ + ℎ௚௜ = ܳ௚௜, 

где ݅ = 1,2, . . . , ܰ;  
ℎ௖௜ = ∑  ே೔

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜௝̇ܪ
ଶ                      (7) 

– ЦИС(݅), действующая на ݅-е тело и зависящая от квадратов ОС его несомых тел;  

ℎ௢௜ = ℎ௢௜
௚ + ∑  ே೔

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே೔/௝
௞ୀ௜ାଶ  ௞                  (8)ݍ௝௜௞̇ܪ

– КИС(݅), действующая на ݅-е тело и зависящая от произведений разноименных ОС его несомых 
тел, а также от произведения ОС ݅-го тела на ОС его несомых тел; 

ℎ௚௜ = ℎ௢௜
௚ + ∑  ௜ିଵ

௝ ௝ݍ௜௝̇ܪ̇ − ∂ܶ/  ௜                   (9)ݍ∂
– ГИС(݅), действующая на ݅-е тело и зависящая, во-первых, от квадратов ОС его несущих тел, во-
вторых, от произведения ОС ݅-го тела на ОС его несомых тел, в-третьих, от произведений разно-
именных ОС его несущих тел на ОС как несущих, так и несомых тел;  

ℎ௢௜
௚ = ௜ݍ0,5̇ ∑  ே೔

௝ୀ௜ାଵ  ௝                  (10)ݍ௜௜௝̇ܪ

– составляющая КИС(݅) и ГИС(݅), действующая на ݅-е тело и зависящая от произведения ОС  
݅-го тела на ОС его несомых тел. 

Доказательство. Общий вид УД для ДСТОВ получается из формулы (1) путем использова-
ния записей сумм по номерам несущих и несомых тел. 

В ДСТОВ с подсистемной нумерацией тел ܪ௝௝ зависит от ݍ௝ାଵ, ݍ௝ାଶ, ..., ݍேೕ, ܪ௞௝ зависит от 
 .௞௝௜ индекс ݅ должен быть больше индекса ݆ [15]ܪ ேೖ и в обозначенииݍ ,... ,௞ାଵݍ ,௞ݍ,... ,௝ାଶݍ ,௝ାଵݍ
Поэтому для ДСТОВ формулы (2), (3) принимают вид:  

ℎ௖௜ = ∑  ே೔
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜௝̇ܪ

ଶ, 

ℎ௢௜ = ௜ݍ0,5̇ ∑  ே೔
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௜௜௝̇ܪ + ∑  ே೔

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே೔/௝
௞ୀ௜ାଶ  ,௞ݍ௝௜௞̇ܪ

что с учетом обозначения (10) совпадает с формулами (7), (8). 
Для ДСТОВ из формулы (5) получим 
ℎ௚௜ = ∑  ௜ିଵ

௝ ௝ݍ௜௝̇ܪ̇ + ௜ݍ0,5̇ ∑  ே೔
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௜௜௝̇ܪ − ∂ܶ/  ,௜ݍ∂

что с учетом обозначения (10) совпадает с формулой (9). Утверждение доказано. 
Рассмотрим системы тел с одной открытой ветвью (СТОВ). Для них цепочка тел с номерами 

1,2, . . . , ݅ − 1 является несущей для i-го тела и цепочка тел с номерами ݅ + 2, ݅ + 3, . . . , ܰ является 
несомой ݅-м телом. 
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Утверждение 3. УД СТОВ представимы в виде 
∑  ௜ିଵ

௝ୀଵ ௝ݍ௜௝̈ܪ + ௜ݍ௜௜̈ܪ + ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜̈ܪ + ℎ௖௜ + ℎ௢௜ + ℎ௚௜ = ܳ௚௜,           (11) 

где ݅ = 1,2, . . . , ܰ;  
ℎ௖௜ = ∑  ே

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ௝௜௝̇ܪ
ଶ;                    (12) 

ℎ௢௜ = ℎ௢௜
௚ + ∑  ேିଵ

௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே
௞ୀ௝ାଵ ௞௜௝ܪ) +  ௞;              (13)ݍ̇(௝௜௞ܪ

∂ܶ/ ௜ݍ∂ = 0,5 ∑  ௜ିଵ
௝ୀଵ ௝ݍ௝௝௜̇ܪ

ଶ + ∑  ௜ିଵ
௝ୀଵ ௝ݍ̇ ∑  ே

௞ୀ௝ାଵ  ௞;            (14)ݍ௞௝௜̇ܪ
ℎ௚௜ = ℎ௢௜

௚ + ∑  ௜ିଵ
௝ୀଵ ௝ݍ௜௝̇ܪ̇ − ∂ܶ/  ௜;                (15)ݍ∂

ℎ௢௜
௚ = ௜ݍ௜௜̇ܪ0,5̇ = ௜ݍ0,5̇ ∑  ே

௝ୀ௜ାଵ  ௝;                (16)ݍ௜௜௝̇ܪ
ℎ௖ே = ℎ௢ே = ℎ௢ே

௚ = ∂ܶ/ ଵݍ∂ = 0;    ℎ௢ଵ = ℎ௚ଵ = ℎ௢ଵ
௚ .            (17) 

Доказательство. Для СТОВ элементы ܪ௞௝ МИК, где ݇ ≥ ݆, зависят от ݍ௝ାଵ, ݍ௝ାଶ, ..., ݍே [15]. 
Следовательно, для СТОВ формулы (7), (9), (10) принимают искомый вид (12), (15), (16). 

Для доказательства формулы (13) преобразуем двойную сумму в формуле (3) с учетом 
структурных свойств СТОВ. Получим  

∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே/௝

௞ୀଵ ௞ݍ௝௜௞̇ܪ = ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ∑)௝ݍ̇  ௝ିଵ

௞ୀଵ ௞ݍ௝௜௞̇ܪ + ∑  ே
௞ୀ௝ାଵ  ௞).         (18)ݍ௝௜௞̇ܪ

В первой двойной сумме изменим порядок суммирования по формуле (2) приложения 1 кни-
ги [15]. Тогда получим 

∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ௝ିଵ

௞ୀଵ ௞ݍ௝௜௞̇ܪ = ∑  ே
௞ୀ௜ାଵ ௞ݍ̇ ∑  ே

௝ୀ௞ାଵ ௝ݍ௝௜௞̇ܪ = ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே

௞ୀ௝ାଵ  .௞ݍ௞௜௝̇ܪ
Следовательно, формула (18) принимает вид 

∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே/௝

௞ୀଵ ௞ݍ௝௜௞̇ܪ = ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே

௞ୀ௝ାଵ ௞ݍ௞௜௝̇ܪ + ∑  ே
௝ୀ௜ାଵ ௝ݍ̇ ∑  ே

௞ୀ௝ାଵ   ௞ݍ௝௜௞̇ܪ
и формула (3) для СТОВ представляется в искомом виде (13). Утверждение доказано. 

 
2. Примеры выписывания ОИС 
Рассмотрим примеры выписывания по формулам (11)–(17) УД СТОВ с явно выраженными 

ЦИС, КИС и ГИС. 
В УД используются моменты инерции тел относительно осей их связанных систем коорди-

нат (ССК). Для сокращения записей будем считать, что ССК i-го тела, т. е. ССК(݅), является глав-
ной для ݅-го тела и два осевых момента инерции тела совпадают. Обозначим через ܫ௜

௫ , ௜ܫ
௬, ௜ܫ

௭ осе-
вые моменты инерции i-го тела, т. е. ܫ௜

௫ – момент инерции i-го тела относительно оси ௜ܱݔ௜, ܫ௜
௬ – мо-

мент инерции i-го тела относительно оси ௜ܱݕ௜, ܫ௜
௭ – момент инерции i-го тела относительно оси 

௜ܱݖ௜, где ݔ௜, ݕ௜, ݖ௜ – орты ССК(݅), ௜ܱ – полюс ݅-го тела. 
Условимся вводить ССК тел так, чтобы в исходном положении СТОВ, т. е. для нулевых зна-

чений ОК, оси ССК(݅) были параллельны соответствующим осям неподвижной СК, в которой ось 
абсцисс ܱݔ направлена горизонтально вправо, ось ординат ܱݕ направлена вертикально вверх и 
ось аппликат ܱݖ – на нас. В кинематических схемах СТОВ тела вращательных кинематических 
пар будем изображать в исходных относительных положениях, т. е. когда их ОК равны нулю. 

Для упрощения процесса выписывания ОИС введем в обращение таблицу ОК (ТОК). Заголо-
вок ТОК содержит обозначения номера строки ݇ и столбца ݆ МИК, на пересечении которых рас-
положен элемент ܪ௞௝, где ݇ ≥ ݆. За числами ݇ и ݆ в порядке возрастания номеров перечислены 
ОК, от которых зависят элементы МИК, т. е. циклические ОК в ТОК не записываются. Под заго-
ловком проведена двойная горизонтальная линия. ТОК разбита на блоки, которые отделены друг 
от друга двойной горизонтальной линией. Номер блока равен номеру, который записан в первом 
столбце. Столбцы ݇, ݆ отделены от столбцов ОК двойной вертикальной линией. 

ТОК заполняется по следующим правилам. 
1. Если цифра в столбце ݆ последней строки k-го блока равна ݇, то индикаторы 0 или 1 в сле-

дующих столбцах указывают на зависимость (индикатор равен 1) или независимость (индикатор 
равен 0) от соответствующей ОК диагонального элемента ܪ௞௞. 

2. Если первые две цифры строки равны ݇, ݆, то следующие за ними индикаторы 0 или 1 ука-
зывают на зависимость (1) или независимость (0) элемента ܪ௞௝ от соответствующей ОК. 
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3. Если элементы ܪ௞௝ постоянны, где ݇ ≥ ݆, то строка с первыми двумя числами ݇ и ݆ в ТОК 
отсутствует. 

Каждый пример начинается с рисунка, на котором представлены кинематическая схема ма-
нипулятора (далее – схема), его МИК и ТОК. Схема и МИК взяты из примеров 1–6 книги [15]. На 
схеме изображены положения полюсов тел, каждое из которых является началом ССК тела, и 
положения центров масс (ЦМ) тел – в виде крестиков. В записи элементов МИК и в основном 
тексте используются следующие обозначения: 

ܽ௜ = ݉௢௜| ௜ܱܥ௜|, где ݉௢௜ – масса ݅-го тела, ௜ܱܥ௜ – радиус-вектор, проведенный из полюса ݅-го 
тела в его ЦМ; 

݉௜ – масса i-й подсистемы, т. е. тел с номерами ݅, ݅ + 1, . . . , ܰ; 
 ;௜ i-го телаݍ௜ – орт оси вращения ௜ܱݍ
 ;௜ поступательного движения i-го тела относительно предшествующего тела݌௜ – орт оси ௜ܱ݌
௜ݏ = sin(ݍ௜); ܿ௜ = cos(ݍ௜). 
Здесь и далее для сокращения записи МИК опускается ее обозначение ܪ, а вместо ненулевых 

наддиагональных элементов записываются их обозначения. 
Аббревиатуру МС в примерах следует трактовать как манипуляционная система робота. 
Пример 1. МС с полярной СК в вертикальной плоскости на рис. 1. Для этой МС имеем:  
ܰ = ଵݍ  ;2 = ଶ݌  ;ݖ = ଶݔ = ଶݍ  ;ଵݔ = ଵܱܱଶ;  
масса ݉௢௜ (݅ = 1,2) распределена симметрично оси ௜ܱݔ௜. 
 

 
Рис. 1. Механическая система с полярной системой координат 

Fig. 1. Mechanical system with polar coordinate system 
 
По формулам (17) имеем: 
ℎ௖ଶ = ℎ௢ଶ = ℎ௢ଶ

௚ = ∂ܶ/ ଵݍ∂ = 0,  ℎ௢ଵ = ℎ௚ଵ = ℎ௢ଵ
௚ . 

Для ݅ = 1 по формулам (12), (16) и ТОК выпишем 
ℎ௖ଵ = ଶݍଶଵଶ̇ܪ

ଶ = 0,  ℎ௢ଵ
௚ =  ,ଶݍଵଵଶ̇ܪଵݍ0,5̇

где с учетом выражения ܪଵଵ имеем ܪଵଵଶ = 2݉ଶݍଶ. 
Для ݅ = 2 по формуле (14) выпишем 
∂ܶ/ ଶݍ∂ = ଵݍଵଵଶ̇ܪ0,5

ଶ + ଶݍଶଵଶ̇ܪଵݍ̇ = ݉ଶݍଶ̇ݍଵ
ଶ. 

Следовательно, по формуле (15) получим 
ℎ௚ଶ = ଵݍଶଵ̇ܪ̇ − ∂ܶ/ ଶݍ∂ = −݉ଶݍଶ̇ݍଵ

ଶ. 
Таким образом, УД МС на рис. 1 с выделенными ГИС имеют следующий вид: 

ቊ
ଵܫ)

௭ + ଶܫ
௭ + ݉ଶݍଶ

ଶ)̈ݍଵ + 2ℎ௚ଵ = ܳ௚ଵ,
݉ଶ̈ݍଶ + ℎ௚ଶ = ܳ௚ଶ,

�  

где ℎ௚ଵ = ݉ଶݍଶ̇ݍଵ̇ݍଶ, ℎ௚ଶ = −݉ଶݍଶ̇ݍଵ
ଶ. Действительно, по определению Тэта 

ℎ௚ଵ̇ݍଵ + ℎ௚ଶ̇ݍଶ = ݉ଶݍଶ̇ݍଵ
ଶ̇ݍଶ − ݉ଶݍଶ̇ݍଵ

ଶ̇ݍଶ = 0. 
Пример 2. МС с декартовой СК в вертикальной плоскости на рис. 2. Для этой МС имеем:  
ܰ = ଵ݌  ;3 = ଶ݌  ;ݕ = ଷݍ  ;ݔ = ଵݍ  ;ݖ = ܱ ଵܱ;  ݍଶ = ଵܱܱଶ;  
масса ݉௢ଷ распределена симметрично оси ܱଷݔଷ. 
По формулам (17) имеем:  
ℎ௖ଷ = ℎ௢ଷ = ℎ௢ଷ

௚ = ∂ܶ/ ଵݍ∂ = 0,  ℎ௢ଵ = ℎ௚ଵ = ℎ௢ଵ
௚ . 
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Рис. 2. Механическая система с декартовой системой координат 

Fig. 2. Mechanical system with Cartesian coordinate system 
 
Для ݅ = 1 по формулам (12), (16) и ТОК выпишем 
ℎ௖ଵ = ଶݍଶଵଶ̇ܪ

ଶ + ଷݍଷଵଷ̇ܪ
ଶ = ଷݍଷଵଷ̇ܪ

ଶ,   
ℎ௢ଵ

௚ = ଶݍଵଵଶ̇ܪ)ଵݍ0,5̇ + (ଷݍଵଵଷ̇ܪ = ℎ௚ଵ = 0, 
где с учетом выражения ܪଷଵ имеем ܪଷଵଷ = −ܽଷݏଷ. 

Для ݅ = 2 по формулам (12), (16), ТОК и элементам МИК выпишем 
ℎ௖ଶ = ଷݍଷଶଷ̇ܪ

ଶ = −ܽଷܿଷ̇ݍଷ
ଶ,   

ℎ௢ଶ
௚ = ଶݍଶଶ̇ܪଶ̇ݍ0,5̇ = 0,  ℎ௢ଶ = ∂ܶ/ ଶݍ∂ = 0,  ℎ௚ଶ = 0. 

Согласно определению Тэта, если ܰ = 3 и ℎ௚ଵ = ℎ௚ଶ = 0, то ℎ௚ଷ = 0. 
Таким образом, в МС на рис. 2 ГИС отсутствуют и УД имеют вид 

൞
݉ଵ̈ݍଵ + ଷݍଷଵ̈ܪ + ଷݍଷଶ̇ܪ

ଶ = ܳ௚ଵ,
݉ଶ̈ݍଶ + ଷݍଷଶ̈ܪ − ଷݍଷଵ̇ܪ

ଶ = ܳ௚ଶ,
ଵݍଷଵ̈ܪ + ଶݍଷଶ̈ܪ + ଷܫ

௭̈ݍଷ = ܳ௚ଷ.

�  

Пример 3. МС с цилиндрической СК на рис. 3 (N = 3). Для этой МС имеем:  
ܰ = ଵݍ  ;3 = ଶ݌  ;ݕ = ଷ݌  ;ଵݔ = ଶݍ  ;ݕ− = ଵܱܱଶ;  ݍଷ = ܱଶܱଷ;  
массы ݉௢௜ (для ݅ = 1 и ݅ = 3) распределены симметрично осям ௜ܱݕ௜;  
масса ݉௢ଶ распределена симметрично оси ܱଶݔଶ. 
 

 
Рис. 3. Цилиндрическая механическая система (N = 3) 

Fig. 3. Cylindrical mechanical system (N = 3) 
 
По формулам (17) имеем 
ℎ௖ଷ = ℎ௢ଷ = ℎ௢ଷ

௚ = ∂ܶ/ ଵݍ∂ = 0,  ℎ௢ଵ = ℎ௚ଵ = ℎ௢ଵ
௚ . 

Для ݅ = 1 по формулам (12), (16) и ТОК выпишем 
ℎ௖ଵ = ଶݍଶଵଶ̇ܪ

ଶ + ଷݍଷଵଷ̇ܪ
ଶ = 0,  ℎ௢ଵ

௚ =  .ଶݍଵଵଶ̇ܪଵݍ0,5̇
С учетом выражения ܪଵଵ имеем  
ଵଵଶܪ = 2݉ଶݍଶ − 2ܽଶ = 2݉௤ଶ, где ݉௤ଶ = ݉ଶݍଶ − ܽଶ. 
Для ݅ = 2 по формулам (12), (16) и ТОК выпишем 
ℎ௖ଶ = ଷݍଷଶଷ̇ܪ

ଶ = 0,  ℎ௢ଶ
௚ = ଷݍଶଶଷ̇ܪଶݍ0,5̇ = 0. 
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По формуле (14) выпишем 
∂ܶ/ ଶݍ∂ = ଵݍଵଵଶ̇ܪ0,5

ଶ = ݉௤ଶ̇ݍଵ
ଶ, ℎ௚ଶ = − ∂ܶ/ ଶݍ∂ = −݉௤ଶ̇ݍଵ

ଶ. 
Таким образом, УД МС на рис. 3 с выделенными ГИС имеют следующий вид: 

ቐ
ଵܫ)

௬ + ଶܫ
௭ + ଷܫ

௬ + ݉ଶݍଶ
ଶ − 2ܽଶݍଶ)̈ݍଵ + 2ℎ௚ଵ = ܳ௚ଵ,

݉ଶ̈ݍଶ + ℎ௚ଶ = ܳ௚ଶ,
݉ଷ̈ݍଷ = ܳ௚ଷ,

�  

где ℎ௚ଵ = ݉௤ଶ̇ݍଵ̇ݍଶ,  ℎ௚ଶ = −݉௤ଶ̇ݍଵ
ଶ. Действительно, 

ℎ௚ଵ̇ݍଵ + ℎ௚ଶ̇ݍଶ = ݉௤ଶ̇ݍଵ
ଶ̇ݍଶ − ݉௤ଶ̇ݍଵ

ଶ̇ݍଶ = 0. 
Пример 4. МС с цилиндрической СК на рис. 4 (ܰ = 4). Для этой МС имеем:  
ܰ = ଵݍ  ;4 = ଶ݌  ;ݕ = ଷ݌  ;ݕ = ସݍ  ;ଵݔ = ସݖ = ଶݍ  ;ଵݖ = ଵܱܱଶ;  ݍଷ = ܱଶܱଷ;  
массы ݉௢௜ (݅ = 1, 2) распределены симметрично осям ௜ܱݕ௜;  
массы ݉௢௝ (݆ = 3, 4) распределены симметрично осям ௝ܱݔ௝. 
 

 
Рис. 4. Цилиндрическая механическая система (N = 4) 

Fig. 4. Cylindrical mechanical system (N = 4) 
 
По формулам (17) имеем 
ℎ௖ସ = ℎ௢ସ = ℎ௢ସ

௚ = ∂ܶ/ ଵݍ∂ = 0,  ℎ௢ଵ = ℎ௚ଵ = ℎ௢ଵ
௚ . 

Для ݅ = 1 по формулам (12), (16) и ТОК выпишем 
ℎ௖ଵ = 0,  ℎ௢ଵ

௚ = ଷݍଵଵଷ̇ܪ)ଵݍ0,5̇ +  .(ସݍଵଵସ̇ܪ
Используя МИК, получим 
ଵଵଷܪ = 2(݉ଷݍଷ + ܽସܿସ − ܽଷ) = 2ℎ௤,  
ଵଵସܪ = (ସݏସܽ−)ଷݍ2 − ସܫ)2

௭ − ସܫ
௫)ܿସݏସ =  ,௤ܫ2−

где ℎ௤ = ݉ଷݍଷ + ܽସܿସ − ܽଷ,  ܫ௤ = [ܽସݍଷ + ସܫ)
௭ − ସܫ

௫)ܿସ]ݏସ. Следовательно,  

ℎ௢ଵ
௚ = (ℎ௤̇ݍଷ −  .ଵݍ̇(ସݍ௤̇ܫ

Для ݅ = 2 по формулам (12)–(16), ТОК и МИК выпишем 
ℎ௖ଶ = ଷݍଷଶଷ̇ܪ

ଶ + ସݍସଶସ̇ܪ
ଶ = −ܽସݏସ̇ݍସ

ଶ,  
ℎ௢ଶ

௚ = 0,  ℎ௢ଶ = 0,  ∂ܶ/ ଶݍ∂ = ℎ௚ଶ = 0. 
Для ݅ = 3 по формулам (12)–(16), ТОК и МИК выпишем 
ℎ௖ଷ = ସݍସଷସ̇ܪ

ଶ = −ܽସܿସ̇ݍସ
ଶ,  ℎ௢ଷ = 0,  ℎ௢ଷ

௚ = 0, 
∂ܶ/ ଷݍ∂ = ଵݍଵଵଷ̇ܪ0,5

ଶ = ℎ௤̇ݍଵ
ଶ,  ℎ௚ଷ = − ∂ܶ/ ଷݍ∂ = −ℎ௤̇ݍଵ

ଶ. 
Для ݅ = 4 по формулам (14), (15) выпишем 
∂ܶ/ ସݍ∂ = ଵݍଵଵସ̇ܪ0,5

ଶ = ଵݍ௤̇ܫ−
ଶ, ℎ௚ସ = − ∂ܶ/ ସݍ∂ = ଵݍ௤̇ܫ

ଶ. 
Таким образом, УД МС на рис. 4 с выделенными ГИС имеют следующий вид: 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଵܬ

௤̈ݍଵ + 2ℎ௚ଵ = ܳ௚ଵ,
݉ଶ̈ݍଶ + ସݍସଶ̈ܪ + ସݍସଷ̇ܪ

ଶ = ܳ௚ଶ,
݉ଷ̈ݍଷ + ସݍସଷ̈ܪ − ସݍସଶ̇ܪ

ଶ + ℎ௚ଷ = ܳ௚ଷ,
ଶݍସଶ̈ܪ + ଷݍସଷ̈ܪ + ସܫ

௭̈ݍସ + ℎ௚ସ = ܳ௚ସ,

�  

где ℎ௚ଵ = ℎ௤̇ݍଵ̇ݍଷ − ସ;  ℎ௚ଷݍଵ̇ݍ௤̇ܫ = −ℎ௤̇ݍଵ
ଶ;  ℎ௚ସ = ଵݍ௤̇ܫ

ଶ. Очевидно, что 
ℎ௚ଵ̇ݍଵ + ℎ௚ଷ̇ݍଷ + ℎ௚ସ̇ݍସ = 0. 
Пример 5. Ангулярная МС на рис. 5 (ܰ = 3). Для этой МС имеем: 
ܰ = ଵݍ  ;3 = ଶݍ  ;ݕ = ଷݍ = ܮ  ;ଵݖ = ܱଶܱଷ;  ܿଶଷ = cos(ݍଶ +   ;(ଷݍ
массы ݉௢௜ (݅ = 1,2,3) распределены симметрично осям ௜ܱݕ௜. 
 

 
Рис. 5. Ангулярная механическая система (N = 3) 

Fig. 5. Angular mechanical system (N = 3) 
 
По формулам (17) имеем  
ℎ௖ଷ = ℎ௢ଷ = ℎ௢ଷ

௚ = ∂ܶ/ ଵݍ∂ = 0,  ℎ௢ଵ = ℎ௚ଵ = ℎ௢ଵ
௚ . 

Для ݅ = 1 по формулам (12), (16) и ТОК выпишем 
ℎ௖ଵ = 0,  ℎ௢ଵ

௚ = ଶݍଵଵଶ̇ܪ)ଵݍ0,5̇ +  .(ଷݍଵଵଷ̇ܪ
Для ݅ = 2 по формулам (12)–(16), ТОК и МИК выпишем 
ℎ௖ଶ = ଷݍଷଶଷ̇ܪ

ଶ = ଷݍଷ̇ݏଷܽܮ−
ଶ,  ℎ௢ଶ

௚ = ଷݍଶଶଷ̇ܪଶݍ0,5̇ =  ,ଷݍଶ̇ݍଷ̇ݏଷܽܮ−
ℎ௢ଶ = ℎ௢ଶ

௚ ,  ∂ܶ/ ଶݍ∂ = ଵݍଵଵଶ̇ܪ0,5
ଶ,  

ℎ௚ଶ = ℎ௢ଶ
௚ − ∂ܶ/ ଶݍ∂ = ଷݍ̇(ଶݍଶଶଷ̇ܪ)0,5 − ଵݍଵଵଶ̇ܪ

ଶ. 
Для ݅ = 3 по формулам (14) и (15) выпишем 
∂ܶ/ ଷݍ∂ = ଵݍଵଵଷ̇ܪ)0,5

ଶ + ଶݍଶଶଷ̇ܪ
ଶ) +  ,ଷݍଷଶଷ̇ܪଶݍ̇

ℎ௚ଷ = ଵݍଷଵ̇ܪ̇ + ଶݍଷଶ̇ܪ̇ − ப்
ப௤య

= ଷݍଶ̇ݍଷଶଷ̇ܪ − ଵݍଵଵଷ̇ܪ)0,5
ଶ + ଶݍଶଶଷ̇ܪ

ଶ) −  .ଷݍଷଶଷ̇ܪଶݍ̇

Таким образом, УД МС на рис. 5 с выделенными ГИС имеют следующий вид: 

ቐ
ଵݍଵଵ̈ܪ + 2ℎ௚ଵ = ܳ௚ଵ,

ଶݍଶଶ̈ܪ + ଷݍଷଶ̈ܪ − ଷݍଷ̇ݏଷܽܮ
ଶ − ଷݍଶ̇ݍଷ̇ݏଷܽܮ + ℎ௚ଶ = ܳ௚ଶ,

ଶݍଷଶ̈ܪ + ଷܫ
௭̈ݍଷ + ℎ௚ଷ = ܳ௚ଷ.

�  

Вычислим мощность ГИС. Получим 
ℎ௚ଵ̇ݍଵ + ℎ௚ଶ̇ݍଶ + ℎ௚ଷ̇ݍଷ = ଶݍଵଵଶ̇ܪ)ଵݍ0,5̇ + ଵݍ̇(ଷݍଵଵଷ̇ܪ +  
ଷݍଶ̇ݍଶଶଷ̇ܪ)0,5 + − ଵݍଵଵଶ̇ܪ

ଶ)̇ݍଶ − ଵݍଵଵଷ̇ܪ)0,5
ଶ + ଶݍଶଶଷ̇ܪ

ଶ)̇ݍଷ = 0. 
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Пример 6. Универсальная МС с декартовой СК (рис. 6). Для этой МС имеем: 
ܰ = ଵ݌  ;6 = ଶ݌  ;ݖ = ଷݍ  ;ݔ = ସ݌  ;ݕ =    ;ݕ−
ହݍ = ଺ݍ  ;ହݖ = ଵݍ ;଺ݖ = ܱ ଵܱ;  ݍଶ = ଵܱܱଶ; ݍସ = ܱଷ ସܱ;  
массы ݉௢௜ (݅ = 3, 4, 5, 6) распределены симметрично осям ௜ܱݕ௜. В МИК использованы сле-

дующие обозначения: 
ܽ = ܽହ + ܽ଺;  ܣ = ଷܫ

௬ + ସܫ
௬ + ହܫ

௫ + ଺ܫ
௫;  ܤ = ହܫ

௫ − ହܫ
௬ + ଺ܫ

௫ − ଺ܫ
௬. 

 

 
Рис. 6. Механическая система с декартовой системой координат 

Fig. 6. Mechanical system with Cartesian coordinate system 
 
По формулам (17) имеем 
ℎ௖଺ = ℎ௢଺ = ℎ௢଺

௚ = ∂ܶ/ ଵݍ∂ = 0,  ℎ௢ଵ = ℎ௚ଵ = ℎ௢ଵ
௚ . 

Для ݅ = 1 по формуле (12) на основе ТОК выпишем отличные от нуля ЦИС. Получим 
ℎ௖ଵ = ଷݍଷଵଷ̇ܪ

ଶ + ହݍହଵହ̇ܪ
ଶ, ℎ௖ଶ = ଷݍଷଶଷ̇ܪ

ଶ + ହݍହଶହ̇ܪ
ଶ,  ℎ௖ସ = ହݍହସହ̇ܪ

ଶ. 
По формуле (16) на основе ТОК выпишем  
ℎ௢ଷ

௚ =  .ହݍଷଷହ̇ܪଷݍ0,5̇
По формуле (13) на основе ТОК выпишем отличные от нуля КИС. Получим 
ℎ௢ଵ = ହଵଷܪ)ଷݍ̇ + ହ,  ℎ௢ଶݍ̇(ଷଵହܪ = ହଶଷܪ)ଷݍ̇ +    ,ହݍ̇(ଷଶହܪ
ℎ௢ଷ = ℎ௢ଷ

௚ +  .଺ݍ଺ଷହ̇ܪହݍ̇
По формуле (15) на основе ТОК выпишем отличные от нуля ГИС. Получим 
ℎ௚ଷ = ℎ௢ଷ

௚ + ଷݍଷଵଷ̇ܪ)ଵݍ̇ + (ହݍଷଵହ̇ܪ + ଷݍଷଶଷ̇ܪ)ଶݍ̇ + (ହݍଷଶହ̇ܪ − ∂ܶ/  ,ଷݍ∂
ℎ௚ହ = ଷݍହଵଷ̇ܪ)ଵݍ̇ + (ହݍହଵହ̇ܪ + ଷݍହଶଷ̇ܪ)ଶݍ̇ + (ହݍହଶହ̇ܪ + ହݍହସହ̇ܪସݍ̇ − ∂ܶ/  ,ହݍ∂
ℎ௚଺ =  .ହݍ଺ଷହ̇ܪଷݍ̇
Таким образом, УД МС на рис. 6 с выделенными ГИС имеют следующий вид: 
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⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ ݉ଵ̈ݍଵ − ܽܿଷݏହ̈ݍଷ − ହݍଷܿହ̈ݏܽ + ଷݍହ൫̇ݏଷݏൣܽ

ଶ + ହݍ̇
ଶ൯ − 2ܿଷܿହ̇ݍଷ̇ݍହ൧ = ܳ௚ଵ,

݉ଶ̈ݍଶ − ଷݍହ̈ݏଷݏܽ + ܽܿଷܿହ̈ݍହ − ܽൣܿଷݏହ൫̇ݍଷ
ଶ + ହݍ̇

ଶ൯ + ହ൧ݍଷ̇ݍଷܿହ̇ݏ2 = ܳ௚ଶ,
−ܽܿଷݏହ̈ݍଵ − ଶݍଷܿହ̈ݏܽ + ൫ܣ − ହܿܤ

ଶ൯̈ݍଷ + ଺ܫ
௬ܿହ̈ݍ଺ + ହݍଷ̇ݍହܿହ̇ݏܤ + ℎ௚ଷ = ܳ௚ଷ,

݉ସ̈ݍସ − ହݍହ̈ݏܽ − ܽܿହ̇ݍହ
ଶ = ܳ௚ସ,

ଵݍଷܿହ̈ݏܽ− + ܽܿଷܿହ̈ݍଶ − ସݍହ̈ݏܽ + ହܫ)
௫ + ଺ܫ

௫)̈ݍହ + ℎ௚ହ = ܳ௚ହ,
଺ܫ

௬ܿହ̈ݍଷ + ଺ܫ
௬̈ݍ଺ − ଺ܫ

௬ݏହ̇ݍଷ̇ݍହ = ܳ௚଺,

�  

где ℎ௚ଷ = ହݍଷ̇ݍ௕ܿହ̇ܫ − ଺ܫ
௬ݏହ̇ݍହ̇ݍ଺, ℎ௚ହ = ଺ܫ

௬ݏହ̇ݍଷ̇ݍ଺ − ଷݍହܿହ̇ݏ௕ܫ
ଶ,  ℎ௚଺ =   .ହݍ଺ଷହ̇ܪଷݍ̇

ОИС принимают вид 
ℎଵ = ଷݍ̇)ହݏଷݏ]ܽ

ଶ + ହݍ̇
ଶ) − 2ܿଷܿହ̇ݍଷ̇ݍହ],  

ℎଶ = −ܽ[ܿଷݏହ(̇ݍଷ
ଶ + ହݍ̇

ଶ) +  ,[ହݍଷ̇ݍଷܿହ̇ݏ2
ℎଷ = ଷݍ௕ܿହ̇ܫ2) − ଺ܫ

௬̇ݍ଺)ݏହ̇ݍହ, ℎସ = −ܽܿହ̇ݍହ̇ݍହ, ℎହ = ଺ܫ)
௬̇ݍ଺ −   ,ଷݍହ̇ݏ(ଷݍ௕ܿହ̇ܫ

ℎ଺ = ଺ܫ−
௬ݏହ̇ݍଷ̇ݍହ. 

 
Заключение 
Описанные формализмы позволяют выделять ОИС в произвольных механических системах. 

Особое значение имеет выделение ГИС, так как их мощность равна нулю, что упрощает решение 
ряда задач, связанных с вычислением работы, установочной и потребляемой мощности приводов, 
а также оптимальным управлением в смысле минимизации энергозатрат на реализацию про-
граммных движений управляемых систем тел. 
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