
 
 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
2024. Vol. 24, no. 1. P. 96–105 

96

Научная статья 
УДК 004.942 
DOI: 10.14529/ctcr240109 
 
АЛГОРИТМ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМОЙ  
РЫНКА ТРУДА НА ЗАДАННОМ ВРЕМЕННОМ ИНТЕРВАЛЕ 

 
С.А. Федосеев, fsa@gelicon.biz 
Д.Л. Горбунов, call-of-monolit@yandex.ru, https://orcid.org/0000-0002-3186-3680 
Пермский национальный исследовательский политехнический университет,  
Пермь, Россия 
 

Аннотация. Соотношение спроса и предложения на рынке труда – один из важнейших крите-
риев эффективности функционирования экономической системы на макроуровне. Решение вопросов 
управления и прогнозирования динамики кадров на рынке труда является важным в силу того, что 
качество продукции напрямую зависит от уровня квалифицированности рабочей силы. Повышение 
эффективности кадровой политики работодателей требует разработки новых инструментов управле-
ния и прогнозирования динамических процессов рынка труда на макро- и микроуровнях. Рассматри-
вается задача оптимального управления предложенной ранее замкнутой системой рынка труда. 
Сформулирована в общем виде задача оптимального управления системой, описываемой системой 
нелинейных дифференциальных уравнений. Цель исследования: нахождение кусочно-постоянных 
значений управления, при которых соотношение «цена – качество» на рынке труда будет максималь-
ным в течение ближайших трёх лет. Материалы и методы. Согласно концепции модели, субъекты 
рынка труда делятся на три категории в зависимости от величины спроса на их труд: субъекты высо-
кой, низкой и средней квалификации. Принята гипотеза, согласно которой вакантные места на рынке 
труда считаются занятыми субъектами низкой квалификации. В силу доказанной ранее единственно-
сти решения задачи оптимального управления замкнутым рынком труда обоснован жадный алгоритм 
нахождения максимального значения соотношения «цена – качество» на рынке труда. С помощью 
Wolfram Mathematica по найденному ранее способу сформулированная задача оптимального управ-
ления решена на каждом временном полуинтервале. Результаты. Получены значения управления, 
при которых соотношение «цена – качество» на рынке труда посёлка Сылва Пермского края в тече-
ние ближайших трёх лет будет максимальным. Результаты обосновывают рекомендацию ввести бо-
лее строгие требования к соискателям вакантных должностей на градообразующем предприятии по-
сёлка Сылва Пермского края. 
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Abstract. The ratio of supply and demand in the labor market is an important criteria for the effective-
ness of the functioning of the economic system at the macro level. Improving the effectiveness of employers' 
personnel policy requires the development of new control tools and forecasting of dynamic labor market 
processes at the macro and micro levels. The problem of optimal control of the previously proposed closed 
labor market system is considered. The problem of optimal control of a system described by a system of 
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nonlinear differential equations is formulated in general form. Aim. Finding piecewise constant control values 
at which the price-quality ratio in the labor market will be maximum over the next three years. Materials 
and methods. According to the concept of the model, the subjects of the labor market are divided into three 
categories depending on the amount of demand for their labor: subjects of high, low and medium qualifica-
tions. A hypothesis has been adopted according to which vacant places in the labor market are considered to 
be occupied by low-skilled subjects. Due to the previously proven uniqueness of solving the problem of op-
timal control of a closed labor market, a greedy algorithm for finding the maximum value of the price-
quality ratio in the labor market is justified. Using Wolfram Mathematica, according to the method found 
earlier, the formulated optimal control problem was solved at each time half-interval. Results. Control  
values have been obtained at which the price-quality ratio in the labor market of the village of Sylva in  
the Perm Territory will be maximum over the next three years. The results substantiate the recommendation 
to introduce stricter requirements for applicants for vacant positions at the city-forming enterprise of the vil-
lage of Sylva in the Perm Territory. 

Keywords: differential model, system of nonlinear differential equations, closed labor market, optimal 
control, piecewise constant functions 
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Введение 
Соотношение спроса и предложения на рынке труда – один из важнейших критериев эффек-

тивности функционирования экономической системы на макроуровне. Участником процесса соз-
дания продуктов как объектов товарооборота государства является трудоустроенное население, 
которому, в свою очередь, можно противопоставить безработных. Решение вопросов управления 
и прогнозирования динамики кадров на рынке труда влияет на качество функционирования всей 
экономики в целом, поэтому они никогда не теряют своей актуальности. 

Например, в [1, 2] осуществлён всесторонний обзор проблемы текучести кадров на рынке 
труда. В работах [3, 4] исследуются математические закономерности текучести кадров на рынке 
труда – этот вопрос перекликается с настоящим исследованием. Также с настоящим исследова-
нием перекликается теория коллективной текучести кадров, где анализируется соотношение ко-
личества ушедших работников с их качеством (квалификацией) [5]. Что касается работ, посвя-
щённых вопросам оптимального управления рынка труда, то в [6] к стохастической дифферен-
циальной модели рынка труда из [7] применён аппарат оптимального управления.  

Для предложенной авторами в [8, 9] конечномерной детерминированной математической 
модели рынка труда в [10] также сформулирована и решена задача оптимального управления. 
Здесь предлагается задача оптимального управления замкнутым детерминированным рынком 
труда в пространстве кусочно-постоянных функций на конечном временном интервале [11].  
В общем виде задача кусочно-непрерывного управления объектом, описываемым системой не-
линейных дифференциальных уравнений, формулируется следующим образом [12].  

Пусть состояние управляемого объекта определяется задачей Коши: ( ) ( , , ),х t f x u t  (0; ],t T  

0(0)х x , где ( ) ,nх х t   [0; ]t T  – фазовое состояние объекта; управление ( ) mu u t   пос-
тоянно на каждом полуинтервале 1( ; ]j jt t , 1,j p , полученном разбиением отрезка [0; ]T  на p по-

луинтервалов, т. е. [13]: ( ) ju t k const  , m
jk  , 1( ; ]j jt t t , 0 0t  , pt T ; функционал качества 

( ( ), ( ))j jI I u t x t  на каждом полуинтервале. Задача заключается в нахождении кусочно-постоянных 

значений управления ( )u t , при которых функционал качества 
1

( ( ), ( )) max
p

j
j

J I u t x t


   при огра-

ничениях типа равенств: ( ( ), ( ), ( )) 0F u t x t x t  , *
1 1( )j jx t х  **( )j jx t х  и неравенств: *| ( ) |u t u , 

[0; ]pt t . 
Для общего случая условие существования экстремали и условие экстремума сформулирова-

ны в виде теоремы Понтрягина в [14]. 



Управление в социально-экономических системах 
Control in social and economic systems 

Bulletin of the South Ural State University. Ser. Computer Technologies, Automatic Control, Radio Electronics. 
2024. Vol. 24, no. 1. P. 96–105 

98

1. Оптимальное управление замкнутым рынком труда  
с кусочно-постоянным коэффициентом селекции 
В [8] представлена следующая модель замкнутого рынка труда: 
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Здесь A – общее число специалистов высокой категории на рынке труда; В – общее число 
специалистов средней категории на рынке труда; G – общее число специалистов низкой кате-
гории на рынке труда; M – общее число рабочих мест, занятых на предприятии; N – общее 
число безработных на рынке труда; q – количество подразделений предприятия; ki – коэффи-
циент селекции [15, 16]. Далее ( )i t  – доля специалистов высокой категории i-го подразде-
ления среди всех трудоустроенных субъектов рынка труда; ( )i t  – доля специалистов сред-
ней категории i-го подразделения среди всех трудоустроенных субъектов рынка труда; ( )i t  – 
доля специалистов низкой категории i-го подразделения среди всех трудоустроенных субъек-
тов рынка труда. Отметим, что ( )i t , ( ), ( )i it t   – неизвестные функции, тогда как A, B, G, M, 
N, n, ki  – целые.  
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В [10] решена задача управления для замкнутого рынка труда, где ˆ constk   на всём времен-
ном отрезке [0; ]t T . Рассмотрим случай, когда ˆ ˆ( )k k t  – кусочно-постоянная функция, задан-
ная таблично для p промежутков времени: 

 
ˆ( )k t  1̂k  2k̂  … ˆ

pk  
(4) 

t  1[0; ]t  1 2( ; ]t t  … 1( ; ]p pt t  
 
где ˆ (0;1]jk  , 1,j p . Тогда система (1) примет вид: 
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для каждого из p промежутков времени ( 1,j p ).  
Пусть ˆ( )k t  описывается функцией (4). Тогда  
 управление ˆ( ) ( )u k t  , где ˆ (0;1];k  
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 функции состояния системы на j-м промежутке времени ( 1,j p ):  

1 1 1( ) ( ( ), , ( ), ( ), , ( ), ( ), , ( ));j j nj j nj j njх t t t t t t           

 функционал качества управления системой на j-м промежутке времени ( 1,j p ):  

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , )j j j j j j jI u x r k t r k t r k t           , где  
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o jr , jr , jr – коэффициенты качества [10].  

На каждом из p временных промежутков найти *ˆ ˆ
jk k  такое, что 

1
( , ) max

p

j
j

I u x


  при ог-

раничениях типа равенств (5) и (6) и неравенств (7).  
В силу единственности оптимального управления для каждого из p временных промежут-

ков, показанной в [10], задачу максимизации суммы можно решить путём максимизации каж-
дого j-го слагаемого, т. е. уместно использовать жадный алгоритм [17]. Таким образом, задача 
оптимального управления замкнутым рынком труда с n источниками спроса разбивается на  
p подзадач, связанных между собой таким образом, что результаты j-й подзадачи являются 
входными данными для j+1-й подзадачи, поэтому их необходимо решать последовательно для 
каждой 1,j p .  

Нахождение *
1̂k  на первом временном промежутке для 1(0; ]t t  осуществляется по аналогии 

с решением задачи управления замкнутым рынком труда, где ˆ constk   на всём временном отрез-
ке [0; ]t T , которое приведено в [10]. Значения функций состояния 1( )х   в момент времени 1t  
будут выбраны в качестве исходных значений для нахождения *

2k̂  на втором временном проме-
жутке и т. д. Решением задачи оптимального управления рынка труда будет функция (4) с най-
денными значениями в каждый временной промежуток.  

 
2. Пример оптимального управления рынком труда  
посёлка Сылва Пермского края в течение трёх лет 
По официальным данным [18, 19] рассчитаем текущие значения входных параметров сис-

темы (5) для рынка труда посёлка Сылва Пермского края, приняв «гипотезу С» из [15, 16], 
согласно которой вакантные места считаются занятыми субъектами низкой категории. Отсю-
да на градообразующем предприятии АО «Пермская птицефабрика» положим constjr r   , 

constjr r   , 0jr r    и r r r    . Найдём оптимальное управление рынком труда посёл-
ка Сылва Пермского края в 2024–2026 гг., т. е. на трёхлетнем промежутке, при условии, что 
для АО «Пермская птицефабрика» ˆ ˆ( )k k t . Тогда управление ˆ( )u k t  описывается функцией (4), 
где p = 3. 

Решим последовательно задачи оптимального управления для каждого из трёх временных 
промежутков, начиная с 2024 года. Аналогично [10] с помощью Wolfram Mathematica по-
строим график 1( , )I u х  при заданных начальных условиях таких, что значения констант 
функций состояния системы 1( )х   характеризуют рынок труда посёлка Сылва Пермского края 

на конец 2023 года [18, 19]. Тогда уравнение ˆ 0I k    имеет решение на отрезке ˆ (0;1]k , и 
* * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(0;1]: (0;1] / { } ( ) ( )k k k I k I k      в момент времени 1t t , показанное на рис. 1.  
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Рис. 1. График функции соотношения «цена – качество» для всех трудоустроенных кадров  

на рынке труда посёлка Сылва Пермского края на 2024 г. 
Fig. 1. Graph of the price-quality ratio function for all employed personnel in the labor market  

of the village Sylva in the Perm Territory for 2024 
 
Как видно из графика, *

1̂ 0,59k  . 
Следующим шагом построим график 2( , )I u х  при заданных начальных условиях таких, 

что значения констант функций состояния системы 2 ( )х   характеризуют рынок труда посёлка 
Сылва Пермского края на конец 2024 года при *

1̂ 0,59k  . Получим график 2( , )I u х , показан-
ный на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. График функции соотношения «цена – качество» для всех трудоустроенных кадров  

на рынке труда посёлка Сылва Пермского края на 2025 г. 
Fig. 2. Graph of the price-quality ratio function for all employed personnel in the labor market  

of the village Sylva in the Perm Territory for 2025 
 
Как видно из графика, *

2
ˆ 0,66k  .  

Аналогично построим график 3( , )I u х  при *
2

ˆ 0,66k   (рис. 3). 
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Рис. 3. График функции соотношения «цена – качество» для всех трудоустроенных кадров  

на рынке труда посёлка Сылва Пермского края на 2026 г. 
Fig. 3. Graph of the price-quality ratio function for all employed personnel in the labor market  

of the village Sylva in the Perm Territory for 2026 
 
Как видно из графика, *

3̂ 0,7k  . 
Таким образом, функция ˆ ˆ( )k k t  для рынка труда посёлка Сылва Пермского края на проме-

жутке 2024–2026 гг. имеет следующий вид (рис. 4): 
 

ˆ( )k t  0,59  0,66  0,7  
(8) 

t  1[0; ]t  1 2( ; ]t t  2 3( ; ]t t  
 

 
Рис. 4. График функции ˆ ˆ( )k k t  для рынка труда посёлка Сылва Пермского края  

на промежутке 2024–2026 гг. 
Fig. 4. Graph of the function ˆ ˆ( )k k t  for the labor market of the village Sylva in the Perm Territory  

for 2024–2026 
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Очевидно, значение *
îk  с каждым годом увеличивается. Такое поведение функции ˆ( )k t  объяс-

няется тем, что при r r r     максимизация функционала соотношения «цена – качество» на 
рынке труда в общем случае подразумевает увеличение коэффициента селекции [10]. 

Таким образом, оптимальное управление рынком труда посёлка Сылва Пермского края под-
разумевает постепенное повышение значения коэффициента селекции на градообразующем 
предприятии. Учитывая, что на конец 2023 года значение коэффициента селекции АО «Пермская 
птицефабрика» согласно принятой выше «гипотезе С» [15, 16] равняется 0,44, в будущем году 
рекомендуется установить более строгие требования к соискателям вакантных должностей. 

 
Заключение 
Для предложенной в [9] модели замкнутого рынка труда коэффициент селекции впервые 

рассмотрен как кусочно-постоянная функция от времени. Сформулирована и решена задача оп-
тимального управления реально существующим рынком труда посёлка Сылва Пермского края на 
ближайшие три года при условии, что коэффициент селекции градообразующего предприятия 
меняется каждый год, а коэффициенты качества остаются константами. 

В дальнейшем коэффициенты качества также возможно рассмотреть как функции от време-
ни, поскольку усреднённая оплата труда по субъектам всех трёх уровней квалификации в разрезе 
нескольких лет может меняться как минимум с поправкой на инфляцию и индексацию заработ-
ной платы. 
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