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Аннотация. В настоящей статье обзорного характера представлена задача экспоненциального 

анализа, ее применения, ограничения и проблемы, актуальные, несмотря на более чем двухсотлет-
нюю историю. За это время разработано множество методов решения задачи, но наибольшую попу-
лярность и эффективность демонстрируют Прони-подобные методы: метод Паде – Лапласа, Прони  
и метод матричных пучков, которые и являются предметом исследования в данной работе. Цель  
исследования: представить современное состояние задачи экспоненциального анализа, ее основные 
проблемы и методы их решения. Основными проблемами указанных методов являются вопрос оп-
ределения числа экспонент, выбор оптимальной частоты дискретизации сигнала и уменьшение вы-
числительных затрат. В статье представлены решения этих проблем. Материалы и методы. Для ре-
шения проблем проведен анализ научной литературы и использованы методы линейной алгебры. 
Результаты. Описаны модификации методов с целью решения их проблем. Алгоритм вычисления 
аппроксимации Паде со знаменателем минимальной степени решает проблему дуплетов Фруассара в 
методе Паде – Лапласа. Для повышения точности вычислений коэффициентов Тейлора в этом же ме-
тоде используются сплайны. Для выбора оптимальной частоты дискретизации сигнала служит оценка 
числа обусловленности матрицы в методе Прони. Для метода матричных пучков решена проблема вы-
числительных затрат за счет его рекуррентной и многоканальной версий. Заключение. Представ-
лены различные постановки данной задачи, находящие свои многочисленные приложения. Описаны 
ограничения, проблемы задачи экспоненциального анализа и их решения. Рассмотрены три пара-
метрических метода: Прони, Паде – Лапласа и метод матричных пучков. 

Ключевые слова: экспоненциальный анализ, метод Паде – Лапласа, аппроксимации Паде, 
дуплеты Фруассара, метод Прони, оптимальная частота дискретизации, метод матричных пучков 
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Abstract. This review article presents the problem of exponential analysis, its applications, limitations 

and problems that are relevant despite its more than two hundred years of history. During this time, many 
methods for solving the problem have been developed, but the greatest popularity and efficiency are 
demonstrated by Prony-like methods: the Padé–Laplace method, Prony method and the matrix pencil method, 
which are the subject of research in this work. The purpose of the study: to present the current state of  
the problem of exponential analysis, its main problems and methods for solving them. The main problems 
of these methods are: the issue of determining the number of exponents, choosing the optimal signal sampling 
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frequency and reducing computational costs. The article presents solutions to these problems. Materials 
and methods. To solve problems, an analysis of scientific literature was carried out and linear algebra 
methods were used. Results. Modifications of the methods to solve their problems are described. The algo-
rithm for calculating the Padé approximation with a minimum degree denominator solves the problem of 
Froissart doublets in the Padé–Laplace method. To increase the accuracy of calculations of Taylor coef-
ficients, splines are used in the same method. To select the optimal signal sampling frequency, use the esti-
mation of the matrix condition number in the Prony method. For the matrix pencil method, the problem  
of computational costs is solved due to its recurrent and multichannel versions. Conclusion. Various formu-
lations of this problem are presented, which find their numerous applications. The limitations, problems  
of the exponential analysis problem, and their solutions are described. Three parametric methods are con-
sidered: Prony, Padé–Laplace and the matrix pencil method. 

Keywords: exponential analysis, Padé–Laplace method, Padé approximations, Froissart doublets, 
Prony method, optimal sampling frequency, matrix pencil method 
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Введение 
Экспоненциальный анализ или аппроксимация суммой экспонент является темой активных 

исследований уже более 200 лет. Традиционно зарождение этой задачи связывают с бароном 
Гаспаром Рише де Прони, который в 1795 году пришел к выводу, что законы, определяющие 
расширение различных газов, могут быть представлены с помощью сумм затухающих экспо-
нент [1]. 

Предложенный им метод подгонки экспоненциальной модели к измеренным эквидистант-
ным значениям был позднее обобщен и на модели, состоящие из суммы синусоид [2, 3]. 

Задача экспоненциального анализа заключается в нахождении числа экспонент ܰ и ком-
плексных параметров ܣ, λ модели 

(ݐ)݂ = ∑ ݁λೕ௧ேܣ
ୀଵ                       (1) 

по ее заданным дискретным отсчетам ݂ = ,(ݐ)݂ ݇ = 1, … ,  Для подгонки экспоненциальной .ܯ
модели (1) с 2ܰ параметрами ܣ, λ используется ܯ ≥ 2ܰ значений ݂. 

Модель (1) описывает сумму как действительных экспонент, так и затухающих синусоид: 
(ݐ)݂ = ∑ ܽ݁ିσೖ௧ sin൫2π ݂ݐ + φ൯

ୀଵ ,                 (2) 
поскольку одна синусоида соответствует двум комплексно-сопряженным экспонентам. 

Сумма вида (2) используется, например, в [4] для моделирования аудиосигналов, в [5] – для 
моделирования отфильтрованного сигнала тока с двигателя. Сумма двух незатухающих синусоид 
в [6] моделирует сигналы напряжения с катушек кориолисового расходомера. Сумма действи-
тельных экспонент в работе [7] описывает процесс выделения газа из нелегированного аланата 
натрия при его деформации. Широкий класс функций, описываемых моделью (2), обуславливает ее 
многочисленные приложения в биомедицине [8, 9], инженерии [10], пищевой науке [11], нефте-
химической промышленности [12] и во многих других областях [13, 14]. 

Естественным обобщением (2) для предельного случая бесконечного числа экспонент явля-
ется модель 

(ݐ)݂ = ∫ ∞(λ)ܣ
 ݁ఒ௧݀λ,                    (3) 

где ܣ(λ) – непрерывная функция (спектр), которую нужно найти по известным значениям ݂. 
Модель (3) используется в спектроскопии [14, 15] и часто оказывается предпочтительнее мо-

дели (1). Например, в задаче моделирования кинетики затухания собственной флуоресценции 
сывороточного альбумина [16] модель (3) в отличие от (1) позволила проанализировать процессы 
изменения структуры и динамики макромолекулы при денатурации или нагревании. 
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При λ = ݅ω модель бесконечного числа экспонент имеет вид обратного преобразования Фурье: 
(ݐ)݂ = ∫ ∞(ω)ܣ

 ݁ω௧݀ω.                    (4) 
Формула (4) фактически описывает физический смысл преобразования Фурье – правая часть 

есть бесконечная сумма гармонических колебаний ݁ω௧ с частотами ω, амплитудами |ܣ(ω)| и фа-
зовыми сдвигами arg ܣ(ω). Как и в случае модели (3), требуется найти спектральную плотность 
 .по известным отсчетам сигнала ݂ (ω)ܣ

Функция спектральной плотности наряду с плотностью вероятности, корреляционными 
функциями, математическим ожиданием и дисперсией относится к характеристикам, с помощью 
которых анализируются основные свойства стационарных случайных процессов. Она применяет-
ся для фильтрации, определения свойств систем по входным и выходным процессам, идентифи-
кации источников энергии и шума, оценки соотношения между периодическими и шумовыми 
составляющими случайного процесса и т. д. 

Известно, что появление неисправности в двигателях, подшипниках и других вращающихся 
механизмах изменяет спектральную плотность снимаемых с них сигналов. На этом основано 
множество методов диагностики состояния промышленного оборудования. Так, например, в ра-
ботах [17–19] предложены методы диагностики состояния подшипников качения на основе при-
знаков выделенных из спектральной плотности сигналов вибрации. В работе [5] предложен ме-
тод диагностики асинхронного двигателя на основе рекуррентного метода матричных пучков, 
который отслеживает амплитуду дефектной гармоники в спектре сигнала тока. 

Дополнительной трудностью в [5] является близость дефектной гармоники к основной час-
тоте питания в спектре сигнала тока. Аналогично, близкие значения экспоненциальных постоян-
ных λ в модели (1) являются серьезной проблемой для их различения, и уже сам Прони отметил 
это как одно из фундаментальных ограничений задачи экспоненциального анализа. Как было по-
казано позднее [14], существует предел максимальной разрешающей способности в задаче экс-
поненциального анализа. Это ограничение заложено в самой проблеме и усугубляется шумом. 

 
1. Методы решения и проблема вычислительных затрат 
Существует множество методов решения задачи экспоненциального анализа [14]. Некоторые 

из них уже устарели, так как появились еще во времена, когда не было компьютеров, и сильно 
уступают современным методам. Это, например, метод графического анализа [20], со временем 
эволюционировавший в метод наименьших квадратов, который используется до сих пор. 

Фактически при решении задачи (1) требуется минимизировать функцию 

∑ ൫݂(ݐ) − ∑ ݁ೕ௧ೖேܣ
ୀଵ ൯

ଶ
→ minೕ,ೕ 

ெ
ୀଵ                (5) 

от 2ܰ переменных ܣ,  λ, ݆ = 1, … , ܰ. Это можно сделать методом градиентного спуска. Основ-
ными недостатками такого метода являются высокие вычислительные затраты, проблема выбора 
начального приближения и застревание в локальном минимуме. К тому же разрешающая способ-
ность такого метода различить экспоненты с близкими постоянными времени невелика [14]. 

Более устойчивыми методами с высокой разрешающей способностью являются так называе-
мые Прони-подобные (Prony-like) параметрические методы: Паде – Лапласа, Прони, матричных 
пучков и др. [14]. Здесь речь идет не о первоначальных вариантах методов, они не столь сильны, 
а об их усовершенствованных модификациях. 

В отчете рабочей группы IEEE [21] о выявлении электромеханических режимов в энергосис-
темах методы Прони и матричных пучков отнесены в число основных методов в решении данной 
задачи. Методы используют построение ганкелевой матрицы из отсчетов сигнала. В методе Прони 
формируется одна матрица Ганкеля и далее находятся ее собственные значения. В методе мат-
ричных пучков формируются две «сдвинутые» матрицы Ганкеля и решается проблема обобщён-
ных собственных значений пучка этих матриц. В конечном счете оба метода используют проце-
дуру сингулярного разложения матрицы, дорогую с вычислительной точки зрения. 

Проблема высоких вычислительных затрат приводит к невозможности оценки параметров 
сигнала в режиме реального времени, необходимой во многих приложениях. Для решения этой 
проблемы исследователями предлагаются различные варианты методов, например, рекуррентный 
метод Прони [22]. 
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Нами был разработан ряд модификаций метода матричных пучков. Рекуррентный метод 
матричных пучков [23] позволяет отслеживать параметры сигнала в режиме скользящего окна. 
Когда новый отсчет данных попадает в окно наблюдения, матрица данных изменяется незначи-
тельно, и для нахождения сингулярного разложения новой матрицы применяется эффективная 
процедура [24], требующая нахождения SVD матрицы более низкого ранга. Таким образом, в ре-
куррентном методе матричных пучков сингулярное разложение новой матрицы данных реализу-
ется на каждом шаге не напрямую, а на основе сингулярного разложения старой матрицы. Дан-
ная модификация позволяет значительно сократить время вычислений. 

В статье [25] нами предложен векторный метод матричных пучков, способный оценивать па-
раметры сразу нескольких входных сигналов с одинаковыми полюсами. Метод уменьшает время 
вычислений и дисперсию оценок параметров по сравнению с классическим методом матричных 
пучков. Рекуррентный векторный метод матричных пучков [26] является комбинацией двух вы-
шеупомянутых модификаций и позволяет эффективно отслеживать параметры нескольких сиг-
налов с одинаковыми полюсами в режиме скользящего окна. 

При большом или бесконечном числе экспонент для моделей (3), (4) нахождение параметров 
,ܣ  λ требует еще больше вычислительных ресурсов и становится затруднительным в режиме 
реального времени. На помощь приходят методы машинного обучения, которые требуют один 
раз провести процедуру обучения модели на размеченных данных, после чего ее можно легко 
использовать в реальном времени для обработки новых данных. 

Например, в работе [17] анализируются сигналы вибрации с подшипников качения с целью 
диагностики их состояния. Такие сигналы имеют богатый спектр, искать параметры всех гармо-
нических составляющих и отслеживать их изменения в реальном времени невозможно. По этой 
причине в работе предложен простой и эффективный подход к выделению информативных при-
знаков из спектров сигналов для дальнейшего обучения простой нейронной сети. Метод дал 
100%-ную точность в задаче определения состояния подшипника на наборе данных IMS [27].  
В нашей работе [19] предложена гибридная нейросетевая модель диагностики неисправностей 
подшипников, обрабатывающая одновременно входные данные разного типа – изображения 
спектров Гильберта сигналов вибрации и числовые векторы признаков. За счет такого учета 
разнородных данных получена эффективная модель, способная работать в нестационарных ус-
ловиях. 

 
2. Некорректность задачи и проблема определения числа экспонент 
Уравнение (3) для нахождения функции ܣ(λ) относится к интегральным уравнениям Фред-

гольма первого рода, решение которых представляет собой некорректно поставленную задачу 
[28]. Таким образом, решение задачи экспоненциального анализа может не существовать, быть 
не единственным и неустойчивым. 

Ланцош в своем знаменитом примере [29] приблизил сумму трех экспонент  
(ݐ)ݕ = 0,0951݁ି௧ + 0,8607݁ିଷ௧ + 1,5576݁ିହ௧  

по ее 24 равноотстоящим отсчетам суммой двух экспонент  
(ݐ)݂ = 2,202݁ିସ,ସହ௧ + 0,305݁ିଵ,ହ଼௧.  
На рис. 1 построены графики (ݐ)݂ ,(ݐ)ݕ на промежутке от 0 до 1,5 часа. Отличие между 

значениями (ݐ)݂ ,(ݐ)ݕ начинается в третьем знаке после запятой и вполне «укладывается» в 
шум эксперимента. Однако число экспонент и их параметры у данных функций сильно отли-
чаются. 

Сразу отметим, что проблема Ланцоша с «неразличимыми» функциями решается увеличени-
ем интервала наблюдения (рис. 2). По этой причине при анализе суммы затухающих экспонент 
рекомендуется брать интервал до полного затухания функции. 

Во многих случаях решить проблему плохой обусловленности задачи экспоненциального 
анализа и найти нужное решение из нескольких возможных удается за счет дополнительной ин-
формации о сигнале, например, числе экспонент. Часто удается оценить это число, используя 
различные приемы (построение последовательности аппроксимаций Паде в методе Паде – Лапласа 
[30, 31], сингулярное разложение в методе Прони [32, 33], методе матричных пучков [34, 35]), 
которые могут рассматриваться как регуляризация этой плохо обусловленной задачи. 
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Рис. 1. Графики «неразличимых» функций Ланцоша  

на промежутке от 0 до 1,5 часа 
Fig. 1. Graphs of “indistinguishable” Lanczos functions  

on the interval from 0 to 1.5 hours 

Рис. 2. Графики «неразличимых» функций Ланцоша  
при дальнейшем наблюдении на промежутке  

от 1,5 до 3 часов 
Fig. 2. Graphs of “indistinguishable” Lanczos functions  

with further observation on the interval  
from 1.5 to 3 hours 

 
При определении числа экспонент в методе Паде – Лапласа возникает проблема появления 

так называемых дуплетов Фруассара. Из-за вычислительных погрешностей и неединственности 
знаменателя аппроксимации Паде лишние нули и полюсы аппроксимаций не совпадают и не со-
кращаются. Это приводит к появлению ложных полюсов сигнала, которые нужно каким-то обра-
зом выявлять. 

В нашей работе [36] предложен алгоритм нахождения аппроксимаций Паде со знаменателем 
минимальной степени, тем самым устранена причина появления дуплетов, связанная с неединст-
венностью знаменателя аппроксимации Паде. Экспериментально показано, что предложенный 
алгоритм дает меньшую дисперсию ошибки в определении истинных полюсов сигнала, чем 
классический метод Паде – Лапласа. Также модифицированный метод Паде – Лапласа приме-
нен к отслеживанию частоты синусоидального сигнала с измерительной катушки кориолисова 
расходомера [37]. При этом для увеличения точности оценки частоты используется завышен-
ный порядок аппроксимации Паде и предложенный метод сам определяет число экспонент и их 
параметры. 

 
3. Проблема оптимальной дискретизации сигнала 
Как мы видели, при увеличении интервала наблюдения в задаче экспоненциального анализа 

достигается улучшение разрешающей способности. В примере Ланцоша с «неразличимыми» 
функциями стоит продолжить наблюдение на большем промежутке времени, когда они полно-
стью затухнут, и разница между ними становится очевидна.  

Отметим, что важно не только количество точек (отсчетов сигнала), по которым будут вос-
станавливаться параметры, но и то, как они расположены. Например, в статье [38] показано, что 
выбор эквидистантных отсчетов затухающей экспоненты по логарифмическому масштабу более 
целесообразен, чем по линейному. 

В случае хорошо обусловленных задач, чем больше точек данных берется на кривой, тем 
точнее ее можно «подогнать». При экспоненциальном анализе это не всегда так. Процедура дис-
кретизации представляет собой своего рода фильтр нижних частот. В соответствии с теоремой 
Котельникова будут оцифрованы только гармоники с частотой ниже половины частоты дискре-
тизации. При увеличении частоты дискретизации мы увеличиваем содержание связанных с шу-
мом высокочастотных компонентов в спектре, тем самым делая проблему еще более некоррект-
ной. В конечном итоге увеличение количества точек данных приводит к увеличению времени 
вычислений и, возможно, даже к ухудшению разрешения. 

В связи с этим особую важность имеет выбор частоты дискретизации сигнала при его экспо-
ненциальном анализе. В работе [39], где предложен комплекс программ G-Maple, реализующий 
метод Паде – Лапласа, автор говорит о встроенной возможности в его программе и необходимо-
сти попробовать несколько разных значений частоты дискретизации, поскольку ее значение 
влияет на точность вычисления коэффициентов ряда Тейлора в методе Паде – Лапласа. 
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Возможность передискретизации сигнала в [39] появляется за счет использования сплайнов, 
интерполирующих исходные отсчеты сигнала. Имея непрерывную функцию – сплайн, можно 
выбрать ее отсчеты с любой другой частотой дискретизации. В работе [40] мы получили явную 
формулу для коэффициентов Тейлора через коэффициенты кубического сплайна. Это позволило 
уменьшить погрешность определения коэффициентов ряда Тейлора в методе Паде – Лапласа 
примерно в 4 раза. 

В работе [41] нами было показано, что значение частоты дискретизации сигнала влияет на 
число обусловленности матрицы в методе Прони, использующейся для нахождения параметров 
сигналов, и, как следствие, на точность определения этих параметров. В статье [42] мы предло-
жили алгоритм нахождения оптимальной частоты дискретизации в методе Прони, дающий ми-
нимальное значение числа обусловленности этой матрицы и уже успешно примененный другими 
исследователями в ряде работ [43–46]. В частности, для случая одной частоты и, соответственно, 
двух полюсов оптимальная частота дискретизации будет в 4 раза больше этой частоты. 

 
Заключение 
Статья посвящена классической задаче аппроксимации функции суммой экспонент. Пред-

ставлены различные постановки данной задачи, находящие свои многочисленные приложения. 
Описаны ограничения, проблемы задачи экспоненциального анализа и их решения. 

Для решения проблемы определения числа экспонент в методе Прони и методе матричных 
пучков используется сингулярное разложение матриц. В случае незначительного шума сингу-
лярные числа, отвечающие полезному сигналу, значительно больше чисел, соответствующих 
шумовым компонентам, что и дает возможность определить число экспонент. В методе Паде – 
Лапласа для этой же цели используется прием построения последовательности аппроксимаций 
Паде. При достаточно большом порядке они будут иметь стабильные полюсы, соответствующие 
полюсам сигнала, и ложные нестабильные полюсы с соответствующими близкими им нулями 
числителя (дуплеты Фруассара). Можно выделить две причины появления дуплетов: погрешно-
сти вычислений и неединственность знаменателя аппроксимации Паде. И если с первой причи-
ной трудно что-то сделать, то для устранения второй служит алгоритм нахождения знаменателя 
аппроксимации Паде минимальной степени [36]. 

Проблема выбора оптимальной частоты дискретизации актуальна для всех рассматриваемых 
методов, поскольку все они направлены на решение некорректной задачи экспоненциального 
анализа. Как уже сказано ранее, при увеличении частоты дискретизации мы увеличиваем содер-
жание связанных с шумом высокочастотных компонентов в спектре, тем самым делая задачу еще 
более некорректной. Достаточно рассмотреть вопрос определения оптимальной частоты дискре-
тизации на примере одного из методов, поскольку она зависит не от метода, а от самой задачи и 
автоматически будет являться оптимальной для всех рассматриваемых методов. Для этой цели 
больше всего подходит метод Прони. Для нахождения полюсов сигнала в методе Прони требует-
ся решить систему линейных уравнений, матрица которой составлена из отсчетов сигнала и оп-
ределяет точность нахождения его полюсов. В методе матричных пучков следовало бы рассмат-
ривать пучок из двух матриц, составленных из отсчетов сигнала. Метод Паде – Лапласа тоже не 
очень подходит для этой цели, так как матрица, использующаяся в нем для нахождения полюсов 
сигнала, составлена не из его отсчетов, а из приближенно найденных коэффициентов Тейлора 
преобразования Лапласа интересующего нас сигнала. Для решения вопроса выбора оптимальной 
частоты дискретизации на основе метода Прони необходимо оценить число обусловленности 
матрицы, определяющей точность нахождения полюсов сигнала в методе Прони и найти опти-
мальную частоту дискретизации, дающую минимальное значение этой оценки числа обуслов-
ленности. Это сделано в работах [41, 42]. 

Проблема уменьшения вычислительных затрат наиболее актуальна для методов матричных 
пучков и Прони, использующих дорогую с вычислительной точки зрения процедуру сингулярно-
го разложения матриц. Эти матрицы составлены из отсчетов сигнала и при отслеживании его па-
раметров в режиме скользящего окна меняются незначительно. Возникает разумная необходи-
мость не вычислять заново сингулярное разложение соответствующих матриц, а воспользоваться 
уже найденным разложением очень похожей матрицы на предыдущем шаге. В статье [22] разра-
ботан рекуррентный метод Прони, позволяющий отслеживать параметры сигнала в режиме 
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скользящего окна, не находя заново сингулярное разложение для каждого окна. Также для мето-
да Прони еще в 1999 году была предложена так называемая многоканальная модификация [47] на 
случай набора сигналов с одинаковыми полюсами, которая уменьшает время вычислений и дис-
персию оценки параметров по сравнению с одноканальным методом Прони, примененным для 
каждого сигнала отдельно. Таким образом, для метода Прони существуют модификации, отчасти 
решающие проблему высоких вычислительных затрат. Аналогичные модификации для метода 
матричных пучков созданы автором данной работы. В работе [23] разработан рекуррентный ме-
тод матричных пучков для оценки параметров сигнала в режиме скользящего окна. Векторный 
(или многоканальный) метод матричных пучков для оценки параметров сразу нескольких сигна-
лов с одинаковыми полюсами предложен в [25]. Наконец, на случай отслеживания параметров 
такого набора сигналов в режиме скользящего окна разработан рекуррентный векторный метод 
матричных пучков [26], являющийся синтезом двух предыдущих модификаций. 
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